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PRÉFACE. 


Cet  ouvrage  est,  comme  le  Traité  (l'Analyse  public  en  1854, 
la  reproduction  plus  ou  moins  fidèle  des  leçons  de  mécanique 
que  je  donne  à la  faculté  des  sciences  de  l’Université  de  Gand, 
leçons  que,  pour  la  commodité  de  mes  auditeurs,  j'avais  dès  l'année 
1838  fait  autographier  pour  leur  être  journellement  distribuées. 
Cette  date  indique  sullisaminent  que  cet  ouvrage  était  composé 
bien  avant  que  des  géomètres  eussent  agité  au  sein  de  l'Institut 
de  France  et  dans  le  conseil  impérial  de  l'instruction  publique  la 
question  de  savoir  s'il  est  plus  avantageux  pour  la  science  de 
subordonner  la  théorie  de  l’équilibre  des  corps  à celle  de  leur  mou- 
vement ou  si , au  contraire , il  est  préférable  de  fonder  la  dyna- 
mique sur  la  statique.  Malgré  l'autorité  des  hommes  distingués  qui 
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ont  cru  devoir  user  de  leur  influence  pour  faire  réformer  dans  l’en- 
seignement officiel  un  mode  d'exposition  de  la  mécanique  consacré 
par  plus  d’un  siècle  d'expérience,  je  n’ai  pas  cru  devoir  modifier 
celui  que  j’avais  suivi  jusqu’aujourd'hui.  Cette  détermination  se 
fonde  sur  plusieurs  motifs  également  puissants  à mes  yeux.  Pre- 
mièrement^ l’ancienne  marche  présente  l’avantage  de  procéder 
du  simple  au  composé,  puisqu’elle  commence  par  faire  abstrac- 
tion de  l’idée  complexe  du  temps  cl  du  mouvement  et  qu’elle 
procède  suivant  l’ordre  des  inventions;  elle  est  donc  celle  qui 
convient  le  mieux  au  point  de  vue  didactique.  En  second  lieu , 
la  statique  est  une  branche  de  science  qui  n’emprunte  à aucune 
autre  ses  principes  fondamentaux  cl  que  par  eonséi|ucnt , sous  le 
rapport  de  la  perfection  et  de  l’abstraction  ^ on  peut  comparer 
jusqu’à  un  certain  point  aux  mathématiques  pures  , tandis  que  la 
dynamique  ne  fait  que  soumettre  au  calcul  les  propriétés  phy- 
siques de  la  matière  , propriétés  qui  d’ailleurs  ne  sont  pas  suscep- 
tibles de  démonstration  directe  et  ne  reposent  que  sur  des  hypo- 
thèses. Faire  intervenir  la  dynamique  dans  l'exposition  des  prin- 
cipes de  l’équilibre^  c’est  donc  ôter  bénévolement  une  de  ses 
qualités  les  plus  précieuses  à la  statique,  qui  par  la  nature  de 
son  objet  et  sa  manière  de  procéder,  établit  en  quelque  sorte  dans 
rcnchaincmcnl  des  sciences  mathématiques  la  transition  entre  les 
mathématiques  pures  et  les  mathématiques  appliquées. 

Si  pour  ces  motifs  et  pour  d’autres  encore  qu’il  est  inutile  de 
rappeler  ici,  nous  croyons  devoir,  dans  un  traité  purement  ration- 
nel , donner  la  préférence  à l’ancienne  méthode,  ce  n’est  pas  que 
nous  refusions  d’une  manière  absolue  de  reconnaitre  certains 
avantages  à l’innovation  qu’on  veut  introduire  dans  renseigne- 
ment. Ainsi  ces  avantages  nous  paraissent  ineonleslablcs  quand 
il  s’agit  de  l’étude  de  la  mécanique  ajqdiquée  aux  macbincs  ; là 
en  effet  la  marche  didactique  et  la  recherche  des  conditions 
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d’équilibre  n’ont  qu’une  importance  secondaire,  et  la  priorité 
donnée  à la  dynamique  permet  d’aborder  immédiatement  les 
questions  de  mouvement  (|ui  forment  le  but  de  celte  science,  et  de 
reléguer  parmi  les  corollaires  celles  bien  moins  importantes  qui 
SC  rapportent  à l’équilibre. 

Dans  les  polémiques  auxquelles  a donné  lieu  la  question  qui 
nous  occupe  , il  semble  qu’on  n’a  pas  attaché  assez  d’importance 
à cette  distinction  entre  le  but  final  de  la  mécanique  rationnelle  et 
celui  de  la  mécanique  appliquée,  et  c’est  là,  en  grande  partie, 
sans  nul  doute,  la  cause  de  la  confusion  qui  s’est  introduite  dans 
les  discussions  parfois  si  animées  dont  l’appréciation  de  l’utilité 
de  celte  réforme  a été  l’objet.  Carnot  lui-méme  qui,  dans  scs 
Principes  fondamentaux  de  l'équilibre  et  du  mouvement^  semble 
au  premier  abord  donner  raison  aux  novateurs,  ne  fait  en  réalité 
que  confirmer  celle  remarque,  puisque  son  savant  ouvrage,  dont 
la  première  édition  portail  le  litre  d'Essai  sur  les  machines  en 
général,  est  plutôt  destiné  à servir  d’introduction  à un  traité  de 
mécanique  appliquée  qu’à  former  les  préliminaires  d’un  traité 
général. 

Ces  observations  étaient  nécessaires  |iour  me  justifier  du 
reproche  que  l’on  aurait  pu  m’adresser  de  n’avoir  pas  adopté 
l’ordre  nouveau  présenté  par  quelques  auteurs  comme  constituant 
un  véritable  progrès.  Du  reste,  de  meme  que  la  préférence  donnée 
à la  considération  des  limites  dans  mon  traité  d'analyse , ne  m’a 
pas  empêché  de  faire  un  fréquent  usage  de  considérations  em- 
pruntées à la  théorie  infinitésimale , je  n’ai  pas  hésité  à faire 
intervenir  l’idée  de  mouvement  dans  la  statique  toutes  les  fois 
que  celle-ci  m’a  paru  avoir  à y gagner  sous  le  rapport  de  la 
lucidité  ; mais  il  est  bien  entendu  que  celle  immixtion  n’a  jamais 
eu  lieu  qu’à  titre  d’éclaircissement. 

Pour  ce  qui  est  de  la  méthode  suivie  dans  ce  traité , j'ai  donne 
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en  générnl  In  préférence  ù celle  qui  emprunte  à l'nnalysc  le  seenur.< 
de  ses  signes  et  de  scs  transformations,  comme  présentant  sur  In 
méthode  géométrique  ordinairement  plus  expéditive^  il  est  vrai, 
le  grand  avantage  de  mieux  se  graver  dans  la  mémoire  et  de  se 
prêter  avec  plus  de  facilité  aux  applications  des  principes  généraux, 
ainsi  qu’à  des  recherches  ultérieures.  Je  crois  du  reste  inutile 
d'entrer  dans  plus  de  développements  sur  le  plan  que  j’ai  adopté. 
Un  coup  d’œil  jeté  sur  la  table  des  matières  le  fera  suHisamment 
connaître.  Je  me  home  ici  ù déclarer  qu’en  publiant  ce  livre  par 
la  voie  de  l’autographie  d’abord  et  ensuite  par  l'impression  typo- 
graphique^ mon  seul  but  a été  de  faciliter  a mes  éléves,  autant 
qu’il  dépendait  de  moi  et  sans  aucune  préoccupation  personnelle, 
rintelligcnee  de  lu  branche  lu  plus  importante  et  la  plus  diflficilc 
de  leurs  études.  Une  cxpéricnec  de  près  de  vingt  années  me  per- 
met d'espérer  que  mon  but  n’a  pas  été  complètement  manqué. 
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Dofiiiitions.  Molière.  Cor|is.  Kspoce.  Volume.  Masse.  Point  materiel.  G>rps  solide. 
Corps  fluide.  llc|«is.  Mouvement.  — Prinripe  de  l'inertie  de  la  matière.  Forces. 
Leur  représenlalion.  Leurs  rapports.  — Cquililire.  Objet  de  la  mécanique.  — 
Axiomes  fondamentaux.  Itésultanle.  Composantes.  — Composition  des  forces. 
Parallèlujjrammc  des  forces.  — Dcinunstralion  analytique  du  parallélogramme 
des  forces.  — Autre  démonstration  imitée  de  celle  de  Simon  Slevcn.  — Consé- 
quences immédiates  du  parallélogramme  des  forces.  Leur  décomposition.  — 
Parallélipipèdc  des  forces.  — Résultante  d’nn  nombre  quelconque  de  forees 
appliquées  en  un  même  point.  — Expression  analytique  de  cette  résultante.  — 
Théorème  sur  les  forces  estimées  suisaiit  une  direction  donnée.  — Tliéorcme 
sur  le  moment  d’une  résultante  par  rapport  à un  axe.  — Théorème  sur  le  mo- 
ment d'une  résultante  par  rapport  à un  point.  Signes  des  momciils.—  Equilibre 
de  forces  appliquées  en  un  même  point. 

i . ÜéfinilioHn.  Matière.  Corps.  Cspucc.  Volume,  .tfassc.  Point 
matériel.  Corps  solide.  Corps  fluide.  Repos.  Mouvement.  — On  donne 
le  nom  de  matière  à tout  ce  iiiii  est  capable  d’affcetcf  riin  de  nos  sens. 
Une  purlion  limitée  do  lualicrc  ayant  une  forme  déterminée  prend  le 
nom  de  corps.  On  emploie  le  mot ’es/nirc  jiris  dans  un  sens  absolu. 
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|)Oiir  (Ic’-üignrr  iiiir  (Uendiic  sans  bornes  dans  luqncllr  on  fait  abslrac- 
lion  de  la  matière  qui  peut  s’y  trouver.  La  ]>orlion  de  l’espace  renferinée 
entre  les  limites  d’un  corps,  Ibrine  le  volume  de  ce  corps  et  sa  masse 
est  la  <piantitc'^ de  matière  que  renferme  son  tolume.  .‘si  le  corps  a dans 
Ions  les  sens,  des  dimensions  inliniinent  petites,  il  forme,  quelle  que 
soit  sa  masse,  ec  qu’on  ap|ielle  un  point  matériel.  Un  corps  peut  être 
eonsidèrè  comme  composé  de  points  matériels  juxtu-posés.  Si  tous  ces 
points  sont  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable,  ils  forment  un 
corps  solide;  si,  au  eontrairc,  iis  n’ont  entre  eux  nueune  adhérence, 
le  corps  est  dit  fluide. 

I.orsqu’un  corps  occupe  constamment  In  même  position  dans  respace, 
on  dit  qu’il  est  en  repus;  il  est  au  ronlraire  en  mouvement  si  cette 
position  varie  à ebaipie  instant.  L’état  de  repos  ou  de  mouvement  d'un 
corps  ne  peut  être  reconnu  <pi'en  rapportant  sa  position  ù certains 
points  dont  l’immobilité  soit  certaine.  Or,  on  ne  connait  dans  l’espace 
aucun  point  semblable;  il  est  donc  impossible  de  constater  le  mouve- 
ment ou  le  repus  absolus  d'un  corps  ou  d’un  point;  on  doit  se  borner 
à ra|q>orter  la  position  d’un  corps  h certains  points  considérés  eumine 
lixes  quoiqu’ils  ne  le  soient  probablement  pas,  et  n reconnaître  l'état 
«le  repos  ou  de  mouvement  relatifs  du  corps. 

2.  l’rincipe  de  l’inertie  de  la  matière.  Forces.  Leur  représentation. 
Leurs  rapports.  — La  matière  est  susee])tiblc  de  repos  et  de  mouve- 
ment, mais  elle  ne  peut  d’cll«>méme  ebanger  ou  modilier  son  état.  Ce 
))rineipe  fondamental,  qui  constitue  le  principe  de  l’inertie  des  corps 
doit  être  «amsiiléré  comme  une  des  données  les  plus  certaines  «!<• 
l'expérientx.  La  cause,  «[uelle  qu’elle  soit,  «|ui  change  ou  qui  est 
capable  de  ebanger  l’état  de  repos  ou  de  mouvement  d’un  eorjis,  se 
nomme  force.  Le  mode  suivant  lequel  celle-«'i  transmet  son  action  au 
corps  nous  est  totalement  inconnu.  On  ne  peut  apprtieier  une  force 
que  par  l'elfet  «pi’elle  produit;  aussi  sont-elles  pour  nous  identiques, 
lors«|UC  les  effets  sont  identiques  et  notis  devons  considérer  deux 
forces  comme  égab's  et  oppos(>es  si  elles  s'entredétruiseiit. 

L’ensemble  «le  toutes  les  connaissunecs  que  l’on  possède  en  mécani- 
que prouve  d’une  manière  incontestable  que  lorsque  plusieurs  forces 
agissent  simultanément  et  «lans  le  même  sens  sur  un  corps,  chacune 
produit  son  effet  comme  si  elle  agissait  isolément;  c’est  pounpioi  la 
force  unique  qui  produirait  le  meme  effet  que  deux,  trois,  etc.,  forces 
identiques  réunies,  est  dite  double,  triple,  etc.,  de  chacune  de  celles-ci, 
ce  qui  permet  d’établir  des  rapports  entre  des  forces,  comme  pour  des 
grandeurs  géoinétriipies  ; ainsi,  en  représentant  par  un  nombre  ou  par 
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nue  (Iroile  imr  cfrUiiiie  forte  prise  pour  iiiiilé  ou  pour  terme  île 
eompariiison,  toutes  les  forces  pourront  «Hre  exprimées  soit  par  des 
nonilires,  soit  par  des  droites.  Il  y a deux  clioscs  à considérer  dans  une 
force,  son  intensité,  c’est-à-dire,  sou  rapport  à la  force  prise  pour 
unité  et  sa  direction  (|ui  n’est  autre  chose  que  la  ligne  droite  qu'elle 
tend  à faire  parcourir  à uii  point  matériel  auquel  elle  serait  appliipiéc. 
Il  suit  de  là  qu’une  ligne  droite  (leut  servir  à représenter  complète- 
ment une  force,  car  la  longueur  de  la  «Iroite  servira  de  mesure  à sou 
intensité  et  la  direction  de  la  droite  indiquera  la  direction  de  la  force. 
On  voit  donc  que  les  dilfércntes  manières  de  fixer  la  [tosition  cl  la 
longueur  d’une  droite  en  géométrie  analytique  pourront  servir  à 
indiquer  la  grandeur  et  la  direction  d’une  force  dans  l’espace.  Le 
moyen  le  plus  simple  consiste  à mener  dans  l’esimee  trois  axes  rectan- 
gulaires que  l’on  considère  comme  immohiles;  on  donne  les  coordon- 
nées de  rune  des  extrémités  de  la  droite,  laquelle  forme  le  point  d'ap- 
plication de  la  force;  sa  ilirection  sera  donnée  par  les  angles  (pie 
forme  celte  droite  avec  les  trois  axes  en  prenant  ces  angles  entre  les 
axes  positifs  et  la  droite  |irolongée  dans  le  sens  de  l’action  de  la  force. 
L’intensité  sera  cx|iriniée  par  la  longueur  de  1a  droite. 

3.  Kifuilibre.  Objet  de  la  mècaniiiue.  — Si  plusieurs  forces  agissent 
simultanément  sur  un  corps  ou  sur  un  point  matériel,  il  arrive  ou  que 
le  corps  reste  imnudiile  ou  ipi’il  se  met  en  mouvement.  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  forces  s’entre-détruisent  et  on  dit  qu’eWe.s  se  font 
équilibre.  Dans  le  sccoml  cas,  le  corps  tend  à prendre  un  niouvcmcnt 
qui  dépend  des  rapports  de  grandeur  et  de  position  entre  ces  forces. 
On  appelle  en  général  mécanique  la  seicnce  de  l’équilihre  et  du  mou- 
vement; elle  se  divise  en  mécanique  proprement  dite  cl  en  l/i/drait- 
lique  suivant  qu’elle  concerne  le  mouvement  de  corps  solides  ou  de 
corps  liquides.  La  im-caniquc  proprement  dite  se  divise  clle-niémc  en 
statique  cl  en  dynamique-,  la  première  s’occupe  des  lois  de  l’équilibre, 
la  seconde,  des  lois  du  mouvement  des  eurjis  non  fluides. 

4.  .IxioMies  fondamentaux.  Résultante.  Composante.  — Les  prin- 
cipes de  la  statique  ne  sont  que  les  conséquences  de  i]uel(|uc$  axii'imes 
fondamentaux  que  nous  allons  énumérer. 

1“  Lorsqu’un  système  est  en  équilibre  sous  l’aclion  de  cerbiines 
forces,  011  peut  sans  rompre  cet  éijuilibre,  rendre  fixes  queli|ues-uns 
des  points  du  corps. 

2"  On  peut,  aux  forces  appliquées  à un  système  de  forme  invariable, 
enjoindre  d’autres  ou  supprimer  certaines  forces,  pourvu  que  celles-ci 
appliquées  seules,  se  fassent  aussi  équilibre. 
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3"  Une  force  peut  élre  cousiiléréc  eoranie  appliquée  en  un  point 
quelconque  de  sa  direction,  pourvu  que  tous  (ïcs  points  soient  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariiddc,  puisque  le  déplacement  commu- 
niqué à l’un  d’eux  dans  le  sens  de  la  force  se  transmettra  sans  altéra- 
tion à tous  les  autres. 

Il  suit  de  la  que  deux  forces  égales  et  opposées  l*  et  P'  (fig.  1),  se 
font  équilibre  si  elles  sont  appliquées  h des  points  A et  B liés  invaria- 
blement entre  eux,  car  lu  force  P'  pourra  être  transportée  de  B en 
où  clic  détruit  visiblement  la  force  P. 

4"  Si  un  système  de  forces  appliquées  à un  corps  est  tel  que  par 
l'introduction  d’une  nouvelle  force  P on  peut  produire  l'équilibre, 
ces  jircmières  fortes  ]iourront  être  remplacées  par  une  force  unique 
P'  égale  et  directement  opposée  a P;  car  si  l'on  introduit  les  deux 
forces  P et  P'  qui  se  détruisent,  on  n'aura  rien  changé  et  comme,  par 
hypothèse,  P fait  équilibre  au  système,  on  pourra,  d'après  ce  qu’on 
vient  de  voir,  sup|)rimcr  P ainsi  que  les  forces  données  et  il  ne  restera 
que  la  seule  force  P'.  Cette  foiTc  unique,  capable  du  même  clîet  qu’un 
système  de  forces  se  nomme  résultanle  du  système.  Ces  forces  primi- 
tives prennent  elles-mêmes  le  nom  de  eomposantes. 

!i“  Si  plusieurs  forces  sont  appliipiées  à un  même  point  matériel 
et  dirigées  dans  un  même  sens,  la  résultante  est  égale  à la  somme  de 
ces  forces.  Cela  résulte  de  l’hypothèse  que  nous  avons  faite  (N"  i)  sur 
le  mode  d’action  des  forces. 

(>'’  Si  deux  forces  P et  P' appliquées  à un  même  point  agissent  <lans 
des  sens  directement  opposés,  la  résultante  est  égale  à la  différence 
P — P'  de  ces  forces  et  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande  P;  en 
effet  cette  dernière  peut  être  remplacée  par  deux  forces  dont  rime 
soit  égale  à la  plus  petite  P' et  l’autre  égale  à la  différence  P — P’;  si 
donc  on  supprime  les  deux  forces  P'  qui  se  font  éiiuilibre  il  ne  restera 
que  la  force  P — P’  qui  sera  par  conséquent  la  résultante. 

Il  suit  de  lè  que  la  résultanle  d’un  système  de  forces  agissant  sur  un 
point  matériel  suivant  une  ineme  droite  dans  les  deux  directions 
opposées,  est  égale  à la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  un  sens 
moins  la  somme  des  foires  qui  agissent  dans  le  sens  opposé. 

7“  Si  deux  forces  non  en  équilibre  agissent  simultanément  sur  un 
point  matériel,  ces  deux  forces  ont  une  résultante;  car  il  est  éiidenl 
que  le  point  tendra  à se  déplacer  dans  une  certaine  direction,  cl  que 
par  conséquent  une  force  convenable  empêchera  ce  déjdacemenl  cl 
maintiendra  l’équilibre.  Cette  force  prise  en  sens  inverse  est  donc  la 
résultante.  (Voir  4".) 
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Cellu-ci  est  renfermée  dans  le  plan  qui  contient  les  deux  forces;  rar 
il  n’y  a pas  de  motif  (lour  qn’elle  soit  placée  plutôt  d'iin  cùlé  (|uc 
de  l’anlre  de  ce  plan,  attendu  que  tout  est  symétrique  des  deux 
côtés.  Hile  est  aussi  dirigée  dans  l’angle  formé  par  les  directions  des 
deux  forces  P et  Q;  en  effet,  si  R (fig.  2)  pouvait  être  cette  résultante, 
une  force  R’  égale  cl  directement  opposée  à R ferait  équilibre  à P et  Q 
et  en  rendant  fixe  un  point  O du  système  lié  an  point  A et  pris  entre 
R et  P,  l’équililirc  devrait  encore  exister  (voir  I"),  ce  qui  évidem- 
ment n'a  pas  lieu,  puisque  R',  P et  Q tendent  Ji  faire  tourner  A 
autour  de  O dans  le  même  sens.  Si  les  deux  composantes  étaient 
égales,  la  résultante  devrait  diviser  en  deux  parties  égales  l’angle 
formé  par  ces  forces,  puisqu’il  n’y  aurait  pas  de  motif  pour  qn’elle 
se  rapprochât  de  Tune  des  forces  plus  que  de  l’autre. 

.I.  Composition  des  forces.  Parallélogramme  des  forces.  — On  ap- 
pelle composition  des  forces,  l’opération  par  laquelle  on  détermine  la 
résultante  d’un  système  de  forces,  et  décomposition,  l’opération  inverse 
ayant  jiour  objet  de  remplacer  une  force  unique  par  plusieurs  forces 
capables  du  même  effet.  La  composition  îles  foi-ces  est  fondée  sur  le 
théorème  suivant  : Si  la  résultante  de  deux  forces  P elQ  formant  entre 
elles  un  angle  a ainsi  que  celle  de  deux  forces  P et  fj’  formant  entre 
elles  le  même  angle,  sont  dirigées  toutes  deux  suivant  lu  diagonale 
du  parallélogramme  construit  sur  ces  forces,  la  résultante  des  deux 
forces  P et  Q -I-  Q'  sera  aus.si  dirigée  suivant  lu  diagonale  du  paral- 
lélogramme construit  sur  ces  deux  dernières  forces  ; en  effet  si  on 
représente  par  AU,  AC  cl  CD  (lig.  .5),  les  trois  forces  P,  Q et  Q’  et  qu’on 
construise  les  parallélogrammes  CABL  et  DCEF,  la  résultante  de  Aü  et 
AC  sera  dirigée  par  hypothèse  suivant  .AE,  son  point  d’a]qdicution 
pourra  être  transporté  du  point  A au  point  E et  si  l’on  construit  le  pa- 
rallélogramme F.CKII  égal  à AREC,  la  résultante  dirigée  suivant  EK 
pourra  être  remplacée  par  les  deux  forces  EG  cl  Eli  que  l'on  pourra 
concevoir  appliquées  l’uiic  au  point  F et  représentée  par  FL,  l’autre 
au  point  C et  représentée  par  CE.  Les  deux  forces  CE  cl  FL  tiendront 
doue  lieu  (les  deux  forces  AB  et  AC;  mais  la  résultante  de  CE  et  Cl)  est 
dirigée  par  hypothèse  suivant  CF  et  peut  être  appliquée  ou  point  F; 
les  trois  forces  AB,  AC  et  CD  ou  P,  ()  et  Q'  sont  donc  remplacées  par 
celle  dernière  et  par  la  force  FL  ap|iliquées  toutes  deux  au  point  F et 
ayant  par  conséquent  une  résultante  qui  passe  par  ce  point  ; la  résul- 
tante de  P,  y et  y'  est  donc  dirigée  suivant  AF  qui  est  la  diagonale  du 
parallélogramme  construit  sur  P et  Q -f-  y'. 

On  conclut  de  là  que  la  résultante  de  deux  forces  qui  sont  entre  elles 
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ilans  le  riippiirldcdeiix  nombres  cnlicrs,  est  dii'igéc  siii\ant  la  diagonale 
du  parallélograinine  conslrnil  sur  CCS  deux  forces;  en  effet  la  proposi- 
tion est  évidente  pour  deux  forces  égales  1’  et  1’,  clic  est  donc  vraie 
pour  le  syslème  des  forces  P et  en  vertu  du  llicorèinc  qu'on  vient 
de  démontrer.  La  proposition  étant  vraie  pour  P et  t!P  d'une  part  et 
j)our  P et  P d'une  autre  part,  est  vérifiée  pour  P et  .“îP  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  P et  «P.  De  même  la  proposition  étant  vérifiée  pour  «P 
et  P cl  pour  mP  et  P,  le  sera  pour  nP  et  2P  et  par  conséquent  pour 
nP  et  âP  cl  en  général  pour  «P  et  mP,  iii  et  u étant  deux  nombres 
entiers  quelconques. 

II  en  est  de  meme  quand  les  forces  sont  dans  un  rapport  incommen- 
surable; car  si  la  résultante  de  AC  et  AH  (lig.  A)  pouvait  être  dirigée 
suivant  AK,  en  divisant  AB  en  parties  égales  plus  petites  que  DE  et  en 
portant  un  certain  nombre  de  ces  parties  sur  BD,  uu  point  de  division 
tomberait  entre  K et  Del  l'on  formerait  un  parallclograinnie  .AccB  dans 
lequel  les  côtés  Ac  et  .AB  seraient  eommcnsurables  ; la  résultante  de  AB 
et  ,\c  est  donc  dirigée  suivant  Ae;  la  résultante  de  cette  dernière  et  de 
Ce , résult.inte  qui  n'est  autre  que  celle  de  AB  et  .\C , serait  donc  diri- 
gée suivant  AE,  ce  qui  n'est  |)as  possible  puisqu'elle  doit  être  comprise 
dans  l'angle  C.\c  formé  par  les  deux  forces.  On  démontrerait  de  la  même 
manière  que  la  résidtante  ne  jiciit  pas  venir  rencontrer  le  côté  CD  entre 
les  points  C et  D;  elle  est  donc  dirigée  suivant  la  diagonale  AD. 

Il  reste  encore  à trouver  la  grandeur  de  la  résultante  dont  on  vient 
de  fixer  la  direction;  à cet  effet  observons  que  si  U est  la  résultante  de 
P cl  O (lig.  H),  une  force  R’  égale  et  directement  opposée  à R leur  fera 
é(]uilibre;  d’où  il  suit  que  Q fera  équilibre  à P et  R'  et  ipic  par  con- 
séquent le  prolongement  .\C'  de  AC  sera  la  direction  de  la  ré.sultaute 
de  P cl  R'.  U'  doit  donc  être  tel  <|tie  AC'  soit  la  direction  de  la  diagonale 
du  parallélogramme  construit  sur  .\B  et  sur  R';  il  ^uit  de  là  que  si  l'on 
mène  Bti'  parallèle  à R cl  C’D'  parallèle  à .\B  , AD'  repré.sentera  la  va- 
leur de  R'  ou  de  R ; or  à cause  des  parallélogrammes  ,\B(;'D’  et  .\DBC', 
AD'  est  égal  à B(i'  et  BC'  à AD  ; donc  .AD’  est  égal  à -\D,  c’est-à-dire  que 
/(I  résuHatile  de  deux  forces  appliquées  à un  point,  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  ces  forces. 

fi.  Démonstration  analgtique  du  parallélogramme  des  forces.  — 
Cette  proposition  importante  (pii  est  due  à Simon  Steven  et  (|ui  consti- 
tue le  théorème  du  parallélogramme  des  forces,  peut  être  démontrée 
par  des  considérations  purement  anal)  liijucs  de  la  manière  suivante  : 
soient  et  Y (lig.  fi),  deux  forces  appliquées  uu  point  O et  dirigées  sui- 
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vnnt  doux  droites  furMiiiiil  un  an;;le  droit , ou  eu  d’outres  termes,  deux 
forces  orthogonales  et  soit  R leur  résullaule  raisaiil  l’angle  * avee  X.  Il 
est  CAiilcnt(|uc  les  Aaleiu-s  de  U cl  de  a dépendent  de  X et  de  V et  que 
par  conséquent  en  désignant  par  f,  F,  -'y  et  ÿ des  fonctions  de  forme  in- 
connue, on  doit  avoir 

R = /-(X,Y),  «=F(X,Y) 

et  en  éliminant  Y entre  ces  é(|uations,  il  viendra 

R=!;(X,a)  ou  X = y(R,a). 

D’autre  part,  si  les  forces  X et  Y sont  douldécs  ou  triplées,  la  résultante 
R sera  clle-nièinc  visildeinent  doulilée  nu  triplée  en  conservant  la  même 
direction  et,  en  général,  si  les  forces  X cl  Y croissent  ou  décroissent 
dans  le  même  rapport  «,  la  résultante  R croîtra  ou  décroîtra  dans  la 
même  proposition  en  conservant  la  iiiéme  direction.  Il  suit  de  là  que  si 
dans  l’équntion  précédente  on  change  X en  «X  , R doit  se  changer  en 
nR  et  que  par  conséquent  on  doit  avoir  (*) 

y (;iR,  a)  = (R,  a), 

ce  qui  n’est  possible  qu’à  la  condition  que  <p(R,  a)  soit  de  la  forme  R?«; 
on  doit  donc  avoir, 

X = Rya. 

En  changeant  a en  - — « et  X en  Y,  on  aura  de  même 
Y = Ry(^^-«). 

Cela  posé,  par  le  point  d’application  O (fig.  7),  faisons  passer  trois  axes 
rectangulaires  et  proposons-nous  de  déterminer  la  résultante  R de  trois 
forces  X,  Y,  Z dirigées  suivant  ces  trois  axes.  Pour  cela  on  déterminera 
d’abord  la  résultante  r des  deux  forces  .X,  Y,  puis  on  cherchera  la  résul- 


(')  Cotte  égalité  qui  doit  exister  pour  toute  valeur  de  n , donne 

9 (n  R,«) 

or,  si  ou  coneoil  ytiill,»)  développé  suivant  les  puissances  nsccndanles  de  «Il  sous 
la  forme  « -*- <i(w  U) -t- c (iill)3-t- etc.,  ou  devra  avoir  ideiitiquenieiit 


Ÿ(R.a)  =- -4-  //Il  cfill’  -t- rf»>R3  -H  etc. 

' n 

c’est-à-dire  que  le  second  niriiihre  devra  être  indépendant  de  a comme  le  premier, 
ce  qui  n'a  lieu  iiuc  si  a,  c,  d...  sont  nuis,  et  par  conséquent,  si  la  fonction  y est 
de  la  forme  6R,  c’est-à-dire,  R^. 
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lanlo  U de  r et  de  Z.  Or  si  on  désigne  par  a et  : les  angles  (pic  font  r avee 
X et  K avec  Z,  on  doit  avoir  visiblement 

X = rya  , >•  = Rf 

et  par  conséquent 

x=iV?^^  — 

D’nn  antre  côté,  si  on  rommencc  par  clicrcher  la  résultante  r”  de  Y et 
Z et  qn’cnsuite  on  détermine  la  résullantc  H de  r'  et  de  X , on  Iroiivera , 
en  désignant  par  x l’angle  formé  par  R avec  X , 

X = RifX. 

Rn  égalant  res  deux  valeurs  de  X on  est  conduit  à la  relation 


Telle  est  l’équation  de  condition  qui  caractérise  la  fonction  ÿ et  qui 
va  nous  servir  à déterminer  sa  forme.  Remarquons  que  l’angle  irièdre 
O.XRr  i-ectangle  en  r donne  entre  les  memes  angles  x,  * et  i cette 
autre  relation 

cos  I = ens  a sin  î -, (2) 

or,  si  la  relation  (I)  était  distincte  de  cette  dernière,  on  pourrait  de 
ces  deux  équations  tirer  les  valeurs  de  x et  de  î en  fonction  de  a, 
résultat  absurde,  puisque  en  laissant  X et  Y invariables  et  faisant 
changer  Z,  a ne  ebangera  pas,  tandis  que  x et:  changeront  visible- 
ment de  valeur.  Les  deux  relations 

et  cos  X = cos  a sin  : 

devant  subsister  en  même  temps  cl  les  angles  x et  z ne  pouvant  pus 
être  cxjirimés  en  fonction  de  a,  yx  ne  peut  être  que  cas  x (*),  ou  plus 
gcnéndcmcnl  yx  doit  être  de  la  forme  (cosx)“  ce  qui  fait  prendre  h 
la  première  équation  la  forme 

(cos  x)*  = (eos  a)"  (sin  z)" 

(•)ll  est  il  l■elna^lpler  que  réqu.ilian  (2)  serait  unique  si  fT  puiivait  cire  eoiistant 

et  égal  à l’unité,  ce  qui  n'est  pas  admissible  puisque  et  f (i-“)  auraient 

celte  mcriic  valeur  constante,  et  que  par  conséquent  X cl  Y devraient  être  égaux , 
puisque  Ton  a 
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qui  rentre  en  effet  dans  la  seconde  en  élevant  les  deux  iiicinhrcs  de 
cellc-ei  à la  puissance  «.  L'exposant  o se  détermine  en  observant  que 
si  on  décompose  une  force  R (lig.  8)  en  deux  forces  orthogonales 
X et  Y et  qu’on  décompose  ensuite  les  forces  X et  Y en  deux  autres 
dirigées  suivant  leur  résultante  AR  et  suivant  une  perpendiculaire 
BC,  les  composantes  suivant  BC  doivent  être  égales  et  opposées,  et 
les  deux  composantes  suivant  AR  réunies,  doivent  être  égales  !t  R.  Les 
forces  X et  Y sont  en  effet  égales  à R (cos  x)“  et  R (sin  i)“,  leurs  com- 
posantes suivant  BC  sont  toutes  deux  R(cos  x)“  (sin  x)“  et  les  deux 
composantes  suivant  AR  sont 

R (cos  x)“  (cos  x)“  et  R (sin  x)*  (sin  x)“  ; 

on  doit  donc  avoir,  en  supprimant  le  facteur  commun  R et  pour  toute 
valeur  de  x, 

(cos  x)’“  -4-  (sin  x)*"  = I . 

, , TT  \ 

Pour  X égal  à - , sin  x et  cosx  sont  égaux  à — =et  ré([uation  devient 
= 1 d’où  '’l'*  sss'i 

ce  qui  fait  voir  que  a est  égal  à ruuiléet  qncpar  eonséquent  yx  = cosx. 
Les  deux  composantes  X et  Y de  R (lig.  0)  sont  donc 

X = Ucos*,  Y = Rsina 
et  comme  on  tire  de  là 

X* -4-  Y*  = U*,  tanga=  — , 

on  voit  que  la  résultante  de  deux  forces  orthogonales  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  rectangle  construit 
sur  ces  forces. 

Le  théorème  peut  être  ensuite  étendu  à deux  forces  P et  Q for- 
mant un  ilnglc  quelconque  BAC  (lig.  !t)  en  observant  que  si  on 
décompose  la  force  P représentée  par  AB  en  deux  autres  .VE  et  AF 
dirigées  Func  suivant  la  force  Q cl  l’.iutre  suivant  une  perpendi- 
culaire AF,  la  résultante  de  P et  Q sera  la  même  que  celle  de 
AF  et  de  AC -4- AE  ou  AC-4-CC  = AG,  résultante  qui  est  repré- 
sentée par  la  diagonale  AD  du  rectangle  FAGl);  or  AD  est  aussi 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  P et  Q,  car  en  menant 
la  droite  CD  on  forme  un  triangle  rectangle  DCG  qui  est  égal  au 
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triangle  IIAF,  ])uisqiic  DG  cl  GC  = AE  sont  cgtuix  à AF  et  HF  = AE, 
d’où  il  résulte  que  l)C  est  égal  cl  parallèle  A AU  cl  par  consé- 
quent que  HACD  est  un  parallélogramme  conslniit  sur  AB  cl  AC. 

7.  Autre  démonstration  imitée  de  relie  de  Simon  Steven.  — Celle 
proposition  fumlaincnlale  du  parallélogramme  des  forces  peut  aussi 
se  déthiirc  fort  simplement  des  circonstances  de  l’équililirc  d'une 
eliaine  sur  un  plan  incliné;  en  effet  ABC  (fig.  10)  étant  un  triangle 
rectangle  dans  lequel  BC  est  vertical,  il  est  visible  qu’une  eliaine 
uniformément  pesante  cl  continue  CADUC  restera  en  équilibre,  ce 
qu’on  peut  considérer  soit  comme  un  principe  d’expérience,  soit 
comme  une  conséquence  de  celle  remarque  qu’un  mouvement,  s’il 
avait  lieu,  serait  sans  effet  et  sans  eaiise,  |misqu’il  ne  ferait  que 
placer  la  chaîne  dans  des  circonstances  toujours  identiques.  Cela 
posé,  le  |)oinl  C de  la  eliaine  est  tiré  d’un  côté  par  la  partie  CA 
tendant  à glisser  le  long  du  ]>lan  incliné  et  par  la  tension  en  A 
de  la  partie  pendante  AD,  et  de  l’autre  côté  par  le  poids  de  CB 
et  la  tension  de  BDA  en  B.  Or,  .VB  étant  horizontal,  ADB  se  com- 
pose de  deux  parties  symétriques  AD  et  BD  cl  les  deux  tensions 
extrêmes  en  A et  en  B sont  égales.  La  traction  sur  C due  au  poids  de 
CA  est  donc  égale  au  poids  de  CB.  L’équilibre  subsistera  encore  si  on 
concentre  en  un  point  M et  un  point  M'  les  masses  de  ces  deux  parties 
de  la  eliaine  et  qu’on  les  lie  entre  elles  par  un  fil  malliémalique  MCM'. 
La  tension  du  fil  .MC  est  évidemment  la  cumpusunte  du  poids  P de  M 
suivant  AC,  composante  qui  est  Py*  (N"  C),  « désignant  l’angle  C;  la 
tension  du  côté  CB  est  représentée  par  le  poids  Q de  BC  ; on  a donc 

Q ==•*?«.  = ^ 


et  comme  P et  Q sont  proportionnels  à AC  et  BC  et  que  le  rajiporl 
BC 

— est  égal  au  cosinus  de  a,  on  trouve,  coninie  dans  lu  liemous- 
Iration  analytique  , 

ÿO  — cos  a. 


8.  Conséquences  immédiates  du  purullélngrommc  des  forces.  Leur 
décomposition.  — Il  résulte  du  lliéorème  précédent  que  deux  com- 
posantes quelconques  et  leur  résultante  sont  représentées  par  les  trois 
côtés  d’un  triangle  ABD  (fig,  5)  et  que  l’on  a pur  coiiséipicnl  la 
proportion 

P : Q : U = sin  BDA  : sin  BAD  : sin  ABD , 
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I’  : Q : K = sin  UAC  : sin  BAI)  : sin  BAC 

en  remarquant  que  les  angles  ABI)  et  BAC  sont  supjilémentaire.s  et 
ont  le  iinime  sinus.  Cette  ])i'oportiun  a|)|ireii(i  que  chacune  île  ces 
trois  forces  est  proportionnelle  an  sinus  de  l'angle  formé  par  les  deux 
autres. 

On  voit  aussi  que  si  trois  forces  P,  Q et  R se  font  équilibre  autour 
d’un  point  A (fig.  11),  il  fout  que  R soit  égal  et  directement  opposé 
à la  résultante  R'  des  forces  P et  Q,  e'esl-àHÜre,  à la  diagonale  AD  du 
parallélogramme  construit  sur  AB  et  AC,  et  comme  on  a 

P : Q : R’  = sin  DAC  : sin  BAD  : sin  BAC, 


il  vient  aussi,  en  remarquant  que  les  angles  supplémentaires  ont  le 
même  sinus, 

P : Q ; R ==  sin  QAR  : sin  PAR  : sin  PAQ  , 

e'e.st-inlire,  <|uc  lorsgue  trois  forces  se  font  équilibre  autour  d'un 
point,  elles  sont  toutes  trois  renfermées  dans  un  même  plan  et 
chacune  d’elles  est  proportionnelle  au  sinus  de  l’angle  formé  par 
les  deux  autres. 

Le  triangle  ABD  donne  l’expression  analytique  de  la  résult.-mte  de 
deux  forces,  car  on  a 

AD*  = AB*  -f-  BD*— 2AB.BÜ  cos  ABD, 

ou  bien  en  remarquant  que  les  angles  supplémentaires  ABD  et  BAC 
ou  •*  ont  les  cosinus  égaux  et  de  signe  contraire, 

R*  = P*  -f-  Q*  2PQ  eos  «. 

Si  l'angle  o était  droit,  cette  valeur  se  réduirait  à P*  Q*. 

La  décomposition  d’une  force  R'  en  deux  autres  dirigées  suivant 
deux  droites  données  AB  et  AC  s’effectue  en  construisant  le  parallélo- 
gramme BACD.  La  valeur  des  composantes  résulte  aussi  de  la  propor- 
tion démontrée  au  N"  précédent,  savoir 

P:R'  = sin  DAC;  sin  BAC 
Q:R'  = sin  BAD  : sin  BAC 

d’où  l'on  lire 

...  si"  IL\C  , sin  BAD 

^ sinlLU:’  ^uBAC' 
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Si  l’angle  BAC  wl  droit  et  qu'on  représente  par  a l’angle  BAD, 
les  valeurs  précédentes  se  réduisent  à 

R'eoso,  R’sina. 

9.  Parullélipipède  des  forces.  — Si  trois  forces  P,  P',  P",  (fig.  12) 
représentées  par  les  droites  AB,  AC  et  AD  non  renfermées  dans  un 
même  plan,  agissent  sur  un  point  A,  on  trouvera  leur  résultante 
en  composant  d’abord  les  deux  forces  P et  P'  c'est-à-dire  en  les 
remplaçant  par  leur  résultante  Q représentée  par  la  diagonale  AE; 
puis  en  ehereliant  la  résultante  des  deux  forces  Q et  P"  ou  AE  et  AD, 
résultante  qui  est  la  diagonale  AF  du  parallélogramme  ADFE;  mais  AF 
est  visiblement  la  diagonale  du  parallélipipèdc  uonstruit  sur  AB  , 
AC  et  AD;  d’où  résulte  ce  théorème  plus  général  : la  résultante 
de  trois  forces  qui  agissent  sur  un  point  est  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  la  diagonale  du  paratlélipipède  construit 
sur  ces  forces. 

Ce  théorème  permet  de  décomposer  une  force  donnée  R en  trois 
autres  dirigées  suivant  trois  droites  données  passant  ]>ar  un  point 
situé  sur  la  direction  de  la  fonte;  il  suBit  pour  cela  de  construire 
le  parallélipipèdc  ayant  AF  pour  diagonale  et  les  trois  droites  in- 
définies, pour  arêtes  contiguës.  La  valeur  des  trois  composantes  prend 
une  forme  très  simple  lorsque  les  droites  données  sont  perpendicu- 
laires entre  elles  ou  lorsque  le  parallélipipèdc  est  rectangle;  en  repré- 
sentant para,  P,  7 les  angles  formés  par  ces  droites  avec  la  force, 
le  triangle  ADF  sera  évidemment  rectangle  en  D et  l’on  aura 

AD  = AF’ cos  DAF  ou  P"  = R cos  y; 

on  a de  même 

P = Rcosa,  P'  = Rcosj5. 

Une  propriété  connue  des  parallélipipèdcs  rectangles  donne  aussi  la 
relation 

Ri  = pi  -V-  P'i  -H  P'  î 

à laquelle  on  est  conduit  par  les  valeurs  précédentes  en  remarquant 
que  l’on  a 

p!  p'î  H-  P "i  = R*  (cos*a  -s-  cos*S  -t-  cos-y) 

et  que  les  trois  angles  «,  ^ et  y que  forme  une  même  droite  avec  un 
système  de  trois  droites  rectangulaires,  ont  toujours  entre  eux  la 
relation 

cos*a  -+-  cos*p  -V-  cos^y  = I . 
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10.  Itésiiltante  d’un  nombre  quelcontjue  de  forces  appliquées  en  un 
point.  — Ce  qui  préeède  suffil  pour  délermiiicr  géuiiiélriquemeiil  lu 
résultante  d’un  nuinbrc  ({ucleonquc  de  forces  P,  P’,  P",  P'"  etc. , ap- 
pliquées à un  point  dans  des  directions  quelconques;  pour  cela  on 
composera  d’abord  deux  forces  P et  P'  en  une  seule  Q ; on  composera 
ensuite  la  résultante  Q avec  une  troisième  force  P"  ce  qui  donnera 
une  nouvelle  résultante  Q'  que  l’on  composera  avec  une  quatrième 
force  P"'  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  à la  résultante  de  tout  le 
système.  En  eireetuant  ces  opérations  successives,  on  est  conduit  à une 
construction  fort  sim|dc  de  la  résultante  R;  car  si  l’on  remarque  que 

RO,  ÜF,  FU  (lig.  15)  sont  égaux  et  parallèles  à AC,  AE,  AG ou 

P',  P",  P’"....,  on  voit  que  pour  obtenir  la  résultante  AH,  il  faudra 
construire  le  polygone  gauche  ARÜFII  dans  leiiuel  un  des  côtés  AU  est 
une  des  forces  cl  les  antres  côtés  sont  égaux  et  parallèles  aux  autres 
forces  du  système;  le  côté  Ail  qui  ferme  le  polygone  représente  la 
résultante.  L’ordre  suivant  lequel  se  succèdent  ces  côtés  est  indifférent 
puisque  l’ordre  suivant  lequel  on  clfcclne  les  compositions  successives 
des  forces,  est  lui-niémc  arbitraire;  si  le  polygone  était  fermé  ou  si  le 
dernier  point  H tombait  en  A,  la  résultante  serait  nulle  et  il  y aurait 
équilibre. 

11.  Expression  analytique  de  cette  résultante,  — L’expression  de 

cette  résultante  pourrait  être  trouvée  en  fonction  des  composantes  et 
des  angles  qu’elles  forment  entre  elles;  mais  on  y arrive  d’une  ma- 
nière plus  simple  en  rapportant  toutes  les  forces  à trois  axes  recUngu- 
laires;  en  effet  si  a,  p,  y,  a,  (3',  •/,  p",  y"....  rejiréscntent  les 

angles  formés  par  les  forces  P,  P’,  P",....  (lig.  14)  avec  trois  axes 
rectangidaircs  fixes,  on  pourra  ( N“  !t  ) décomposer  chaque  force 

P,  P',  P'' en  trois  autres  (P  cos  a,  P cos  3,  P cos  y),  (P' cos  a', 

P'  cos  [3',  P' cos  y'),  (P''  cos  a" dirigées  suivant  les  trois  axes,  et 

en  faisant 

X = P cos  a -4-  P'  cos  Y = P cos  P P'  cos  P'  -4-  — , 

Z = P cos  y -4-  P'  cos  y'  -I 

tout  le  système  sera  remplacé  par  les  trois  forces  .X,  A',  Z;  si  donc  R 
est  la  résultante  et  a,  6,  c les  angles  qu’elle  forme  avec  les  axes, 
on  aura 

R*=X*-4- Y*-4-  Z*=(Pcosa-4-etc.)*-4-(Pcüsp  -4-  cte.)*-i-(Pcosy-4-elc.)*, 

Rcosn=  P cos  a -4-  P' cos  St' -4-  etc.,  Rcos/;=Pcos[3  -4-  P'cos^'-»-  etc., 

R cos  c = P cos  y -4-  P'  cos  y'  -4-  etc. 
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(l’où  l’on  lire 


P cos  « P’  cos  -t-  etc.  , P cos  S -»■  P'  cos  S'  -i-  etc. 

us(i= , cos6= n ’ 

P cos  V H-  P'  cos  •/  -f-  etc. 


R 


Ces  cqualions  dctcriiiincnt  rintcnsilc  de  In  rcsiiltanic  et  les  angles 
qu’elle  fait  avec  les  trois  n\es.  Il  est  visible  que  les  dilTcrents  termes 
qui  forment  les  valeurs  de  X,  Y,  Z sont  positifs  on  négatifs  selon  que 


les  angles  «,  jî,  y. 


sont  aigus  ou  iditns,  on  ce  ipii  revient  an 


même,  selon  que  ers  eomposantes  sont  dirigées  dans  le  sens  des 
axes  positifs  on  négatifs. 

Si  toutes  les  forces  étaient  renfermées  dans  un  même  plan , en  le 
prenant  pour  plan  des  XY,  les  eomposantes  parallèles  à l’axe  des  Z 
(lis|)aruitraicnt  évidemment  et  les  é<|nntions  précédentes  deviendraient 

R=j/.X*-t-Y-=^(Pcosa  -(-P'cosa'-+-ctc.)’-4-(Pcos|5-i-P'cuS|6'-i-etc.)’, 

P cos  a -f-  P'  cos  a'  -t-  etc.  , P cüs  â P'  cos  S’  -t-  etc. 

cosa— — , cos  6 = ! — ■ IJ  — — 

ou  plutôt,  en  observant  que  les  angles  (a.  S),  (a’,  6')....  (a,  h)  sont 
complémentaires  et  que  par  conséipicnt  les  cosinus  de  p,  p'...  b sont 
égaux  aux  sinus  de  a,  a , 


l\  = \/  (P  eos  a 
P cos  a -+ 


cos  a == 


h P'  cos  a’  etc.)* 

P'  cosa'  etc. 

— — > 

R 


(P  sin  a P'  sin  a'  -+-  etc.)’, 
Psin  a P' sin  a'  etc. 


sut  a : 


R 


On  peut  aussi  faire  dépendre  de  la  théorie  du  centre  des  mojennes 
distances  la  détermination  de  la  résultante  d’un  système  de  forces 
P,  P',  P"....  a|tpliquécs  en  un  même  point;  en  elfct  les  extrémités  de 
ces  forces  qui  font  avec  trois  axes  rectangulaires  desangles  a,  p,  y,  a'...., 
ont  pour  coordonnées  i’cosa,  PeosjS,  P cos  y,  P' cos  a'....;  en  dé- 
signant donc  par  x,  i/,  z les  coordonnées  du  centre  des  moyennes 
distances  de  leurs  extrémités  et  par  n le  nombre  de  force.s,  on  aura 
d’après  la  délinition  des  moyennes  distances, 

, P cos  p £ P cos  y 


£ P cos  a 

II 


Joignons  par  une  droite  le  rentre  des  movennes  distances  à l’ori- 
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xiiic;  iu*Ue  droilR  fera  avec  les  axes  des  angles  ayant  pmie  ensiniis 

ï I*  cos  » 

- , etc. 


|/  (ï  P C((s  a)*  (ï  P eos  (ï  P cos  •/)* 
et  elle  aura  pour  longueur 

-i-  tf  -t- Z*  = t^(-  (-  ‘*  T’)*  (“  P y)^  . 


En  comparant  ees  résnltaLs  à ce  qui  a été  dit  plus  liant  sur  la  résnl- 
lanlc  d’un  système  de  lorces  appliquées  h un  même  point,  on  est  con- 
duit à ce  théorème  : La  résiillatile  de  ii  forces  applieiuées  en  unmèine 
point  est  représentée  par  n fois  la  droite  qui  joint  le  point  commun 
d'application  au  centre  des  moyennes  distances  des  extrémités  de 
chacune  de  ces  forces. 

On  verra  plus  loin  (N”  33)  commeut  ce  théorème  se  généralise  lors- 
que les  forces  ne  sont  pas  appliquées  en  un  même  point. 

12.  Théorème  sur  les  forces  estimées  suivant  une  direction  donnée. 
— Si  l’on  décompose  une  force  en  deux  autres,  l’une  dirigée  suivant 
une  parallèle  à une  droite  donnée  et  l’autre  renfermée  dans  un 
plan  perpendiculaire,  la  première  composante,  qui  n’est  autre 
que  la  projeclion  orthogonale  de  la  force  sur  cette  droite,  est 
dite  force  estimée  suivant  la  direction  donnée',  et  l’autre  compo- 
sante, ipii  est  la  projection  de  la  force  sur  un  plan  periicndiculairc 
à la  droite,  est  dite  force  estimée  normalement  d la  droite.  En  re- 
présenlant  ilonc  par  a l’angle  formé  par  P avec  une  droite,  Pcosn 
sera  l’expression  de  P estimée  suivant  la  droite  et  Psin  a l’expression 
de  la  seconde  composante.  Il  résulte  de  là  que  dans  l’équation  du 
numéro  précédent,  savoir  : 


R cos  a = P cos  a -t-  P'  cos  st'  etc., 

le  premier  membre  représente  la  résultante  U estimée  suivant  l’axe 
des  X et  P cos  «,  P'cos  a'....  rejtrésentent  les  forecs  P,  P'  etc.  estimées 
suivant  le  même  axe.  Comme  cet  axe  est  pris  dans  une  direction 
arbitraire,  on  conclut  de  cette  équation  que  pour  un  système  de  forces 
appliquées  à un  point,  la  somme  des  composantes  estimées  suivant 
une  droite  quelconque  est  éyule  à la  résultante  estimée  suivant  la  même 
droite.  Il  est  visible  aussi  que  la  projeclion  de  la  iTsnlIante  H sur  le 
plan  YZ  est  aussi  la  résultante  de  tontes  les  forces  représentant  les  pro- 
jections des  forces  P,  P'....  de  l’espace  sur  ce  ])lan;  car  si  on  applique 
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I»  résulUinlc  U en  sens  inverse,  il  y aura  éqiiilil»rc  auloiir  du  point  ; 
si  ensuite  on  déemiipose  loules  les  forées  y compris  la  résultante  prise 
eu  sens  inverse , eu  deux  autres  les  unes  renfermées  dans  l’axe  des  X 
cl  les  autres  reufcrniées  dans  le  plan  YZ,  les  premières  se  feront 
équilibre,  puisque  la  composante  de  la  résultante  suivant  l’axe  sera 
la  même  que  précédemment,  mais  en  sens  inverse,  et  eu  suppri- 
mant ces  composantes  eu  équilibre  il  ne  restera  que  les  composantes 
renfermées  dans  le  plan  YZ,  qui  devront  doue  aussi  se  faire  équilibre 
entre  elles;  d’où  il  suit  ipic  la  composante  normale  de  la  résultante  R 
tiendra  lieu  des  composantes  normales  des  forces  1*,  P',  P"... 

15.  Théorème  sur  le  moment  d’une  résultante  par  rapport  à tin 
axe.  — Il  existe  entre  les  composantes  P,  P'....  et  la  résultante  R 
estimées  normalement  à un  axe,  une  relation  importante;  soit  CC’ 
(fig.  lîi)  cet  axe  et  P l’une  des  forces  appliquées  au  point  A et  faisant 
avec  CC’  ou  avec  une  parallèle  AX,  un  angle  PAX  désigné  par  a.  Si 
on  prend  pour  axes  coordonnés  la  droite  AX , la  perpendiculaire  AY 
sur  CC’  et  une  pcrpemlieulaire  AZ  sur  le  plan  XAY,  on  a d'après  ce 
((ii’on  vient  de  voir  et  en  conservant  aux  lettres  la  même  signilication 
que  plus  haut, 

Rcnsb  = Pcosp -t- P’cosj5’-4-ctc.,  Rcose  = Peosv  i-P’eosy'-+- etc..  (I) 

mais  ces  composantes  des  fonTs  R,  P,  P'....  suivant  les  axes  des  \ et 
des  Z peuvent  être  obtenues  d’une  autre  manière;  si  l’on  décompose 
P en  deux  forces  </  et  c/’  dirigées  l’iine  suivant  l’axe  des  X et  l’autre 
perpendiculaire  à cet  axe,  on  aura 

cy  = P cos  * , ry’  — P sin  « ; 

et  il  est  visible  que  /y’  renfermé  dans  le  plan  des  YZ,  pourra  être 
décomposé  en  deux  forces  suivant  les  axes  des  Y et  Z,  qui  ne  seront 
autres  (pic  Pcos^  cl  Pcos  y.  En  représentant  donc  par  e l'angle  ij'W 
que  forme  avec  l'axe  des  Y la  force  ({',  les  deux  composantes  de  (y' 
seront  ry'cos  f cl  ey'sin  £;  on  a par  conséquent 

P cos  fi  — fy'  cos  f , P cos  y = fj'  sin  e 
ou  en  remplaçant  cy'  jiar  sa  valeur  donnée  plus  haut, 

P cos  P — V sin  * cos  e,  P eus  y = P sin  a sin  £. 

Si  l’on  représente  par  e,e,  e"  les  quantités  analogues  à £ pour  R,  P’,  P’’..., 
la  seconde  des  deux  équations  (I)  devient 

R sin  a sin  e = P sin  ».  sin  £ -t-  P’  sin  »'  sin  £'  etc. 
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Pour  iiiltTi>iTlci'  güoiiu'triqiiuincnt  ccttc  relation,  multiplions  les 
deux  inemlircs  par  ÔA  = h et  remarquons  que  OH  étant  perpendi- 
enlaire  sur  r/',  est  égal  à b sin  il  vient  eu  désignant  01)  par  p et 
par  r,  ;/,  les  quantités  analogues  pour  H,  P',  P" , 

l'R  sin  tt  = pP  sin  a -i-  ;/P'  sin  a -t-  etc. 

P on  01)  est  la  plus  eonrte  distanee  de  l’axe  CC'  et  de  la  force  P;  car 
on  sait  que  si  par  l’une  des  droites  AP  un  fuit  passer  un  plan  PAX 
parallèle  à lu  seconde  CC,  la  jdiis  courte  distance  est  égale  à la  per- 
pendieulairc  OB  abaissée  d'un  ]>oint  O de  CC  sur  ce  plan.  On  appelle 
mimient  d'une  force  par  rapport  à un  axe  le  produit  de  ccttc  force 
estimée  normalement  à l’axe,  par  la  plus  courte  disUmee  de  la  force  à 
l’axe;  on  voit  donc  que  l’équation  précédente  conduit  à ce  tliéorèmc  : 
la  somme  des  moments  par  rapport  à un  axe  d'un  système  de  forces 
appliquées  à un  point  est  égale  au  moment  de  la  résultante  par  rap- 
port au  même  axe. 

H.  Théorème  sur  le  moment  d’une  résultante  par  rapport  à un 
point.  Signes  des  moments.  — Si  toutes  les  forces  étaient  renfermées 
dans  un  même  plan,  en  prenant  l’axe  CC  perpendiculaire  à ce  plan,  il 
est  évident  que  les  angles  a , x,  a'....  seraient  droits  et  l’équation  pré- 
cédente deviendrait 

Rr  = Pp  -t-  P'p’  -H  etc. 

dons  laquelle  r,  p , p’ seraient  évidemment  les  perpendiculaires 

abaissées  du  point  O (flg.  IC),  intersection  de  l’axe  et  du  plan  des 
forces,  sur  les  forces  R,  P,  P’....  Un  produit  de  la  forme  Pp  se  nomme 
moment  de  la  force  P par  rapport  au  point  O qui  prend  le  nom  de 
centre  des  moments;  on  voit  donc  que,  pour  des  forces  renfermées 
dans  un  même  plan  et  appliquées  à un  même  point,  le  moment  de 
la  résultante  par  rapport  à un  point  renfermé  dans  ce  plan,  est  égal 
(i  la  somme  des  moments  des  composantes. 

Il  suit  des  lieux  tbéorèmes  précédents,  1"  que  pour  des  forces 
appliquées  en  un  même  point  et  dirigées  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace,  la  somme  des  moments  par  rapport  à un  axe  est  égale 
à zéro,  quand  l’axe  des  inomenls  est  rencontré  par  la  résultante  et 
2"  que  pour  des  forces  renfermées  dans  un  même  plan  , la  somme  des 
moments  par  rapport  à un  point  est  nulle,  si  le  centre  des  moments 
est  placé  dans  la  direction  de  la  résultante,  car  dans  l’un  et  l’autre 
ais,  on  a r ==  0. 
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11  est  à remarquer  que  les  moments  des  forces,  dans  les  relations 
précédentes,  peuvent  être  positifs  ou  négatifs;  ce  qui  dépend  du  signe 
des  dilTércnls  termes  P cos  y,  P'  cos  •/....  de  l’équation 

R cos  c = P cos  y -t-  P'  cos  y’  ■+■  etc. 

dont  on  s’est  servi;  or  ces  termes  sont  positifs  ou  négatifs  selon  que 
les  composantes  P cos  y,  P'  cos  y'....  sont  dirigées  dans  le  sens  des  Z 
positifs  ou  dans  le  sens  des  Z négatifs;  c’est  donc  cette  circonstance 
qui  détermine  le  signe  du  moment  de  chaque  force.  On  peut  rendre 
l’observation  du  signe  très  facile  par  la  remarque  «pic  les  composantes 
positives  tendent  h faire  tourner  le  point  A autour  de  l’axe  CC'  dans 
un  sens,  tandis  que  les  composantes  négatives  tendent  à le  faire  tourner 
en  sens  contraire;  on  peut  donc  énoncer  le  principe  des  moments  de 
cette  manière  : Le  moment  de  la  résultante  d'un  système  par  rapport 
à un  axe  est  égal  à la  somme  arithmétigue  des  moments  des  forces 
gui  tendent  à faire  tourner  le  point  matériel  dans  un  sens,  moins 
la  somme  arithmétigue  des  moments  des  forces  gui  tendent  à faire 
tourner  en  sens  inverse. 

■15.  Eguilihre  de  forces  appliguées  en  un  même  point,  — Pour 
qu’il  y ait  équilibre  entre  les  forces  P,  P’,  P’’....  appliquées  .à  un  inéinc 
point,  il  faut  et  il  sullit  que  la  résultante  soit  nulle  ou  que  l’on  ail 

X*  -H  Y*  + Z*  = 0; 

Les  conditions  d’équilibre  entre  les  forces  sont  donc  données  par  les 
trois  équations 

.X  = 0,  Y = 0,  Z = 0 

ou  bien 

P cos  a P’  cos  a -H  etc.  =0,  P cos  P -i-  P'  cos  (i'  -t-  etc.  = 0, 

P cos  y -t-  P'  cos  y'  etc.  = 0. 

Si  les  forces  étaient  renfermées  dans  un  même  plan  (N“  15),  les 
conditions  d’équilibre  sc  réduiraient  aux  deux  suivantes 

P cos  a -f-  P'  cos  a'  -4-  etc.  = 0,  P sin  a P’  sin  a -t-  etc.  = I). 

Il  résulte  aussi  du  théorème  démontré  au  1 1 que  la  condition 
nécessaire  et  suilisantc  pour  l’équilibre  du  système  de  forces  appliquées 
en  un  point,  est  <pie  le  centre  des  moyennes  distances  des  extrémités 
de  toutes  les  forces  se  confonde  avec  le  point  unique  d’application. 
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UcsuUatUe  de  deux  forces  parallèles  agissant  dans  le  même  sens.  « Décomposition 
des  furces  parallèles.  Ré.suUante  de  deux  forces  parallèles  agissant  dans  des  sens 
differents.  — Couples.  — HcsuIlaïUe  d’un  système  de  forces  parallèles.  — Tlico- 
rcnic  sur  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  par  rapport  à un 
plan.  — Moment  de  la  rcsultnnlc  d’un  système  de  forces  parallèles  — Détermi- 
nation analytique  de  la  résultante  d’un  système  de  forces  parallèles.  — Equilibre 
de  forces  parallèles. 

16.  Itésullante  de  deux  forces  paru'tèles  agissant  dans  le  même 
sens.  — Considérons  dcu.v  forces  P et  P'  parallèles  et  agissant  sur 
deux  points  .\  et  A'  (lig.  17),  lies  entre  eux  d’une  manière  inva- 
riable par  une  droite  AA'  et  proposons-nous  de  trouver  leur  résul- 
tante; pour  cela  décomposons  la  force  P représentée  par  Aa  en  deux 
autres  Q et  q choisies  de  manière  que  l’une  des  composantes  q soit 
représentée  par  la  moitié  .40  de  AA'.  Si  on  fait  la  même  décomposition 
du  cête  de  P',  les  deux  forces  P et  P'  se  trouveront  remplacées  par  les 
quatre  forces  Q,  Q',  q et  q'  qui  se  réduisent  aux  deux  forcc.s  Q et  Q', 
puisque  les  composantes  qclq'sc  détruisent  comme  étant  égales,  directe- 
ment o]>posécs  et  appliquées  à deux  points  A et  A'  liés  invariablement 
entre  eux.  La  résulUinte  de  Q et  Q'  est  donc  aussi  la  résultante  cherchée 
de  P et  P'.  Prolongeons  les  droites  Ac  et  A'c'  jusqu’en  C et  transpor- 
tons-y les  points  d’a|iplication  des  forces  Q et  Q'.  Si  par  le  point  C on 
mène  des  parallèles  à P et  à A.V'  et  qu’on  y applique  suivant  CD  deux 
forces  égales  à P et  P',  chacune  d’elles  pourra  se  décomposer  comme  on 
l’a  fait  aux  points  A et  A'  en  deux  autres  Q et  q",  Q'  et  q’"  et  ces  quatre 
composantes  se  réduisent  à Q et  Q'  parce  que  q"  et  q‘"  se  détruisent. 
On  voit  donc  que  la  résultante  de  Q et  Q'  et  par  conséquent  celle  do 


Digitized  by  Google 


20 


CHAPITRE  II. 


P et  P'  est  une  foi’cc  R égale  à P -t-  P'  dirigée  suivant  la  parallèle  Cl). 
Pour  <jue  cette  résultante  soit  cniièrcnicnt  déterminée,  il  reste  encore 
à fixer  la  position  de  point  D;  remarquons  à cet  effet  «pie  les  triangles 
Aac  et  ADC  ainsi  que  A’a'e'  et  A'Cl)  sont  semblables  deux  à deux, 
et  l’on  a 

Aa  ; oc  = CD  : DA , aV  .•  A'a’  = A'D  : CD , 

d’où  l’on  tire,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  CD  et  oliser\anl  que 
ac  et  a'c'  sont  égaux  à la  moitié  de  AA', 

AD  : A'D  = A'a'  : Ao  = P'  : P. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  résultante  de  deux  forces  parallèles 
est  parallèle  aux  composantes,  est  égale  à leur  somme  et  divise  la 
droite  gui  joint  tes  points  d’application  en  parties  réciproguement 
proportionnelles  aux  deux  forces. 

Ce  théorème  peut  être  déduit  de  relui  qui  a été  démontré  sur  la 
composition  des  forces  qui  concourent  en  un  même  point;  il  suffit 
pour  ecla  de  remarquer  que  si  les  forces  P et  P'  concourent  sous  un 
angle  a,  la  résultante  sera  donnée  par  l’équation  (N“  8) 

= P*  -I-  P'*  -H  2 PP'  cos  a 

qui,  lorsque  les  forces  sont  parallèles  ou  lorsque  a est  nul,  devient 
RI  ==  p«  4-  P'*  + 2 PP'  ou  R = P P’. 

La  résultante  est  donc  égale  ù la  somme  des  composantes.  L’inclinaison 
■Z  de  la  résultante  sur  la  force  P'  est  donnée  par  l’équation 

P sin  a 


ejui  apprend  que  a est  nul  pour  n = 0,  d’où  l’on  conclut  que  la 
résultante  est  jiarallèle  aux  composantes.  Enfin  comme  le  point  I)  est 
situé  sur  la  résultante,  la  somme  des  moments  des  forces  P et  P'  par 
rapport  à ce  point,  est  nulle  (^i“  14);  on  doit  donc  avoir 

P.  Dd  + P'.  Dfl'  = 0 

ou  plutôt,  en  tenant  compte  des  signes  des  moments  (voir  N"  14), 

P.  Dd  = P'.  Dd'  d’où  P : P'  = Dd'  : Dd 
qui  devient  h cause  de  la  similitude  évidente  des  triangles  AD«f  et  A'Dd', 
P : P' = A'D  : AD 

qui  est  la  proportion  trouvée  plus  haut. 
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‘il 


Elle  peut  être  mise  sous  la  Corme 


ou  bien 


P : P'  : P + P'  = A l)  ; Al)  : A'Ü  -t  Al) 
P : P’  : R = A D ; AD  : AA' 


c’est-à-dire  que  dans  un  si/slime  composé  de  deux  forces  parallèles 
agissant  dans  le  même  sens  et  de  leur  résultante,  chaque  force  est 
proportionnelle  à la  partie  de  la  droite  AA'  comprise  entre  les  deux 
autres.  Il  est  à remarquer  que  celte  proportion  est  indépendante  de 
la  direction  commune  des  Curées,  de  sorte  que  la  position  du  point 
d’application  D de  la  résultante  resterait  la  meme  si  les  Corces  sans 
cesser  d’clrc  parallèles,  tournaient  autour  des  points  A cl  A'.  Ce  point 
prend  pour  ce  inoliC  le  nom  de  centre  des  deux  Corces  parallèles. 

17.  Décomposition  des  forces  parallèles,  Résultante  de  deux  forces 
parallèles  qui  agissent  dans  des  sens  différents.  — La  décomposition 
d’une  Corée  donnée  R en  deux  autres  P et  P'  parallèles  cl  appliquées 
en  deux  points  donnés  A et  A'  est  Cacilc  au  moyeu  de  la  proportion 
précédente;  cardes  proportions 


on  tire 


P : R = A D ; AA'  et  P'  : R ==  AD  : AA' 


P = R 


AI) 

\ÿ 


et 


qui  déterminent  les  deux  composantes.  Si  on  voulait  décomposer  R en 
deux  Corces  jiarallèles  dont  Tune  P fût  donnée  et  appli(|uéc  en  un 
point  A et  qu'on  demandât  le  ]mint  d’application  A'  de  la  seconde 
coniposante  P',  un  poserait  la  proportion 

P : P'  = A D : AD 


d’où  l’on  lire , en  remarquant  que  la  Corée  P'  est  égale  à R — P, 
,VD  = ,-^AI). 


Considérons  deux  Corces  parallèles  P,  P'  appliquées  aux  deux  points 
A,  B (fig.  18)  et  agissant  en  sens  contraire;  si  P est  la  plus  grande, 
on  pourra  décomposer  P en  deux  Corces  parallèles  p'  et  R de  manière 
i|ue  la  première  soit  apjiliquéc  au  point  R et  égale  il  P'.  D’après  ce  qui 
précède,  la  seconde  composante  R sera  donnée  par  les  deux  équations 

R = P-P'  et  AD  = j^,.\B=-^..AB, 
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cl  coininc  les  forces  P et  ;/  se  dclruiseul,  R sera  In  résultante  du 
système  ; on  voit  donc  que  la  rênultante  de  deux  forces  parallèles  et 
uyissaiit  en  sens  contraire  est  parallèle  aux  composantes,  agit  dans  le 
sens  de  la  plus  grande  des  deux  et  est  égale  à leur  différence.  Le 
point  d’application  de  cette  résultante  se  détermine  par  l’équation 


AD 


lepointest  donc  indépendant  de  la  direction  commune  des  forces  P cl  P’, 
comme  dans  le  cas  où  elles  agissent  dans  le  même  sens.  La  valeur 
de  AU  donne  lieu  à la  proportion 

P'  : P _ P'  = AD  : AB 

d’où  l’on  tire,  en  observant  que  R est  égal  à P — P', 

P':P:R  = AD:BD:AB, 

ce  qui  apprend  que  chacune  des  trois  forces  est  encore  proportionnelle 
à la  droite  gui  sépare  les  deux  autres,  coiniuc  dans  le  cas  où  les  forces 
P et  P'  agissaient  dans  le  même  sens. 

18.  Couples.  — Si  les  forces  P et  P'  étaient  égales  entre  elles, 
il  Tiendrait 

R = ü et  AD=i; 


on  voit  donc  que  la  résultante  est  alors  une  force  nulle  appliquée  à 
une  distance  infinie;  ce  résultat  symboliipie  indique  qu’un  semblable 
système  compose  de  deux  forces  égales,  parallèles  et  agissant  en  sens 
inverse  ne  peut  avoir  une  résultante,  c’est-à-dire,  qu’il  ne  peut  être 
remplacé  par  une  foiTC  unique;  et  en  effet  si  l’on  pouvait  admettre 
rcxistence  d’une  résultante  dirigée  suivant  une  certaine  droite, 
comme  on  pourrait,  à cause  de  la  symétrie  de  la  figure,  trouver  une 
autre  droite  placée  de  la  même  manière  que  la  première,  il  n’y 
aurait  pas  de  motif  pour  que  la  résultante  fut  plutôt  dirigée  suivant 
l’une  de  ces  droites  que  suivant  l’autre. 

Le  système  de  deux  forces  parallèles,  égales  et  agissant  en  sens 
inverse  se  noininc  couple. 

19.  nésultante  d'un  système  de  forces  parallèles.  — La  détermina- 
tion de  la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces  jiarallèlcs 

P,  P',  P",  P"' ajipliquées  à des  [loints  liés  invariablement  entre 

eux,  est  une  conséquence  de  ce  qu’on  tient  de  voir;  en  effet  on  peut 
trouver  la  résultante  des  deux  forces  P et  P’,  laquelle  est  égale  à leur 


k 
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somme  ou  à leur  différence  selon  qu’elles  sont  dirigées  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  opposé;  on  composera  ensuite  cette  résultante 
partielle  avec  la  force  P"  cl  la  nouvelle  résultante,  qui  est  aussi  celle 
de  P,  P'  et  P",  sera  encore  égale  à la  somme  ou  à la  différence  de  ses 
composantes.  Apres  avoir  étendu  cette  opération  à toutes  les  forces 
du  système , on  eonnaiira  de  grandeur  et  de  position  la  résultante 
finale.  Il  résulte  évidcininenl  de  ce  qu’on  vient  de  voir  que  la  résul- 
tante d’un  système  de  forces  parallèles  est  égale  à la  somme  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  dans  un  sens  moins  I.i  somme  des  forces 
qui  agissent  en  sens  inverse,  ou  plutôt  en  considérant  ces  dernières 
comme  négatives,  la  résiiltaiite  est  égale  ù la  somme  algébrique  des 
composatUes. 

La  position  du  point  d’application  O de  la  résultante  que  l'on 
détermine  imr  des  iqiérations  successives,  est  indépendante  de  la 
direction  des  forces;  car  on  n'a  pas  eu  égard  à cette  direction  dans 
les  constructions  qui  y ont  conduit;  c’est  pourquoi  on  lui  a donné 
le  nom  de  centre  des  forces  parallèles. 

20.  Théorème  sur  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces 
parallèles  par  rapport  à un  plan.  — La  rcclicrchc  du  centre  d’un 
système  de  forces  parallèles  est  facilitée  par  la  considération  des 
moments.  On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à un  plan, 
le  produit  de  la  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  son  point 
d’aiqilication  sur  ce  plan;  si  donc  P cl  P'  sont  des  forces  parallèles 
appliquées  aux  points  A et  B (fig.  19)  et  B/i,  Au  îles  pcrpeudieulaires 
abaissées  sur  le  plan  .MX,  P.  Aa  et  P'.  111/  sont  les  moments  de  P cl  P' 
par  rapport  au  plan  MX.  Il  existe  entre  les  moments  de  forces 
parallèles  et  le  moment  de  la  résultante  une  relation  très  simple; 
soit  R la  résultante  de  P et  P';  si  on  inultijilic  les  deux  membres 
de  l’équation 

R = P P' 

par  Aa,  il  vient 

R.  A«  ==  P.  .4(1  -H  P'.  Au  ; 
mais  on  a la  proportion 

R : P'  = AB  : AC  = W : Ce'  d’où  R.  Ce'  = P'.  Bù',- 
en  ajoutant  celle  é()uution  à la  précédente  membre  à membre,  il  vient 
R.  Cc  = P.  A(t  -t-  P',  üb 

ce  qui  apprend  que  le  moment  de  la  résultante  pur  rapport  au  plan 
)(X  est  égal  ù la  somme  des  moments  des  composantes. 
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Si  les  (leux  cimi|H)santes  ngissaient  en  sens  inverse,  on  ferait  usage 
de  l'équation  R = P — P'  et  on  trouverait  que  le  niunient  de  la 
résultante  est  égal  .à  la  dilTércnee  des  nioiiicnts  des  eoniposantcs. 

Si  le  plan  MN  passait  entre  les  points  A et  B,  de  manière  que 
les  perpendiculaires  Dh  et  A«  fussent  jilacées  des  deux  cotés  du 
]ilau  .MM,  en  suivant  la  inéme  marelic  que  plus  haut,  un  trou- 
verait jiour  le  cas  où  les  coiu|iosantes  sont  dirigées  dans  le  même 
sens,  que  le  moment  de  la  résullante  est  égal  à la  dilTérciice  des 
moments  des  eoinposantes  et  enfin  , le  plan  conservant  la  même 
position,  si  les  forces  P cl  P'  agissaient  en  sens  inverse,  le  niuiiient 
de  la  résultante  serait  égal  à la  somme  des  moments  des  rum|iosantes. 

On  peut  résumer  en  une  règle  générale  la  loi  que  suit  le  change- 
ment de  signes  des  inuiuents;  car  si  on  considère  les  forces  P,  P' 
comme  appliquées  aux  extrémités  des  droites  Aa  et  Bù  fixées  perpen- 
diculairement au  plan  M.N,  il  est  visible  que  dans  les  dilîérentes 
équations  ipii  précèdent,  les  moments  jiositifs  correspondront  aux  cas 
où  CCS  forces  lendeni  à renverser  le  plan  MN  de  gauche  à droite  et  les 
moments  négatifs  aux  cas  où  les  forces  tendent  à le  renverser  du  cùté 
opposé.  On  pourrait  donc  énoncer  le  théorème  des  moments  de  cette 
manière  : le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  purallides  par 
rapport  à un  plan  est  égal  éi  la  somme  des  moments  des  compo- 
santes, en  regardant  comme  positifs  les  moments  des  forces  gui 
tendent  à renverser  le  plan  du  côté  de  la  résultante,  et  comme 
négatifs  ceux  gui  tendent  à le  renverser  du  côté  opposé. 

Les  dilTérents  cas  peuvent  encore  être  renfermés  dans  une  même 
éqiiation  comme  il  suit  : représentons  par  x,  x',  r les  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  A,  B et  C sur  le  plan  MN;  l’équation  des 
inomcnts  deviendra 

Br  = Px  -+■  PV 

et  si  l’on  considère  x,  x',  r comme  des  coordonnées  ordinaires,  c’est-à- 
dire,  eoiiime  changeant  de  signe  lorsque  le  point  passe  d’un  cùté  à 
l’autre  du  plan  .MM,  et  si  l’on  prend  P et  P'  positifs  ou  négatifs  selon 
qu’elles  agissent  dans  un  sens  ou  ilaus  l’autre,  il  est  facile  de  s’assurer 
que  les  seuls  ehangcincnts  de  signe  des  forces  et  des  coordonnées 
suBiront  pour  rendre  l’équation  des  moments  applicable  à tous  les 
cas  possibles. 

21.  Moment  de  la  résultante  d'un  système  de  forces  parallèles.  — 
Le  théorème  des  moments  démontré  pour  deux  forces  peut  cire 
étendu  à un  nombre  quelconque  de  forces;  en  effet,  P,  P’,  P'',  P"'.... 
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étant  les  forces  parallèles,  xyz,  x^y'z' , x"y'^' les  coordonnées  de 

leurs  points  d’application , si  on  désigne  par  R'  la  résultante  de  P,  P', 
par  R"  la  résultante  de  R',  P"  ou  de  P,  P',  P",  par  R'"  la  résultante 
de  R",  P"’  ou  de  P,  P',  P",  P’"  etc.,  et  enfin  par  R la  résultante  de 

toutes  les  forces  et  par  abc,  a'b'e’,  a'h"c" les  coordonnées  des 

points  d’application  de  R,  R',  R" on  aura  cette  suite  d’égalités, 

R'  = P P', 

R'a'  = Px  P'x' , R7/  = Pv-+-  P 'y',  R’c'  = I'î  V z' , 

R"  = R'  -4-  P"  = P -E-  P'  P",  R"a"  = R'o'  -4-  P"x"  = Px  + 1>'x'm-  P"x  ', 
R'7)"  = etc.  R''c"  = etc. 

R"  = R"  P ” = P .4-  P'  -4-  P ' H-  P"', 

R"'a'"=R'Vi"-4- P"'r"'.=  Px-t-  PV-4- P"x"  -4- P'"i"',  R’"6"t=  etc.  R'"c"  = etc. 

et  enfin 

R = P -t-  P'  -4  P''  -4-  etc. 

Rn  ==  Px  -4-  P’x'  -4-  etc. 

\\f>  = Py  .4-  P'y'  -4-  etc. 

Rc  = Pi  -4-  P'î'  + etc. 

C’est-à-dire  que  la  résultante  est  égale  à la  somme  algébrique  des 
composantes  et  que  le  moment  de  la  résultante  par  rapport  à l’un  des 
trois  plans  coordonnés  est  égal  à la  somme  des  moments  des  compo- 
santes. 

22.  Détermination  analytique  de  la  résultante  d'un  système  de 
forces  parallèles.  — Ces  équations  fournissent  un  moyen  de  déter- 
miner immédiatement  le  point  d’application  de  la  résultante,  ou  le 
centre  des  forces  parallèles;  car  on  en  tire 

Px  -4-  P'x'  -4-  etc. 

" ^ ’P  -4-  P'  i etc.  ■ 

I Py  -4-  P'y’  -4-  etc. 

P -4-  P'  -4-  etc. 

Pi  -4-  P'i'  -4-  etc. 

^p'V  P^êicr'  ' 

Ces  valeurs  sont  remarquables  en  ce  qu'elles  ne  dépendent  ipie  de 
la  grandeur  des  forces  composantes  et  de  leurs  points  d’ap|)lication  et 
nullement  de  la  direction  commune  de  ces  forces,  de  sorte  que  si,  sans 
changer  les  intensités  et  les  points  d’application , 011  faisait  varier 
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leur  (liiTction  eiiiiiniiine , la  positiuii  <lii  point  d’applicalion  tic  la  iion- 
vrllc  l•c.sultantc  i-cslcrail  la  nicme , ainsi  qu’on  l’a  déjà  reconnu  (N“  1!)). 

Si  toutes  les  forces  avaient  leurs  points  d'a|iplieation  placés  dans  un 
niénie  plan,  en  jirenant  celui-ci  |)our  plan  des  XY,  tous  les  z seraient 
nuis  et  par  conséquent  r,  ce  qui  apprend  que  le  centre  des  forces 
parallèles  serait  liii-inéine  renfenné  tlans  ce  plan  et  les  deux  premières 
équations  siilliraicnt  pour  déterminer  la  position  du  rentre. 

Si  toutes  les  forces  parallèles  étaient  appliquées  à une  même  droite, 
une  seule  équation  sullirait  pour  déterminer  le  point  il’apidiration  de 
la  résultante,  car  en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  X,  les  y et 
les  Z seraient  nuis  et  par  conséquent  b et  c;  il  suflirait  donc  de  poser 

Px  -4-  P'x'  -4-  etc. 

P -4-  P'  -4-  etc. 


23.  Efjiiilibre  de  forces  parallèles.  — Proposons-nous  de  trouver 
les  conditions  d’éqiiililirc  d’nn  svstème  de  forces  P,  P',  P"....  parallèles 

et  ajipliqiiées  aux  points  xyz,  x*jz , x'y'z' liés  invariablement 

entre  eux.  .Si  l’on  détermine  la  résultante  IV  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  ilans  un  sens  et  la  résultante  H"  de  toutes  celles  qui  agissent 
en  sens  contraire,  il  est  visible  qu'il  faut  pour  l'équilibre  <iuc  ces  deux 
résultantes  partielles  soient  égales  et  directement  opposées.  La 
première  rundilion  exige  que  la  somme  des  forces  (pii  agissent  dans 
un  sens  soit  égale  à la  somme  des  forces  qui  agissent  du  cété  opposé, 
ou  plutôt  que  la  somme  totale  soit  nulle,  en  prenant  négativement 
les  forces  qui  agissent  en  sens  inverse  des  forces  positives;  e’cst-à-4lirc 
qu’on  doit  avoir 

P .4.  P'  P"  -4-  etc.  = 0. 


Pour  exprimer  la  seconde  condition,  supposons  les  plans  des  XZ  et 
des  YZ  parallèles  à la  direction  eomtnune  des  forces;  en  représentant 
par  {a'b’r')  les  coordonnées  du  point  d’a])plication  de  la  résultante 
partielle  R’  et  par  {a"b"c")  celles  de  lu  résultante  partielle  R’',  on  sait 
que  l’on  a 

, Px  -4-  etc.  , , P«  -4-  etc. 

« = .77—  , b = , 


P'x'  -4-  etc. 

îr  ’ 


V>J 


etc. 


R" 


et  pour  ipie  les  deux  forces  R'  et  R"  soient  direelcnient  o|iposées,  il 
faut  et  il  suRit  que  les  deux  points  d’application  soient  renfermés  dans 
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une  même  droile  panillèlc  il  l'axe  des  Z,  eo  nui  exige  que  «'  cl  b'  soient 
égiiux  à o"  et  b",  e’esl-ù-tlii'C  (lu'oii  doit  avoir 

Px  -t-  etc.  P'x'  -I-  etc.  1*1/  etc.  P'y'  -+-  etc. 

' ”ir  “ ir  ’ U'  ir 

et  en  observant  que  R'  et  R''  sont  égaux  cl  de  signe  contraire,  ces 
deux  équations  reviennent  à 

Px  -f-  l’V  -4-  etc.  ==  0 , Pÿ  -4-  P'y'  -4-  etc.  = 0. 

On  voit  que  pour  l’équilibre  de  forces  parallèles,  il  faut  que  la 
soiniuc  algébrique  de  toutes  les  forces  soit  nulle  ainsi  que  la  somme 
algébrique  des  mouients  par  rapport  aux  plans  des  XZ  et  des  YZ 
menés  parallèlement  à lu  direction  des  forces. 

Comme  ces  dernières  équations  n’ont  servi  qu’à  exprimer  que  les 
points  d’application  des  deux  résultantes  partielles  sont  renfermés 
dans  une  même  droite  parallèle  aux  forces,  il  est  visible  que  les 
plans  des  XZ  et  des  YZ  ne  doivent  pas  être  perpendiculaires  entre 
eux  cl  qu’il  sulTit  ipic  la  soinnic  des  moments  des  forces  soit  nulle 
par  rapport  à deux  plans  quelconques  parallèles  à la  direction  com- 
mune des  forces,  pourvu  que  ees  [dans  ne  soient  pas  parallèles 
entre  eux. 

Si  cette  dernière  condition  n’était  pas  satisfaite,  les  deux  résul- 
tantes partielles  R’  et  R"  ne  seraient  pus  directement  opposées  cl  le 
système  se  réduirait  à un  couple. 
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Moment  il'iin  couple.  — Tniii>rorma{jon  îles  couples.  ~ Composition  cldéeninpo- 
sition  des  couples  renfermés  dans  des  plans  parallèles.  — Composition  et  décora- 
positinn  des  couples  renfermés  dans  des  plans  quelconques.  — Théorème 
général  sur  la  eomposilinu  des  couples  Tétraèdre  des  couples.  — Composition 
el  décomposition  des  couples  dans  l'espace.  — Couple  résultant.  Condition 
d’équilibre  d’un  système  de  roupies.  — Théorèmes  sur  la  composition  d’un 
(roupie  et  d’une  force. 

24.  Moment  d'un  couple.  — Comme  les  roupies  duivciit  jouer  un 
rôle  important  dans  le  reste  de  la  statique,  nous  examinerons  les 
difTcrentcs  transformations  qu’on  peut  leur  faire  subir,  afin  d’en 
déduire  les  lois  de  leur  composition  et  les  conditions  de  leur  équilibre. 

Nous  avons  appelé  couple  le  système  de  deux  forces  parallèles 
(P,  — P)  égales  et  agissant  en  sens  inverse;  la  perpendiculaire  com- 
mune aux  deux  forces  ou  leur  plus  courte  distance  forme  son  ftro,s 
cl  le  produit  de  ce  bras  par  Tune  des  forces  se  nomme  le  moment 
du  couple.  Si,  sans  changer  le  bras,  on  applique  les  deux  forces  en 
.sens  inverse , le  moment  restera  le  môme , mais  les  deux  coujdcs 
seront  essentiellement  différents,  puisque  l’un  tend  visiblement  à 
faire  tourner  dans  un  sens  le  système  auquel  il  est  appliqué,  tandis 
que  l’autre  tend  à le  faire  tourner  en  sens  inverse.  II  importe 
done  de  distinguer  le  sens  dan.s  lequel  tujit  un  couple. 

25.  Transformation  des  couples.  — Un  coujilc  dont  les  deux  forces 
sont  représentées  par  deux  cétés  opposés  d’un  parallélogramme, 
peut  cire  remplacé  par  un  autre  couple  dont  les  forces  sont  repré- 
sentées par  les  deux  autres  ciUés  opposés  du  même  parallélogramme. 
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|ioui'vii  que  ce  dernier  couple  tende  à agir  dans  le  même  sens  que 
le  premier;  en  elTct  BA  et  DC  (fig.  20)  représentant  les  deux  forces 
égales  — P et  P , on  peut  appliquer  suivant  AD  et  BC  deux  forces 
Q et  — Q,  (jf  et  — q égales  doux  à deux  et  directement  opposées, 
représentées  les  unes  par  AD  et  les  autres  par  BC  cl  si  on  déter- 
mine les  résultantes  R'  et  R"  de  — P et  — Q d’une  part,  cl  de 
P et  q d'une  autre  part,  en  constriiisanl  les  parallélogrammes  Aaa'a 
et  Ccc'c  cvidemuicnt  égaux  à ABCD,  il  est  visible  que  le  couple  (P,  — P) 
sera  remplacé  par  les  quatre  forces  R'  et  R",  Q et  — q et  comme  les 
deux  j)rcraières  sont  visiblement  égales  et  direcleincnl  opposées,  on 
pourra  les  supprimer  et  le  couple  (P,  — P)  sera  remplacé  par  le 
couple  (Q,  — q)  ce  qui  vérifie  la  proposition  énoncée. 

11  résulte  de  celle  transformation  qu’un  couple  peut  être  remplacé 
par  un  autre  couple  quelconque  renfermé  dans  le  même  plan,  pourvu 
que  les  deux  moments  soient  égaux  et  qu’ils  agissent  tous  deux  dans 
le  même  sens;  car  si  (P,  — P)  est  le  couple,  donné  et  qu’on  prolonge 
les  directions  des  forces  jusqu’à  la  rencontre  de  deux  droites  parallèles 
quelconques  aà  et  cd  (fig.  21),  on  formera  un  parallélogramme  abdc 
dans  lequel  les  côtés  ca  et  bd  peuvent  représenter  les  forces  P et  — P; 
le  couple  peut  donc  être  remplacé  par  un  couiilc  formé  de  ab  cl  de 
que  nous  désignerons  par  (Q,  — Q)  ayant  CD  pour  bras  et  comme  on 
a visiblement 


oc.  AB  = a6.  CD  ou  P.  AB  = y.  CD, 

le  nouveau  couple  situé  d’une  manière  quelconque  dans  le  plan  du 
premier,  est  seulement  assujetti  à avoir  le  même  moment. 

Puisque  les  couples  renfermés  dans  le  même  plan  qui  ont  le  même 
moment  et  qui  agissent  dans  le  même  sens  sont  équivalents,  on  con- 
clut de  là  qu’un  couple  est  déterminé  par  son  moment,  par  son  plan 
et  par  le  sens  de  son  action. 

Un  couple  peut  aussi  être  remplacé  dans  son  plan  par  trois  forces 
représentées  par  les  trois  cêvtés  d’un  triangle  quelconque  dont  l'aire 
est  la  moitié  du  moment  du  coiqile,  pourvu  que  ces  trois  forces  ten- 
dent à faire  tourner  le  triangle  dans  le  même  sens  (lue  le  couple;  en 
effet  si  ABC  (fig.  22)  est  ce  triangle  et  P,  P',  P"  les  trois  forces,  en 
prenant  BE  égal  à AB  ou  P et  construisant  le  parallélogramme  BCFE, 
on  remplacera  les  trois  forces  P,  P',  P ' par  les  deux  forces  P"  ou  CA 
et  BF  qui  forment  un  couple  dont  le  moment  est  CA.  BD  é(|uivalenl 
au  double  de  l’aire  du  triangle. 
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Celle  pi’(i]iosiliuii  n’csl  qu’un  eas  |iiirlieulicr  tl’iiii  Ihéorènic  licau- 
eoup  plus  général  qu’un  peut  énoneer  de  celle  manière  : un  xij.stème  de 
forces  représentées  par  les  côtés  d’un  polygone  plan  et  tendant  toutes 
à faire  tourner  celui-ci  dans  le  niénie  sens,  est  éguimlent  à un  couple 
ayant  un  moment  égal  au  double  de  l’aire  du  polygone.  On  le  dé- 
inmilre  en  déeumposanl  le  polygone  en  Iriangles. 

II  suit  de  là  ipi’iin  couple  peut  être  Iransporlé  parloiil  où  l'on  veut 
dans  un  plan  parallèle  et  invarialdcinenl  allnclié  au  sien;  car  si  on  le 
Iransforinc  d’abord  en  un  syslème  triangulaire  P,  P',  P”  ou  ABC 
(lig.  tlâ),  que  l'un  construise  sur  ce  triangle  un  prisme  Iriaiiguluire 
quelconque  AB(i  A'H'C'  cl  que  dans  la  direction  de  cliaquc  arête 
latérale  on  applique  les  forces  égales  et  opposées  deux  à deux 
((Jet  — (J,  (J' et  (J',  Q"  et  — ()")  représentées  par  la  longueur  de 
ces  arêtes,  les  forces  tj"  et  — (J  formeront  un  couple  représenté  par 
les  cùlés  CC'  cl  .A'A  du  parallélogramme  ,\C'  ; ce  couple  peut  par 
conséquent  être  remplacé  par  un  autre  couple  dont  les  deux  forces 
seront  représentées  d'une  part  par  AC  qui  détruit  P”  et  par  C'A'  ou 
De  même  le  couple  ((J',  — (J  ')  peut  être  remplacé  par  deux  forces 
CB  et  B'C,  la  première  égale  et  opposée  à P'  cl  la  seconde  représentée 
|iar  B'C  ou  p'.  Kn  faisant  la  même  transformation  sur  le  couple 
((J,  — Q ) on  trouve  (]ue  les  forces  dirigées  suivant  les  .arê^s  parallèles 
dis|»araissenl  et  ipic  les  forces  triangulaii'es  P,  P',  P”  remplacées  par 
les  forces  p,  p',  p"  formant  un  triangle  A'B’C'  égal  au  premier  et  que 
par  conséquent  le.  couple  auquel  on  a .substitué  le  syslème  .\BC  peut 
être  remplacé  par  un  couple  de  même  moment  et  renfermé  dans  la 
buse  supérieure  du  prisme,  c’est-à-dire,  dans  un  jilan  parallèle 
quelconque. 

20.  Composition  et  décomposition  des  couples  renfermés  dans  des 
plans  purullèles.  — Ce  qui  précède  comluil  immédiatement  aux  lois 
de  la  composition  et  de  la  décum|iosilion  des  couples  renfermés  dans 
un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles.  .Stip|iosons  qu’ils  agissent 
tous  dans  le  même  sens,  et  représentons  par  M,  .M',  M"  etc.,  leurs 
moments.  On  pourra  les  transporter  dans  un  même  plan  et  faire  eu 
sorte  qu’ils  aient  tous  un  bras  égal  à p\  alors  les  forces  de  ces  couples 

■M  M'  yr  ....  , , 

seront  — , — , — et  .si  on  dispose  les  nouveaux  couidcs  de  manière 

/'  V V 

à ce  qu’ils  ayent  un  bras  commun  p,  il  est  visible  ipie  ees  diirércntcs 
forces  devront  s’ajouter  et  formeront  un  couple  résultant  ayant  |ioiir 


M .M'  M' 

bras  p et  iiour  forces  — i- 1 . 

PP  p 


le  mumciit  du  cou|dc 
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iTSultant  sera  iloiu'  ('gai  à M M'  -t-  M"  -4-  cto.  Si  qiiclijues-ims  des 


, . M M'  M' 

couples  composants  aaissaicnt  en  sens  inverse,  les  lorccs  — , — , — •••■ 

P P V 

n’agiraient  pas  toutes  dans  le  nicnie  sens  à rextréinité  du  levier  p 
cl  il  faudrait  retranelier  celles  qui  agiraient  en  sens  inveisie  et 
par  conséquent  dans  rexpression  du  couple  résultant,  les  nininenls 
de  ceux-ci  seront  négatifs,  c’est-à-dire  que  le  moment  du  couple 
résultant  est  égal  à la  somme  des  momeuts  des  couples  qui  agissent 
dans  un  sens,  iliminuéc  de  la  somme  des  moments  de  ceux  qui 
agissent  en  sens  inverse.  En  considérant  les  jiremiers  comme 
positifs  et  les  derniers  comme  négatifs,  on  pourra  énoncer  celte 
proposition  de  celle  manière  : le  couple  résultant  d'un  système  de 
couples  renfermés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles, 
est  parallèle  aux  couples  composants  et  a pour  moment  la  somme 
alyébritjue  de  leurs  moments. 

27.  Composition  et  décomposition  des  couples  renfermés  dans  des 
plans  (luelcoiujues Considérons  maintenant  deux  couples  renfer- 

més dans  deux  plans  non  parallèles;  on  peut  transporter  ces  eoujiles 
dans  leurs  plans  respectifs  de  manière  a leur  donner  un  liras  com- 
mun .\ll  (fig.  24)  placé  dans  l’intersection  de  leurs  plans  AK  et  AC. 
Ces  couples  sc  composent  des  forces  P et  — P,  P'  cl  — P'  représentées 
par  les  droites  .Ao  et  Ba',  Ah  et  Blé  perpendiculaires  aux  extrémités 
A et  B de  l’arête  d’intersection  AB.  Or,  si  on  détermine  lu  résultante 
Ac  ou  R'  des  deux  forces  Au  et  Ab  et  qu’on  fasse  de  même  iiour  les 
forces  Ba'  cl  B6',  les  deux  résultantes  partielles  Ac  et  Bc'  ou  R cl  R" 
seront  évidemment  égales  et  parallèles,  et  par  conséquent  formeront 
un  couple  qui  sera  le  couple  résultant  des  deux  couples  donnés. 

La  valeur  du  moment  du  couple  résultant  s’obtient  en  remarquant 
que  si  on  désigne  par  a l’angle  DAE  des  deux  plans,  par  L et  V les 
moments  des  deux  couples  composants  et  par  p le  bras  commun 


L 1/ 

AB,  les  valeurs  des  deux  forces  Aa  et  Ab  seront  -^el  — ; le  parallé- 

p p 

logramme  Aacb  donne  donc 


/L*  -H  1.'*^  2I.L'eosa 
cl  le  moment  M du  couple  (R',  R")  représenté  par  W'.p  sera 


.M  = |/Li -t-  I,'»  -H  2 LL'  eos  a. 
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La  jiosilion  du  jilaii  qui  coiiticiil  ce  couple  rcsulUint,  peut  cire 
lixée  au  mojcn  de  l’angle  c\a  qu’il  forme  avec  le  plan  AC  du 
couple  L et  la  valeur  de  cet  angle  s’obtient  en  remarquant  que 
dans  le  triangle  a\c  un  a 

UC  : Ac  = sin  «Ae  : sin  \ac, 


d'oi'i  l’on  tire,  attendu  que  les  angles  Aac  cl  aAh  ont  le  même  sinus, 

1/ 


sin  hAc  = sin  a = 
M 

P 


L' sin  a 


2 LL'  eos  1 


Il  résulte  de  la  pro|)ûrlion  précédente  qu’il  existe  cuire  les  trois  couples 
places  autour  du  bras  commun  AB  et  dont  l’un  est  le  couple  résultant 
des  deux  autres,  celte  relation  que  le  niomeul  de  chacun  d’eux  est 
proportionnel  au  sinus  deranglcfurmé  parle  plan  desdeux  autres.  Cette 
proiiorlion  analogue  à celle  (|ue  l'on  a trouvée  pour  les  simples  forces, 
sert  à décomposer  un  couple  donné  en  deux  autres  renfermés  dans 
deux  plans  donnés  AC  et  AK,  pourvu  que  l’inlcrseclion  de  ceux-ci  soit 
parallèle  nu  plan  du  couple  donne;  car  on  peut  par  l’intersection  AB  faire 
passer  un  jilan  parallèle  au  couple,  que  l’on  y transportera  de  manière 
à lui  donner  In  position  (R',  B")  et  en  désignant  comme  plus  haut,  jiar  a 
l'angle  DAE  des  deux  plans  et  par  p l’angle  D.AR'  formé  par  le  plan 
dn  couple  donné  avec  le  |)lun  AC,  la  proportion  que  l’on  vient  d’indi- 
quer entre  les  moments  des  trois  coiq)les  et  les  sinus  des  angles  que 
forment  leurs  plans,  conduit  aux  valeurs  suivantes  des  deux  couples 
composants  (P,  — P)»(P’5  — P')» 


sin  (o«  — P) 
sin  a 


>1 


sin  P 
sin  a. 


Si  l’angle  D.\E  que  forment  les  deux  plans  est  droit,  les  moinciils 
des  couples  composants  (P,  — P)  et  (P',  — P’)  deviennent 

M cos  P cl  M sin  p. 

Dans  les  formules  précédentes  nous  avons  désigne  par  a l’angle 
formé  par  les  plans  de  deux  couples;  mais  rien  n’indique  que  a est 
l’angle  aigu  ou  son  complément,  et  ce  n’est  qu’après  avoir  disposé 
les  couples  comme  on  l’a  fait  dans  la  ligure  21«,  que  toute  incertitude 
cesse  d’exister.  On  peut  sans  construire  la  figure,  fixer  la  nature  de 
l’angle  U en  remarquant  que  l’inclinaison  de  deux  plans  ayant  pour 
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mesure  l’angle  forme  par  deux  perpendiculaires élevees  sur  ces  plans, 
il  suflil  d'élever  res  perpendiculaires  sur  le  plan  de  chaque  couple, 
en  elioisissuut  1a  face  , de  manière  que  ces  deux  couples  paraissent 
tendre  à ])i'uduire  autour  d’elles  un  mouvement  de  rotation  dans  un 
même  sens  quand  ou  place  l’ueil  en  un  point  do  cette  perpendicu- 
laire. On  reconnaît  sans  peine  qu’alors  l’angle  formé  par  ces  deux 
perpendiculaires  |)rolongécs  indéliniiiienl , que  l’on  nunimc  axe  des 
rnuples,  n’est  autre  que  l’angle  a qu’il  convient  d’introduire  dans  nos 
formules. 

Ce  qui  précède  permet  de  dclerinincr  géométriquement  le  couple 
résultant  d’un  système  de  couples  I.,  L',  L",  I/",  etc.  renfermés  dans 
des  plans  quelconques;  à cet  cITct  on  composera  d’nhord  les  couples  L 
et  L'  comme  on  l’a  vu  au  commencement  de  ce  numéro  ; puis  on  com- 
posera le  couple  résultant  avec  L"  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on 
soit  arrivé  à un  couple  unique. 

28.  Théorème  général  sur  la  composition  des  couples.  Tétraèdre 
des  roupies.  — • On.  peut  déterminer  la  grandeur  et  la  position  du 
couple  résultant  sans  passer  par  toutes  ces  opérations  successives,  en 
SC  fondant  sur  le  théorème  suivant  : te  couple  résultant  de  trois 
roupies  dont  les  moments  sont  représentés  par  tes  aires  de  trois  /aces 
d'un  tétraèdre  est  représenté  par  Taire  de  la  quatrième  face  du  même 
tétraèdre,  pourvu  que  les  axes  des  couples  composants  soient  dirigés 
tous  trois  vers  l’intérieur  ou  tous  trois  vers  l'extérieur  du  tétraèdre, 
celui  du  couple  résultant  devant  être  dirigé  vers  l'extérieur  dans  le 
premier  cas  et  vers  l’intérieur  dans  le  second. 

En  effet  on  a vu  (N“  2.*i)  que  trois  forces  P,  P',  P''  représcnU'cs  par 
les  trois  côtés  du  triangle  ABC  (fig.  25)  tiennent  lieu  d’un  couple  dont 
le  moment  est  double  de  l’aire  de  ce  triangle.  Or  si  au  couple  trian- 
gtdairc  ABC  on  ajoute  des  forces  égales  et  opposées  deux  à deux 
Q et  — Q , Q'  et  ^Q',  Q"  cl  — Q"  représentées  [mr  les  arêtes  Bl),  CD, 
AD  il'uiie  pyramide  triangulaire  ABCD  ayant  ABC  pour  hase,  il  est 
visible  que  toutes  les  forces  de  la  figure,  y compris  celles  de  1a  base, 
pourront  se  décomposer  en  trois  groupes  Q',  P,  — Q d’une  part, 
Q,  P',  — Q",  d’autre  part,  et  enfin  Q'',  P",  — Q'  rcpiaiscntés  ebacun 
par  les  trois  côtés  des  triangles  qui  forment  les  trois  faces  latérales  du 
tétraèdre,  ce  qui  vérifie  la  proposition.  Il  est  h remarquer  qu’un  œil 
place  dans  l’intérieur  du  tétraèdre  verrait  le  couple  triangulaire  de  la 
base  tourner  de  droite  à gauche,  tandis  que  les  couples  latéraux  sem- 
bleraient tourner  de  gauche  à droite  ainsi  que  le  porte  l’énoncé. 

.5 
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:2!l.  CompoHition  et  tiénmposilion  des  amples  dans  l'espace.  — 
Ce  IliéortMiie  qui  est  pour  les  couples  ce  qu’est  pour  les  l'orees  le  théo- 
rème (lu  paralléli|)ipèdc  des  forces,  permet  <le  délermiiier  le  couple 
résiiltnnt  de  trois  roupies  donnés,  reiifermés  dans  trois  plans  donnes; 
car  ceux-ci  en  sc  cnupanl  forineront  huit  angles  Irièdres  parmi  lesquels 
on  choisira  celui  pour  lequel  les  trois  axes  des  couples  sont  dirigés 
tous  trois  vers  l’intérieur  ou  vers  rextérieur,  et  il  siiflira  de  déter- 
miner les  longueurs  des  trois  arêtes  de  manière  que  les  aires  des  trois 
triangles  qu'ils  forment  soient  égales  ii  la  moitié  des  immienls  L,  M 
et  N des  couples.  Or,  si  on  désigne  par  t,  m,  n les  angles  formés  par 
CCS  arêtes  prises  deux  à deux  et  par  x,  y,  z leurs  longueurs  ineonniies, 
on  aura  pour  conditions,  attendu  que  l’aire  d’un  triangle  sc  mesure 
jiar  la  moitié  du  |iroduil  de  deux  côtés  par  le  sinus  de  l’angle  compris, 

XI/  sin  « — N , XI  sin  m = >1 , i/i  sin  / = I. , 

qui  siidisenl  |iour  déterminer  les  valeurs  de  x,  y,  i.  I.e  triangle  formé 
par  les  extrémités  des  trois  arêtes  fera  eoiinailre  le  couple  résultant. 

Lorsque  les  trois  plans  des  couples  composaiiLs  forment  un  système 
de  plans  l'eelangulaires  .\0C,  .\OB  et  COB  (fig.  5!C),  il  existe  entre  le 
moment  du  couple  résultant  représenté  par  le  triangle  ACB  et  les 
nioments  des  trois  rou|des  runiposants  représentés  |iar  les  aires  des 
triangles  AOC,  BOC  et  AOB,  une  relation  très  simple;  chacun  de  ces 
derniei-s  forme  la  projection  orthogoualc  de  l’aire  ABC  sur  chacun 
des  trois  |dans,  de  sorte  que  si  on  désigne  par  W le  muinent  du  couple 
iTsultanl  ou  l’aire  du  triangle  ABC  et  par  a,  fi  et  7 les  angles  formés 
par  le  plan  .\BC  avec  chacun  des  trois  |daus  rectangulaires  ou  ce  qui 
revient  au  même,  les  angles  formés  par  l’axe  du  cou|dc  résultant  avec 
les  axes  des  couples  composants,  ipii  se  confondent  avec  les  axes  des 
.\,  des  Y et  des  Z,  les  moments  de  ceux-ci  seront  donnés  respective- 
ment par  (')  NV  cos  a,  NV  cos  ^ et  NV  cos  7. 

Il  suit  de  là  qu’un  couple  situé  dans  l’espace  peut  être  remplacé 
par  trois  couples  ri'iifermés  dans  trois  plans  rectangulaires,  car  on 
peut  toujours  mener  un  plan  parallèle  à celui  du  coui)lc  de  manière 


(’)  La  proposition  diml  on  fait  usage  ici  sc  üémoiilre  en  mnarquant  que  si  CH 
est  la  iiauloiir  ilu  Irianglo  ABC,  (U*  sera  aussi  la  hauteur  du  triangle  AOH  et  l’aire 

de  eelui-ei  sera  repri'-entée  par  ^ .\B.  01)  ou  ^ AB.  Cl),  cos  CDO,  e’esl-i-dirc, 

NV  cos  7. 
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il  l'orincr  un  Iriiingle  ARC  éijuivalenl  à la  moitié  de  son  moment  \V, 
et  rcin|dacer  jiar  eoiiséijiient  le  eouple  par  un  système  triangulaire 
AI!C,  le(|uel  à son  tour  est  décomposaldc  en  trois  couples  \V  eus  a, 
AV  eus  \V  cos  y. 

ün  voit  aussi  (|u'cn  désignant  ces  couples  composants  par  L,  M 
et  N,  on  aura 

. — ~ L M N 

\N  = |/I.* -1- M- -I- N*,  cosœ=  — , cosp=— , Cüsy=— , 

à cause  de  la  relation 

cos  *a  -4-  cos  -t-  cos  *y  = i . 

Ces  équations  serviront  à déterminer  le  couple  résultant  W et  son 
inclinaison  sur  les  trois  plans  rectangulaires,  lorsque  les  trois  cou- 
ples composants  L , M , N seront  donnés.  Il  est  à remarquer  cpic  les 
couples  composants  L , Al  et  N ont  les  signes  de  cos  a,  cos  15,  cos  y 
et  tendent  en  effet  à faire  tourner  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  suivant 
que  CCS  angles  sont  aigus  ou  obtus. 

30.  Couple  réstillant.  — Ce  qui  précède  |)ermet  de  trouver  la 
valeur  et  la  position  du  couple  résultant  d'un  système  de  couples 
donné;  ear  si  l’on  mène  trois  plans  coordonnés  rectangulaires  et  qu’on 
rapporte  les  |)ositions  des  couples  ii  ecs  plans,  on  pourra  décomposer 
cliaquc  couple  en  trois  autres  renfermés  dans  les  trois  plans  coordon- 
nés, et  les  réduire  tous  à trois  couples  L,  M,  N,  renfermés  dans  ces 

plans.  En  désignant  par  l’/i,  l’’//, les  moments  des  couples  donnés 

et  par  (a,  (5,  y),  {a,  [5’,  y') leurs  inclinaisons  sur  les  plans  coor- 

donnes, on  aura 

I,  -=  !’;)  cos  t -I-  P/»' cos  a'  etc. 

M = Vp  cos  5 -4-  P'yi'  cos  p'  -4-  etc. 

.N  = P^  cos  y -4-  P'/j'  cos  y'  -4-  etc. 

cl  si  Hr  est  le  couple  résultant  et  ) , p,  v,  les  angles  qui  y correspon- 
dent, il  viendra 

Rr  = .M‘  -4-  N* 

L .M  N 

cos  A = , COS  ft  = — , COS  > = — • 

Hc  Rr  Rr 

51.  CoinlitiotiH  il'êquililtre  d'un  siislème  de  couples.  — Les  eondi- 
lioiis  d’équilibre  d’un  système  de  couples  sont  faciles  à déduire  de  ce 
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qui  précède;  en  effet,  il  est  évident  qu’il  faut,  pour  l'équilibre  de 
deux  couples,  qu’ils  soient  renfermés  dans  un  iiiènie  plan,  qu’ils  nient 
le  même  moment  et  qu’ils  soient  de  signes  contraires,  puisqu’on  peut 
alors,  en  leur  donnant  le  même  bras  de  levier,  les  disposer  de  manière 
que  les  forces  se  détruisent  deux  à deux.  D’où  il  suit  que  pour  qu’il 
y ait  équilibre  dans  un  système  de  rioiiplcs  quelconque  , il  faut  que 
l’un  des  couples  soit  égal  et  directement  contraire  au  couple  résultant 
de  tous  les  autres  cl  par  conséquent,  que  les  trois  projections  d’un 
couple  quelconque  sur  trois  plans  rectangulaires  soient  égales  et  con- 
traires aux  trois  projections  de  ce  couple  résultant;  ou  [diitôt,  il  faut 
que  la  somme  algébrique  des  (irojcctions  de  ces  deux  coti|des  soit 
nulle  dans  chaque  plan  coordonné;  il  est  donc  nécessaire  pour  l'cqiii- 
libre  que  la  soininc  algébrique  des  projections  de  tous  les  couples  de 
l’aspacc  sur  trois  plans  rectangulaires,  soit  nulle,  c’est-à-dire,  qu’on 
doit  avoir 


P;j  cos  * -1-  P';)'  eus  a'  -r-  etc.  = 0 
P P cos  P -1-  P'p'  eos  P'  -I  etc.  — O 
P/j  cos  V -V-  P'p'  cos  ■/  -I-  etc.  — 0 

ou  bien 

L = 0,  M=0,  N = 0. 

Ce  résultat  est  d’ailleurs  confirmé  par  la  remarque  que,  pour  l’équi- 
libre, il  faut  que  le  couple  résultant  Rr  soit  nul,  ce  qui  conduit  à 
l’équation 

M*  -1-  N*  = O 


laquelle  se  décompose  dans  les  trois  qui  précèdent. 

52.  Théorèmes  sur  la  composition  d'un  roupie  et  d'une  force.  — • 
La  combinaison  d’un  couple  avec  une  force  donne  lieu  à plusieurs 
tliéorèmes  qui  seront  utiles  |iar  la  suite.  L’n  couple  et  une  force  P 
renfermés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  peuvent 
toujours  être  remplacés  par  une  force  unique  égale  et  parallèle  à P 
(lig.  27)  ; car  on  peut  toujours  transformer  le  couple  donné  eu  un  autre 
dont  les  forces  P'  et  P"  soient  égales  à P et  placer  celui-ci  de  manière 
que  l’iine  P'  des  deux  forces  détruise  P.  Dans  celle  position,  l’autre 
force  P"  du  couple  sera  la  résultante  du  système  qui  est  visiblemciit 
égal  et  parallèle  à P. 

Uéciproqucincnl  une  force  P"  aji|iliquée  eu  B peut  toujours  être 
remplacée  par  une  force  égale  et  parallèle  P,  appliquée  en  un  point 
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«luelconqui-  A lié  au  promipr,  et  par  uii  couple  égal  au  produit  de  P 
par  la  distance  de  P"  à P;  car  en  appliquant  en  A deux  forces  P et  P' 
opposées  cuire  elles,  parallèles  et  égales  a P",  le  système  pourra  être 
ronsidéré  coniinc  composé  d’une  force  unique  P égale  et  parallèle  à 
P"  et  d’un  couple  (P’,  P”). 

l’ti  eou])lc  (P,  — P)  et  une  force  Q non  renfermés  dans  des  plans 
parallèles,  peuvent  être  remplacés  d’une  infinité  de  manières  par 
deux  forces  non  renfermées  dans  un  même  jilan;  car  le  couple  peut 
être  transporté  |)arallèlcment  à lui-même,  de  manière  que  l’iinc  — P 
de  ses  forces  vienne  rencontrer  la  force  Q et  la  résultante  R des 
deux  foives  — P et  Q formera  avec  P le  système  des  deux  forces 
indiqué.  On  pourrait  même  assujettir  l'une  des  deux  forces  à passer 
par  un  point  donné  ; il  siiflirait  pour  cela  de  transporter  le  couple 
dans  un  plan  parallèle  passant  par  ce  point  et  d’y  dis[»oser  le  couple 
de  manière  (|uc  riiiie  des  forces  passât  par  le  point  donné  et  que 
l’autre  vint  couper  lu  force  donnée.  Ces  systèmes  en  nonilire  inlini 
de  deux  foriTs  R et  P qu’on  peut  substituer  au  couiilc  (P,  — P)  et 

Q » jouissent  d’une  propriété  curieuse  que  nous  déiuontrcruns  au 
.V  37. 

Réciproquement  deux  forces  P et  Q non  renfermées  dans  un  même 
plan  peuvent  être  remplacées  d’une  infinité  de  manières  par  nn  couple 
et  une  force  non  renfermée  dans  le  plan  de  rclui-ei  ; en  effet,  l’une 
des  deux  forces  Q peut  être  décomposée  en  deux  autres,  dont  l'une 
soit  égale  et  parallèle  à P et  forme  avec  celle-ci  un  couple.  La  seconde 
composante,  jointe  à ce  cou|ilc,  remplacera  donc  les  deux  forces  don- 
nées. On  vient  de  voir  que  ce  dernier  système  peut  être  remplacé 
d’une  infinitei  de  manières  par  deux  forces  non  renfermées  dans  un 
même  plan  et  que  l’une  des  deux  peut  être  assujettie  à passer  par  un 
point  donné.  Il  suit  de  là  qu’un  système  de  deux  forces  ))cut  être 
remjdacé  d’une  infinité  de  manières  par  d'autres  systèmes  équivalents 
de  deux  forces  et  que  l'une  des  deux  peut  être  assujettie  à passer  par 
un  point  donné. 

l'n  système  de  deux  forces  P et  P'  non  renfermées  dans  un  même 
plan  ne  peut  avoir  une  résultante;  en  effet,  si  R était  cette  résul- 
tante (lig.  28),  en  inlroiluisant  dans  le  système  un  axe  fixe  Aü,  l’effet 
de  celle  résultante  devrait  être  le  même  que  celui  des  deux  coin|io- 
santes;  or  cela  n’est  pas  possible,  car  si  on  mène  cet  axe  AD  de 
manière  qu’il  rencontre  P cl  P’  sans  rencontrer  R,  ce  qui  est  toujours 
possible  quanil  les  trois  forces  ne  sont  p.is  dans  un  même  plan,  1a 
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(brcp  H ne  sera  pas  détruite  par  la  rcsistanee  de  l’axe  et  produira  un 
certain  effet,  tandis  que  les  composantes  P et  P'  sont  détruites. 

Les  forces  quelconques  P et  P'  ne  peuvent  pas  non  plus  être  en 
cqiiililire,  à moins  qu’elles  ne  soient  toutes  deux  uullcs;  car  riiiie 
des  deux  devrait  être  égale  cl  ojiposéc  à l’autre. 

Il  suit  de  là  qu’un  sysicine  composé  d’une  force  et  d’un  couple  non 
rciifcniiés  dans  des  plans  parallèles  ne  saurait  avoir  une  résultante 
iiiii(|uu,  puisipi’il  peut  être  remplacé  par  deux  forces  non  situées 
dans  le  même  plan  et  que  ces  dernières  ne  sont  en  équilibre  que  si 
elles  .sont  toutes  deux  milles,  ce  qui  exige  que  la  force  uiii(|uc  et  le 
couple  soient  nuis  séparément  pour  que  l'équilibre  soit  possible. 

Eiiliu  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  trois  forces  non  renrermées 
deux  à deux  dans  un  même  plan  ne  sauraient  être  en  équilibre , à moins 
d’èire  toutes  trois  milles;  car  l’une  d'elles  devrait  être  égale  cl  opposée 
à la  résullantc  des  deux  autres  (N°  4.4“),  résultante  qui  n’exislc  pas 
puisque  ces  dernières  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
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(’omposition  «los  forcos  clans  IVspaoc.  Rrilurtinn  à une  forte  unique  et  à un  roupie. 
— Keprrsenlatioii  "éoinélriqiie  tic  celte  force  unique.  — Inclinaison  de  la  force 
unique  sur  Icc  couple,  roupie  principal.  Force  unique  principale.  — Comlilion 
pour  qu’il  y oit  une  résullaute.  Tliéori'iuc  sur  le  nionient  de  celle  rcsultanic.  — 
Autre  lliéorcme  sur  les  inonieuls.  .\xc  du  plus  j;roud  inomenl  passant  par  un 
point.  Axe  du  plus  petit  iiiomcnt  alisolu.  — Propriété  d’un  systi'ine  composé 
d’une  force  unique  cl  d’un  couple  ou  de  deu.x  forces  non  renfermées  dans  un 
même  plan.  — Composition  des  forces  renfermées  dans  un  tuéiue  plan.  — Con- 
ditions d’i-quililire  d’un  systcune  de  forces. 

.■jr!.  Composition  des  forces  dans  l'espace.  lièduetioH  à une  force 
uniipie  et  ri  un  couple.  — Cüiisidi'ron.s  un  systi'inc  de  forces  ap|di- 
qtiées  il  diiïéfents  jioints  liés  invm'inldeiiieiit  eiilre  eux;  il  résiille  de 
ce  i|ii‘cin  II  XII  n In  lin  du  52,  que  l’on  peul  traiisporler  toutes  les 
forces  en  un  inèiiie  |)oint,  en  inlrodiiisanl  aiiUint  de  cou|ilcs  qu'il  y 
a de  forces;  or  tonies  les  forces  apiiliqiiécs  en  un  inéinc  point,  ont 
une  résultante  uniipic  et  tous  les  couples  sont  aii.ssi  .susccplihies  d’un 
eoiqilc  résultant;  d’où  il  suit,  1"  i|u’un  système  de  forces  peut  en 
général  être  remplacé  par  une  force  unique  et  par  un  couple;  2"  que 
pour  qu’un  syslèine  soit  en  éqiiililtre,  il  faut  ipic  cette  force  unique 
et  ce  couple  soient  nuis  séparément  (fin  du  N"  52);  ô"  que  le  système 
ne  sera  pas  susceptifile  en  général  il’avoir  une  résullaute  uni(|ue,  à 
moins  que  le  couple  et  la  force  uiiitpie  ne  .soient  renfermés  dans  des 
plans  iiarallcles;  4“  qu’un  système  tic  forces  est  réductible  d’une  infinité 
tic  manières  à deux  forces  qui  en  général  ne  sc  reticonlrent  pas  (N“  52). 
Pour  trouver  l’expression  analytique  de  la  force  unique  cl  tlii  couple, 
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rapiiorlmis  les  forées  du  système  à trois  axes  rectangulaires.  Soit  M 
(fig.  20)  le  point  d’application  de  la  force  P,  x,  y,  z les  coordonnées 
de  ce  point,  et  «,  p,  ■/  les  angles  que  fait  la  foi-cc  P avec  les  trois  axes  ; 
les  trois  composantes  /),  p',  p' de  P sont  P cos  a,  P cos  Peosy; 
mais  la  force  p peut  être  transportée  parallèlement  à elle-nièmc  au 
point  n,  moyennant  un  couple  représenté  par  p X -Mil  ou  îP  cosse 
renfermé  dans  un  plan  parallèle  nu  plan  des  XZ  (commenccinent  du 
N”  ô2)  et  par  conséquent  dans  le  plan  inênic  des  .\Z.  Cette  même 
force  p appliquée  au  point  B peut  ensuite  être  transportée  parallèle- 
ment à elle-même  dans  l’axe  des  X on  au  point  A,  en  introduisant 
un  couple  exprimé  par  pBE  ou  y P cos  a et  renfermé  dans  le  plan 
dos  XY.  Si  l'on  transporte  de  la  même  manière  les  forces  p' et  p"  à 
l'origine  A , on  obtiendra  dans  ctiaquc  plan  coordonné  deux  couples 
l'cpréscntés  par  iPcos^  et  yPeosa  pour  .XY,  xPeosy  et  zPcosa 
jMiur  .XZ  et  t/Pcosy,  zPcosp  pour  YZ.  En  réunissant  ceux  qui  sont 
renfermés  dans  le  même  plan,  et  prenant  positivement  celui  <|ui  tend 
à faire  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  des  ,X  dans  le  sens  YZ,  autour 
de  l'axe  des  A’  dans  le  sens  Z.X,  autour  de  l’axe  des  Z dans  le  sens  XA', 
c’est-è-dire  ceux  qui  ont  pour  axes,  les  axes  positifs  des  X,  A',  Z,  et 
négativement  ceux  qui  agissent  en  sens  inverse,  tous  les  couples  se 
réduiront  à trois,  dont  les  moments  seront  j-Pcosp  — i/Pcosa, 
zP  eos  a — jP  eos  y , yP  cos  y — zP  cos  p. 

Tels  sont  les  moments  des  trois  couples  qu’il  faut  introduire  dans  les 
trois  plans  coordonnés,  lorsqu’on  transporte  la  force  P nu  scs  trois 
composantes  p,  p',  p"  du  jioiiit  M au  jioint  A parallèlement  îi  ellc- 
inéine. 

Observons  que,  d’après  ce  ipi’on  a vu  au  X°  15,  le  moment  de  la 
forée  P par  rapport  à l’axe  des  Z est  égal  à la  somme  des  moments  de 
p,p'et  p",  somme  qui  est  visiblement  iP eos  ^ — yPeosa.  On  rccon- 
nait  de  la  même  manière  que  les  moments  de  P jmr  rapport  aux  deux 
autres  axes  sont  zPcosa  — jPcosy  cl  i/Peosy  — zPcos^;  d’où  il 
suit  qu'««e  force  appliiiiiée  eii  un  point  quelconque  de  l'espace  peut 
être  remplacée  par  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  et  trois 
roupies  renfermés  dans  les  trois  plans  coordonnés,  les  forces  étant 
égales  aux  projections  de  la  force  de  l'espace  sur  les  axes;  et  les  mo- 
ments des  couples  étant  égaux  aux  moments  de  la  force  de  l’espace 
par  rapport  aux  trois  axes. 

Il  suit  de  là  que  si  par  un  point  quelconque  considéré  comme  lié 
au  reste  du  système,  on  mène  trois  axes  rectangulaires,  on  pourra 
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trniisportcr  toutes  les  forces  parallèlement  à elles-mêmes  en  ce  point 
et  si  l’on  représente  par  xyz , x'y'z',  etc.  les  coordonnées  des  points 

d'appliculion  des  forces  P,  P' et  par  «Sy,  les  angles  que 

celles-ci  forment  avec  les  axes,  toutes  les  forces  de  rcspace  seront 
remplacées  par  trois  forces  X,  Y,  Z renfermées  dans  les  trois  axes  et 
données  jwr  les  équations 

X = P cos  a -t-  P’cos  a'  -t-  etc.,  Y = P eos  p -4-  P' cos  jj'  -t-  etc., 

Z = P eos  y -i-  P' cos  y'  etc. 

et  par  trois  couples  L,  M et  X renfermés  dans  les  trois  plans  coordon- 
nés et  donnés  par 

N = xPeos  P — yPeos  « -t-  x'P'  cos  p’  — y'P'cos  a'  etc. 

L = i/Pcos  y — zPcos  p y'P'cos  y'  — r'P'cos  V -i-  etc. 

M = iP  cos  a — xP  cos  y z’P’  cos  a'  — x'P'  cos  y'  -r-  etc. 

Or  les  trois  forces  .\,  Y,  Z peuvent  être  remplacées  par  une  résul- 
tante H égale  à j/X’  -*-  Y*  -t-  Z*  faisant  uvee  les  trois  axes  des  angles 
a,  b et  c déterminés  par 

X . Y Z 

coso  = -,  cos6=— , cosc  = — ; 

d’un  autre  côté,  les  trois  couples  sont  épuivaicnts  à un  couple  unique 
W = j/l* 

et  formant  avec  les  plans  coordonnes  des  angles  t,  m cl  n donnés  par 

, L M N 

cos  / = — , cos  m = , cos  « i 

toutes  les  forces  seront  donc  remplacées  par  cette  force  unique  R cl  ce 
couple  W. 

D'après  ce  qu’on  vient  de  voir,  L,  M et  N représentent  évidemment 
les  sommes  des  moments  des  forces  par  rap|iort  aux  trois  axes. 

On  peut  conclure  des  résultats  précédents  que  la  farci'  uiiiifiie  à la- 
quelle est  réductible  un  système  de  farces  queleanques  en  nombre  n,  est 
éyale  à n fois  la  droite  menée  du  centre  des  moyennes  distances  des 
points  d'application  des  forces  au  centre  des  moyennes  distances  de 
leurs  extrémités  et  lui  est  parallèle.  Celte  proposition  se  démontre  eu 
suivant  une  marche  analogue  à celle  qui  a été  indiquée  à la  fin  du 
N"  1 1 . 

(i 
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Ô4.  Inclinaiaun  île  la  force  unique  .sur  le  couple.  Couple  principiil. 
— En  iTpri'sentmit  jnir  à r»n^le  fornié  par  1«  jilaii  du  runpic  W avrr 
la  force  R cl  en  oliscrsanl  que  cet  angle  est  eoniplémcnt  de  celui  que 
forme  la  force  avec  une  normale  an  plan,  on  irouvc 

si  II  (?=  eos  a co.s  I -i-  eos  b cos  m -t-  cos  c cos  n 

cl  (lar  conséquent , 

. , XL  H YM  4-  ZN 

sin  O = — . 

|/X*  ♦-  Y*  ^ Z*  /L»  -+-  M*  t N* 

Cüinnie  l’origine  des  coordonnées  est  arliilraire , le  système  d’un 
couple  et  il’une  force  nniipie  (lassanl  par  l’origine,  qu’on  sulisliluc  aux 
forces  données,  est  indéterminé;  mais  il  y en  a un  qui  est  unique  cl 
par  conséqiicnl  délemiiné,  c’est  celui  on  le  plan  du  couple  est  |>crpen- 
diculaire  A la  force.  Pour  le  trouver,  transportons  la  résultante  R ou 
hicn  ses  trois  composantes  X,  Y,  Z,  parallèlement  à elle-même  en  un 
point  ayant  pour  coordonuccs  x,,  i/„  z/,  il  faudra  pour  cela  introduire 
trois  couples  (*; 

Y:, - 7jj, , Zj,  — X*, . ^<J.  — 

qui  devront  être  joints  à L , M cl  X,  de  sorte  que  le  système  sera  ra- 
mené à une  force  unique  R ap|iliquée  en  x,  ÿ,  r,  cl  à trois  couples 

L 1 Yi,  — Zy,=  L',  M i Z.r,  — Xi,=  M’,  N i .\y,  — Yx,  = X'. 

Le  couple  résultant  de  L',  M',  N”  fait  avec  la  force  R un  angle  J donné 
par 

. , XL'  + YM'-v-Z.Y 

Sin  » =-■  --  z:: 

|/x*-i-  Y*  + Z*  i/L’*  I M * -V  X * 

Pour  que  cet  angle  soit  droit,  les  coordonnées  x, , s,  doivent  satis- 
faire à l’équation 

/X*  I Y*  -4  Z'^  |/Ï7^+ .M^  X^==  XL'  O YM'  a-  ZX 
qn’ou  peut  mettre  sous  la  forme 

(X.M'  — YL')*  (YX'  — ZM  )*  -I-  (ZI/  — XX')»  = 0 


(')  Si  In  force  It  était  traiKportéc  du  point  x,  y.  à l’origine,  les  trois  couples 
à introduire  seraient  d’après  ce  qu’on  a vu , Zy, — Yr,  etc.  Ici  la  force  est  trans- 
portée de  l’origine  au  point  x,  y.z,;  les  couples  doivent  donc  être  les  memes, 
mais  de  signes  contraire".. 
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Cl  qui  SC  décompose  en  trois 

XM'  — YL'  = 0 , YN  — ZM'  = 0 , ZI/  — XN  = 0 


dont  l’une  est  \isildemcnt  comprise  dans  les  deux  autres.  Elles  devicn 
nent  en  remplaçant  L',  .M'  et  X'  par  leur  valeur, 

X. M  -r  XZx,  — X*i,—  YL  — Y*z,  h-  YZ//,=  0 

Y. N  YXy,  — Y*x,  — Z.M  — Z*x,  -v  ZXz,  = 0 
ZL  + ZYz  — Z*y,  — XX  — \hj,  ^ XYx,=0. 


En  éliminant  x,  entre  la  1”  et  la  â"'',  puis  x,  entre  la  2“"'  et  la  3'"',  et 
)/,  entre  la  1"  et  la  2“"',  on  remplace  ces  trois  équations  par  les  trois 
suivantes 


i/,Z— s,Y  = L — X 


XL  H-  YM  + ZN 
X*1^Y*-^Z*‘’ 


xX— xZ  = M — Y 


XL -4- YM 


j:n 


x,Y  — */X  = N — Z 


XL  YM  ZN 
X*-4- Y‘^Z*  ■ 


Chacune  d’elles  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  comprise  dans  les  deux 
autres,  elles  se  réduisent  donc  à deux  qui  sont  les  équations  d’une 
ligne  droite  unique  contenant  tous  les  points  d’application  x,,  y,,  x,  de 
la  force,  c’csl-ii-dire , la  force  elle-même. 

Le  moment  du  couple  perpendiculaire  à celte  droite  est  représenté 
par 


(/L'*+.M*-t-N'*=  (/(L+ Yx  — Zÿ,)*-+-  (M  -+-  Zx  — Xx  )»-r-(N  -*-Xij—Yxf. 

En  tenant  compte  des  trois  équations  qui  précèdent,  celte  valeur  se 
réduit  à 

XL  -t-  YM  I ZN 
/X*  -4^  Y*  Vz^ 

Le  couple  qu’on  vient  de  déterminer  se  nomme  couple  principal  ou 
couple  central  et  la  force  unique  conjuguée  prend  le  nom  de  force 
unique  principale  ou  force  centrale.  L’inclinaison  du  couple  principal 
sur  les  plans  courducinés  est  connue  puisqu'il  est  perpendiculaire  sur 
la  droite  dont  on  vient  de  trouver  les  équations.  En  désignant  par 
X , (1,  V les  trois  angles,  on  trouve 

, X Y 

eos  A = — - ' — — , cos(i  = — , 

j/X» -4- Y» -4- Z*  i/X*-4-Y»+Z‘ 

Z 

co  s V = 1=  • 

l/.X*  + Y^  -4^  Z» 
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35.  Condition  pour  qii’ii  y ail  une  résultante.  Théorème  sur  le 
moment  de  celle  résultante.  — Ce  qu'on  vient  de  voir  fait  eouniiilrc  lu 
condition  pour  qu’un  système  de  forces  ait  une  résultante;  car  il 
est  nécessaire  et  il  sullit  ])our  cela  (N“  32)  que  la  force  et  le  couple 
soient  renfermés  dans  des  plans  parallèles,  ce  qui  exige  que  o soit  nul, 
c’est-à-dire,  qu’on  doit  avoir  (eoinmeneemeul  <lu  N"  34) 

.\L  YM  + ZN  = 0. 

On  voit  que  le  couple  principal  dont  on  vient  de  parler  doit  être  nul. 
Alors  la  force  perpendiculaire  existant  seule,  se  trouve  être  la  résul- 
tante du  système;  les  trois  équations  du  numéro  précédent  qui  de- 
viennent 

x,Y  — y\  = N , z \ — x7.  — M , y Z — s,  Y = L 

sont  donc  les  équations  de  cette  résultante. 

Il  est  à remarquer  que  la  condition 

XL  YM  ZN  = 0 

pour  l’existence  d’une  résultante  n’est  sufllsantc  que  si  X,  Y et  Z ne  sont 
pas  nuis;  car  dans  ce  cas  contraire,  des  six  choses  X , Y,  Z,  L,  M,  N, 
il  resterait  les  trois  couples  qui  seraient  réductibles  à un  couple 
(/l*  -t-  M*  -I-  N*.  Il  est  visible  d’ailleurs  (|u’alurs 

XL  4-  YM  ^ ZN 

sin  i ou  — 

l/\*  -f-  Y*  -t-  Z*  /L*  -t-  M‘  -V-  N* 

qui  doit  être  nui  pour  qu'il  y ait  une  résultante,  prend  1a  forme 

La  condition 

XL  -4-  YM  + ZN  = 0 

n’est  donc  suflisantc  que  si  .X  , Y’  et  Z ne  sont  pas  tous  trois  nuis. 

S’il  y a une  résultante,  ,X,  Y,  Z sont  scs  composantes;  or  on  a 
vu  (milieu  du  N“  33)  que  les  premiers  membres  des  trois  équa- 
tions de  la  résultante  sont  scs  moments  par  rapport  aux  trois  axes  et 
que  les  seconds  membres  L,  M,  N sont  les  sommes  des  moments  des  com- 
posantes |>ar  rapport  aux  mêmes  axes;  ces  équations  apprennent  donc 
que  lorsqu'un  système  de  forces  diriyées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace  a une  résultante  unique,  le  moment  de  cette  résultante 
par  rapport  à l'un  des  trois  axes  et  par  conséquent  pur  rapport  à 
une  droite  quelconque  est  éyal  ci  la  .somme  des  moments  des  compo- 
santes. 
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36.  /lu(res  théorèmes  sur  les  moments.  Axe  du  plus  grand  moment 
passant  par  un  point.  Axe  du  plus  petit  moment  absolu.  — Coiiiiiiis- 
sont  les  niomciils  l,  m,  n d’une  force  P par  rapport  à trois  axes  rce- 
tangnlaires , on  peut  trouver  le  moment  m de  la  meme  force  par 
rapport  à une  droite  quelconque  passant  par  l’origine  et  faisant  avec 
eux  des  angles  a,  b,  c;  car  si  x,  y,  z,  a,  p,  y fixent  le  point  d’appli- 
cation de  P et  sa  direction,  on  sait  que  l’on  a (N“  33) 

^ = P (y  cosy  — s eosp) 
m — P {z  cos  a — X cos  y) 

» = P (x  cos  jî  — y cos  «). 

D’un  autre  c(Ud,  on  démontre  en  analyse  géométrique  (analyse  appli- 
quée i'i  la  géométrie  par  Leroy,  N°  Ci)  que  lu  plus  courte  distance  de 
la  force  à la  droite  mentionnée  plus  haut  est  représentée  par 


, . I , / cos  « \ , , / cos  S \ 

(cosScosc — cosocosy)!  x z j -t- (cos  y cos  a — cosceosa)!  i/ z I 

\ COS'/  J ' cos  y / 


sin  & 


0 étant  l'angle  de  la  droite  et  de  la  force.  Le  moment  de  la  force  par 
rapport  à la  droite,  c’est-à-dire  Po  sin  0,  est  donc  donné  par 

M = P (y  cos  y — z eos  ^)  cos  a ■+■  P (j  cos  a — x cos  •/)  cos  b 
-t-  P (x  cos  P — y cos  a)  cos  c 

ce  qui  revient  à 

U = l cas  a -+■  m cos  6 n cos  c. 


Cette  équation  fait  connaître  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  moment 
de  la  force  P par  rapport  à la  droite,  lorsqu’on  fait  varier  les  angles 
a,  6,  c.  Si  l’on  demande  la  direction  de  la  droite  pour  laquelle  ce  mo- 
ment est  un  maximum,  il  faudra  considérer  u comme  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  a et  6,  après  qu’on  aura  éliminé  c au 
moyen  de  l’équation 

eos*a  -t-  cos*b  -t-  cos’c  = 1 . 


On  trouve  ainsi  pour  le  maximum  de  u , 

l , m 

CQsa=  . eos  b = 

y l*-i-  (//*  -4-  n* 

(i  = -t-  m*  -4-  /i”. 


cosc 


n 

l/l*-*-m'‘+H* 
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Il  suit  de  là  que  si  on  désigne  pnr  /,  m,  h,  m',  /"...  les  inunients 

]i!ir  rapport  aux  trois  axes,  des  forees  P,  P',  P" d’un  système  et  par 

U,  ti\  u'' ....  leurs  moments  par  rapport  à une  droite  passant  par  l'ori- 
gine, on  aura 

U = I cos  O -1-  III  eus  h -i-  n cos  c 
u'  = l' vos  a -t-  lit  vos  b -i  n'cosc 
m"  = etc. 

et  par  conséquent  pour  la  somme  U des  moments  des  forces  du  système 
par  rapport  à cette  droite,  L , M et  N étant  les  sommes  des  moments 
par  rapport  aux  axes, 

U = L cos  a M cos  6 X cos  c. 

On  trouvera  comme  plus  haut,  les  valeurs  de  u,  b,  c qui  rendent  U 
maximum.  Ces  valeurs  sont 

eosn=  — . cos/»  = cte.  ü = i/L* -t- M* .V7 

p/î7+lFTx* 

11  est  à remarquer  que  si  ou  réduit  toutes  les  forces  du  système  à une 
force  unique  passant  par  l’origine  et  à un  couple  (N“  53),  les  inclinai- 
sons du  couple  sur  les  plans  coordonnés  se  confondent  avec  les  incli- 
naisons sur  les  trois  axes,  de  la  droite  de  la  plus  grande  somme  de 
moments  et  que  cette  somme  est  égale  au  moment  du  couple.  Il  suit  de 
là  que  cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  du  eoiqde  et  que  par 
conséquent  pour  fixer  l’axe,droite  de  la  plus  grande  somme  de  moments 
))assant  par  un  point  donné,  il  sullit  de  remplacer  toutes  les  forces 
pnr  un  couple  et  par  une  force  passant  par  le  point  donné  et  d’ahaisser 
une  perpendiculaire  sur  le  plan  du  couple. 

En  second  lieu  si  dans  l’expression  de  U on  remplace  cos  a,  cos  6, 

cosc  par  , etc.,  c’est-à-dire,  si  on  prend  iiour  axe  des 

/X*  Y*  ^ Z- 

moments,  la  force  unique  passant  par  l’origine,  il  vient 
^ _ LX  + MY  + XZ 
|/X*  -4  Y*  -t-  7J  ’ 

on  voit  par  là  que  la  soiiiiiie  des  moineiils  des  forces  par  rapport  à 
/'une  des  forces  unùiues  auxquelles  le  sijslèoie  est  réductible,  est  égale 
au  moment  du  couple  princijial.  Comme  celui-ci  est  indé|iendant  de 
la  direction  des  axes  coordonnés,  sa  valeur  doit  être  invariahle,  bien 
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que  les  quiintités  .\ , Y,  Z,  L,  M,  N qui  y entrciil  eliiitijîfnt  «le  gran- 
deur avec  la  position  des  axes  eoordtiiimfs.  l.u  somme  des  momeuls 
des  l'nrres  d'un  s;/stème  jiar  ruiipurt  li  l'une,  des  forces  iinii/ues  uiix- 
(juelles  le.  système  est  réductible  est  donc  invariable.  On  sait  que 
toutes  ces  forces  sont  paralIÀdes  entre  elles. 

Comme  les  valeurs  de  L,  M,  N rlmiigent  avec  la  position  de  l'ori- 
gine, le  moment  minimum  ou  maximum  [/ 1,* -v- .M* -v- change  aussi 
avec  la  position  de  l’origine  par  laquelle  l'axe  des  moments  doit  passer. 
Proposons-nous  de  trouver  le  point  de  l’cspaec  où  iloit  se  trouver 
l'origine  pour  que  ce  moment  maximum  suit  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  possible,  ce  qui  fera  connaître  l’axe  du  plus  grand  moment 
absolu.  Si  on  transporte  les  axes  coordonnés  parallèlement  à eux- 
inènies  en  un  point  ayant  pour  eoonlonnées  x, , , r,,  les  couple 

L,  M,  N,  relatifs  à la  première  origine  deAieiulront  I.',  .M',  N'  avant 
pour  valeurs  (N"  Ô4) 

L'=L-4-Yc,  — Zy,,  M'=.M -*  Zx,  — X;,,  iV  = X -v- Xy,  — Yx  . 

La  (piestion  se  réduit  donc  à trouver  les  valeurs  de  x,,  y,,  r,  qui  ren- 
dent maximum  ou  minimum  la  quantité  |/L'*  -+-  .M'*  -hX’*.  La  théorie 
des  maxinia  ou  minima  conduit  aux  équations  de  condition 


(L  -t-  Yz,  — Zy,)  Y ~(.M  -t-  Zx  — Xs)X  = 0 
(X  -1-  -\y,  — Yx  ) X — (L  t-  Yz,  — Zy j Z ==^ü 


(.M  H-  Zj-,  — XzJ  Z — (X  -t-  Xy,  — Yx  ) Y = 0 

qui,  en  éliminant  de  chaque  éipintion  une  des  trois  coordonnées,  de- 
viennent 


Zy,-Yz,  = L 


XL  H YM  t ZX 


Ces  trois  équations  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  trouvées 
au  X"  ô4.  L’une  d'elles  est  comprise  dans  les  deux  autres;  la  position 
de  la  nouvelle  origine  n’est  donc  pas  déterminée  par  ces  équations  qui 
représentent  une  droite  renfermant  tous  les  points  par  lesquels  passe 
l’axe  qui  donne  un  maximum  un  un  minimum  absolu  ; elles  sont  donc 
les  équations  de  l’axe  lui-méme  «pii  se  confond  ainsi  avec  la  force 
uniipie  principale  du  X”  ô4.  La  valeur  du  moment  devient  alors 

LX  ^ MY  XZ 

l/.\ï”rŸï~Z^ 
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Ln  rAldil  dilTcrcnticI  apprend  que  celle  valeur  répond  à un  minimuni. 
Ce  mumeiil  minimum  se  confond  avec  le  couple  principal  du  N“  Ô4. 

37.  Propriété  d'un  syslhtw  composé  d’une  force  unique  et  d’un 
couple. — Comme  la  force  cl  le  couple  perpendiculaire  qu’on  sulisliluc 


à un  système  de  forces  sonl  uniques,  les  quantités 


LX  V MY  I-  NZ 
ÿ'\s  Y*  ^ Z* 


et 


j/,\*  Y*  -i-  Z*  sonl  in^urialllcs  pour  un  même  .sjslème,  tpielle  que 
soit  la  direction  des  axes  coordonnés;  le  jirodiiit  LX  MY  -i-  XZ 
est  donc  aussi  invarialile  pour  toute  direction  des  axes,  bien  que 
X,  Y,  Z,  L,  M et  .X  clian^cnl  de  valeur.  Il  suit  de  là  que  de  quelque 
manière  que  l’on  Iransforme  un  système  de  forces  en  un  couple  W cl 
une  force  unique  R,  le  produit  du  moincnl  du  couple  par  la  projec- 
tion de  la  force  sur  l’axe  du  couple,  est  une  (puintilé  invariable  ; car 


j/X*  -t-  Y*  -t-  Z*  sin  n est  celte  projection,  ^/L’  -t-  .M*  -i-  N*  est  le  mo- 
ment du  couple  et  il  résulte  de  la  valeur  de  sin  o’,  trouvée  au  commen- 
cement du  X"  34,  que  l’on  a 


j/L*  -t-  M‘  -4-  X*  \/\-  -P  Y»  Z*  sin  J =XL  + YM  + ZN 


dont  le  second  membre  est  invariable  comme  on  vient  de  le  xoir. 

On  conclut  aussi  de  là  que  tous  les  systèmes  de  deux  forces  auxquels 
est  réductible  un  système  donné  (.X®  32,  4")  forment  les  arêtes  o|)posécs 
de  létraèilres  équivalents;  en  clfet  il  résulte  de  la  propriété  qu’on  vient 
de  démontrer  que  si  AD  (fi?.  .30)  est  la  force  unique  et  AlKi  le  couple 
triangulaire  auxquels  le  système  est  réductible,  en  conslruisaul  le  té- 
traèdre DAIÎC,  son  volume  sera  eonslani,  puisque  la  projection  de  1a 
force  AI)  sur  l’axe  du  couple  n’csl  autre  chose  que  la  bauleiir  DD  du 
tétraèdre  et  que  le  |iroduit  invariable  de  l’aire  ABC  par  la  projection  DO 
représente  le  triple  du  volume.  Or,  si  on  détermine  d’une  part  lu 
résultante  AF  = R de  AD  et  de  CA  = AE  = P'  et  d’autre  part,  celle 
B1I  = R'  de  BC  et  de  AB  = BG  = P,  tout  le  système  se  trouvera  réduit 
aux  deux  forces  .\I’  cl  BII  et  il  est  visible  que  si  l’on  construit  le  té- 
traèdre ayant  ces  droites  pour  arêtes  opposées,  son  volume  sera  le 
même  que  celui  de  DABC,  puisqu’il  aura  pour  base  le  triangle  AHB 
équivalent  à ACR  comme  ayant  même  base  AB  et  des  hauteurs  égales 
et  qu’il  aura  pour  hauteur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  F sur 
le  plan  .\BC,  j)erpendiculaire  (pii  est  égale  à celle  qui  est  abaissée  du 
point  D,  puisque  DF  paralb'de  à .AE  l’est  aussi  au  plan  ABC. 

On  démontre  encore  très  facilement  le  Ibéorèinc  suivant  : un 
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système  de  deux  forces  peut  être  remplacé  par  une  force  unûiue  et  au 
couple,  triaiigulaire,  ta  force  étant  représentée  par  le  double  de  tu 
droite  gui  joint  les  milieux  des  distances  des  deux  points  d'applica- 
tion et  des  deux  extrémités  de  ces  forces  et  te  couple  trianijiduire  étant 
représenté  pur  lu  moitié  du  triangle  formé  par  deux  parallèles  à ces 
deux  distances  menées  par  un  même  point. 

ÔH.  Composition  de  forces  renfermées  dans  un  même  plan.  — 
Lorsque  toutes  les  forces  sont  retifennces  diiiis  un  inème  plan,  en 
prenant  eelui-ei  pour  plan  des  X,  Y,  les  angles  7,  7',  7"  seront  droits, 

les  coordonnées  z,  z',  z" seront  nullcs,  les  angles  a cl  p,  a et  p', 

cl  p”...  seront  coinpléiuentaires  deux  à deux  et  les  valeurs  de 
X,Y,  Z,  L,  M et  N deviendront 

X = P cos  a P'  eosa'  -+-  etc. 

Y = P sin  a P'  sina'  -4-  etc. 

Z = 0,  L = 0,  M = 0 

N = P (x  sina  — ÿ cos  a)  H-  P'  (x'sina'  — y'  cosa')  etc. 

Le  i‘ou]>lc  X qui  représente  la  soinnic  des  nioineuts  des  forces  par 
laqiport  à l’axe  des  Z,  représente  visiblcnieiit  ici  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à l’origine_ des  coordonnées.  La  condition  pour 
qu’il  y ail  une  résultante,  savoir  : 

LX  -(  MY  -4-  NZ  = 0 

est  satisfaite  |iar  ces  valeurs;  il  y a donc  une  résultante,  pourvu  que 
X cl  Y ne  soient  pas  nuis  (X"  3:i)  cl  les  équations  de  relie  résul- 
lanle  de\iennenl  (comincncement  du  X"  55) 

x,Y-ÿ,X==.X. 

5!1.  Conditions  d’éguilibre  d'un  système  de  forces.  — Pour  qu’il 
V ait  équililtre  dans  un  svstèinc  de  forme  iuvariaLIc,  il  faut  et  il  sullil 
que  la  force  unique  et  le  couple  soient  nuis  séparément  (fin  du 
.X“  52);  il  faut  donc  et  il  sullil  que  l’on  ail 

X»  -4-  Y*  -4-  Z»  = 0,  L*  ^ X*  = 0 , 

ce  qui  ne  j)cnt  avoir  lieu  à moins  que  l’on  n’ail  les  six  équations 
X = 0,  Y = 0,  Z = 0,  L = 0,  M = 0,  X = 0. 

Les  trois  premières  expriment  que  les  sommes  des  composantes  des 
forces  suivant  trois  axes  rectangulaires  .sont  nullcs  et  les  trois  dernières, 
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qiip  les  sommes  des  niomeiils  des  forces  par  rapport  à res  axes  sont  aussi 
milles.  Il  résulte  aussi  visiblement  du  tliéorèinc  énoncé  à la  fin  du 
N"  ôô,  qu’une  des  conditions  il’éipiilibre  du  système  de  forces  est 
que  les  centres  de  moyennes  distances  des  points  d'ap|ilication  des 
fon'cs  cl  de  leurs  extrémités  se  confondent. 

(Jnand  toutes  les  forces  sont  renfermées  dans  le  plan  des  .\,  Y, 
comme  Z,  I,  et  M sont  nuis  d’eux-nièmes,  il  siillit  iiotir  s'assurer  de 
l’éipiilibre,  de  vérifier  les  trois  équations  de  condition 

X = 0,  Y=-0,  X = 0, 

c’est-à-dire,  que  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  qu’un 
système  de  forces  renfermées  dans  un  meme  plan  soit  en  équilibre, 
sont  1°  que  la  somme  des  coniposnntes  suivant  deux  axes  rerlaiij^u- 
laires  soit  nulle,  et  2“  que  la  somme  des  moments  des  forces  par 
rapport  à un  point  queleonque  du  |ilan  suit  nulle. 
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Cuiiipo.iilioii  cl  éi|iiilil>rc  île  forces  apijllqiiées  à un  (toiiit  ou  ù uu  sysliiiie  de 
points  liés  entre  eut  d'une  ninnièrc  invariable,  lorsque  le  point  ou  le  système 
de  points  n’est  pas  entièrement  libre.  Pression  que  su))porlcnl  les  points,  les 
surfaces  ou  les  axes  fixes.  Indétermination  de  ces  pressions  c|uand  le  nombre  de 
points  d'appui  est  supérieur  ù trois. 


40.  Cüinpuaantes  d'une,  force,  appliiiuèe  à un  point  c/tii  ne  peut 
(pie  (jlixaer  sur  une  surface.  — Supposons  le  point  materiel  nii(|iicl 
est  appliqué  une  forée  U,  astreint  à ilciueurer  sur  une  surface  donnée, 
.^i  l’on  décompose  la  force  II  en  deux  autres,  l’une  dirigée  suivant  la 
normale  à la  surface  cl  l’autre  renfermée  dans  le  plan  tangent,  il  est 
évident  ((lie  la  [ireniièrc  eouipusanle  sera  détruite  par  la  nisistancc  de 
la  surface  et  mesttrera  la  pression  qu’elle  supporte.  La  seconde  com- 
posanle  fera  glisser  le  [loint  sur  la  surface.  Proposons-nous  d’éva- 
luer ces  deux  eomposantes  et  de  lixer  leur  direction.  .Soit 

F = 0 


l’équalion  de  la  surface;  une  normale  en  un  point  x,y,z  fait  avec 
trois  axe.s  reetangitlaires  des  angles  f,  <j , h tels  que  l’on  a 


cosf= 

V©' 


'!L 

dx 


/dF\*  /(/F\‘ 


dF  (/F 

dx  d'j 

= ±V>  = 


dV 
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en  prcnîint  les  signes  plus  pour  eoUe  nonniile  prolongée  dans  un 
sens  cl  le  signe  moins  pour  lu  inènie  norniale  |iridongêe  dans  riuilrc 
sens.  Si  doue  on  rcpréscnle  par  o,  b,  r,  > les  angles  que  fait  lu 
foree  R avec  les  axes  positifs  et  avec  la  normale  à la  surface,  on 
aura,  en  désignant  par  X,  Y,  Z les  trois  eoiuposantes  de  R, 

X Z 

R = (/X* Y* -t- Z*,  eos«=^,  cosf»  = — , cosc  = - , 

K U il 


cos  > = cos  a cos  f -H  cos  h cos  g -r-  cos  c cos  h = 


,.</F  dF  ,f/F 

X-j — t-  ^ "F 

dx  (11/  (Iz 

±irv 


I.a  composante  normale  est  donc  exprimée  par 


R cos  X = 


dF  dF  , dF 

±V 


et  il  vient  pour  la  seconde  composante, 


R sin)=Rj/ 1 — eos*).= 


« 

l-l 

Pour  avoir  les  angles  J,  i',  ■>'"  que  fait  cette  seconde  composante  avec 
les  axes,  angles  qui  fixent  lu  direction  suivant  laquelle  le  point  tend  à 
glisser  sur  la  surface,  remarquons  que  si  l’on  décompose  la  compo- 
sante normale  R cos  X et  cette  dernière  R sin  X suivant  les  trois  axes, 
on  doit  retrouver  des  forces  équivalentes  aux  composantes  X,  Y,  Zdc  R ; 
ou  doit  donc  avoir 


d’où 


,\  — R cosX.cos  f -4-  R sinX.cos^ , 


V <IV  dF  dF 
,\  ' dx  dy  ^ " (h  dF 

ïi  ~RY*  dï 


eos  0 = 


sin  X 


1 

1 </'/  '/x 

)3zi 

(!lz 

'f 

\ dF 
Jdz 

dF  'dF\* 

"V  ('5-' s) 

('■S-S 

R 
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On  trouvera  «le  tncnic 


41.  Equilibre  d’un  poitil  matériel  sur  une  surface.  — Pour  que  le 
point  matériel  soit  ep  é(|uilihre,  il  l'aiit  cl  il  sullit  ipic  In  coinpusante 
tangcnlielle  R sin  ï du  numéro  précédent  soit  iiidle,  puisque  lu  eoinpo- 
snnte  normnie  est  détruite  par  la  résistance  de  la  surface  et  que  l’autre 
composante  détermine  un  glissement  si  elle  n’est  pas  nultc  î ««j^loit 
donc  avoir 


équation  (pii  exige  que  l’on  ait  séparément 


Ces  é([uatiuns  de  condilion  sullisent  pour  assurer  l’e-cpiililire  si  le 
point  matériel  ne  |)ciit  pas  quitter  la  surface;  mais,  s’il  est  sciilemeul 
astreint  à glisser  sur  l’une  ou  l’autre  face,  il  faudra  s’assurer  par 
l’inspection  du  signe  de  cos  3,  ([iic  la  force  R comprime  le  point  contre 
la  surface  cl  ne  tend  pas  à l’en  dclaclicr. 

Il  est  à reniarijuer  (pie  l’une  des  trois  équations  est  renfermée  dans 
les  deux  autres;  car  en  éliminant  X entre  les  deux  prcmii’res,  on 
trouve  la  troisième.  Les  conditions  d’équilibre  se  réduisent  donc  l’i 
deux  de  ees  trois  équations. 

La  composante  normale  Rcosl  détruite  par  la  résistance  de  la  sur- 
face, est  lu  mesure  de  cette  résistance  à laquelle  on  donne  le  nom  de 
près  si  071. 

Il  pourrait  se  faire  ipie  le  point  matériel  ne  fut  pas  en  cipiilibrc  en 
un  point  donné  (x,  >j , z]  cl  ((u’il  le  fut  en  nu  autre  point,  en  y traiis- 
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poi'liiiil  la  force  parallèleiiu'iil  à cllc-mèiiie.  On  jieiil  se  pro|i(tscr 
«le  (lélenniiier  le  poinl  (j-,  y,  i)  «le  la  siirfiure  on  il  y aura  «-«piililtre  ; il 
snflit  p«nir  cela  de  p«)ser  «leiiK  des  trois  «■«piations  pircédentes  en  y 
ajonlaiit  la  relation  F = 0 et  d’en  tirer  les  \alcnrs  de  x,  y,  z.  On  re- 
eüiinnil  «pic  le  poinl  ainsi  trouvé  est  celui  où  la  f«)rcc  U est  n«)rniale  «> 
la  surface. 

4Ü.  Composantes  d'une  force  appliquée  à un  poinl  yin  ne  peut 
ijiie  ijlisser  sur  une  courbe.  — Considérons  maintenant  un  poinl 
matériel  asireini  à rester  sur  une  ligne  courbe;  en  décomposant  la 
f«)r«’c  U en  «leux  f«)re«-s  l’iiuc  dirigée  sui\ant  la  tangente  et  l’anlre 
renfermi'e  dans  le  plan  normal,  cette  see«>nile  eomp«isante  sera  dé- 
truite par  la  résistance  de  la  courbe  et  mesurera  la  pn'ssion  «(u’ellc 
«“prouve.  La  première  c«>m[i«)sante  seule  fera  glisser  le  p«iint;  or  si  l’on 
représente  par  _u  l’angle  formé  par  1a  f«irce  avec  la  tangente  à la 
c«nirbe  et  si  l’on  rcmanpie  «pie  les  «“osiiins  des  angles  que  f«irme  la 
dx  dy  dz 


tangenic  avec  les  axes  sont  -r-, 
_ ds 


, et  -7-  , il  vient 
Ils  (I.S 


dx  du  dz  \dx  -i-  ^dii 

eos  fl  = cos  « -r-  -t-  cos  b-f-  -i-  cos  c -r-  = — 
ds  ds  ds 


■/.dz 


Kds 


La  «'umposante  suivant  la  tangente  est  «loue 

O V V 

U cos  a = -I-  4 -p  •»-  /.  -p  . 

ds  ds  ds 


La  eomposaiile  normale  e>l 


Cette  «lcrnière  transformée  s’obtient  en  réduisant  au  «lénominaleiir 
commun  ds*  les  premiers  t«“rmcs  plaeés  sous  le  radical  et  en  reinpla- 
canl  ds*  par  sa  \alciir  dx*  -t-  dy*  -i-  dz*. 

On  déterminera  comme  au  N"  40  l«“s  angles  «pie  fait  cette  compo- 
sante normale  avec  les  axes  et  par  consiâpieiil  la  direction  de  la 
pri'ssion. 

4ô.  Equ'dibre  d'un  poinl  sur  une  courbe.  — Pour  «[ii'il  y ail 
équilibre,  il  faut  et  il  sullil  «pie  la  eomposanlc  dans  le  sens  de  la  lan- 
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gentc  soit  mille,  |iiiisqiic  rniitre  cumiiosnnle  est  «létruilc  dans  tons  les 
cas  par  la  résistance  de  la  courbe  ; on  a donc  pour  condition  d’équi- 
libre, 


0. 


Celle-ci  jointe  aux  deux  é(|ualions  de  la  courbe,  peut  aussi  servir  à 
déterminer  le  lieu  de  la  courbe  où  le  point  serait  en  équilibre  ; il 
suffit  de  tirer  de  ces  trois  équations  les  valeurs  de  x,  ij  et  z. 

■44.  K(iuilibre  il'ini  sysièiiie  rujiile  uyaul  un  }iulnl  fixe.  Pression 
sur  ee  point.  — Concevons  un  système  ri{»ide  n’uvmit  i|ue  la  liberté  de 
tourner  autour  d’un  point  (ixe;  en  menant  par  ce  point  trois  axes 
rectangulaires  et  remplaçant  comme  on  l’a  vu  au,  N"  35,  tout  le 
système  par  trois  forces  X,  Y,  Z et  trois  couples  L,  M,  X,  il  est 
clair  que  les  trois  forces  .X,  Y,  Z seront  détruites  par  la  résistance 
du  point  lixe  ; les  six  équations  d’équilibre  se  réduiront  donc  aux 
trois  suivantes 


L=0,  JI  = 0,  X = 0 

qui  sont  par  conséquent  les  conditions  d’équilibre  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  X,  Y,  Z.  Les  forces  .X,  Y,  Z déterminent  sur  ee  point  une 

jircssion  R qui  est  représentée  par  j/X*  -h  Y*  -f-  Z-  et  dont  la  iliree- 
tion  est  donnée  par 

X , Y Z 

coso  = -,  e05b=-,  eose  = ~. 

43.  Pe/uilibre  d'un  système  rigide  traversé  par  un  axe  fixe.  Pres- 
sions supportées  par  cet  axe.  — Si  le  corps  était  traversé  par  un  axe 
fixe,  en  prenant  celui-ci  pour  axe  des  Z,  il  est  évident  ipie  les  forces 
X et  V perpendiculaires  à cet  axe  seraient  détruites  par  sa  résistance.  Il 
en  serait  de  meme  des  couples  b et  M,  puisque  ces  couples  renfermés 
dans  les  plans  des  XZ  cl  YZ  jiciivcnt  être  tournés  dans  leur  plan  de 
manière  à avoir  les  forces  perpendiculaires  à l’axe  des  Z;  les  forces 
du  système  se  réduiraient  donc  à la  force  Z qui  tend  à faire  glisser  le 
système  rigide  le  long  de  l’axe  des  Z et  au  couple  X représentant 
la  somme  des  moments  des  forces  |»ar  rapport  à cet  axe,  reffet  de 
ce  couple  étant  évidemment  de  faire  tourner  le  système  autour  de 
l’axe.  Les  six  éipiations  d'équilibre  se  réduisent  dans  ce  cas  aux 
deux  suivantes 

Z = 0 et  X = 0 
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si  If  syslciiie  ne  peut  pas  glisser  le  long  de  l'axe , c’est-à-dire  qu’il 
sudit  que  la  souiiuc  des  luuinents  des  forces  par  rapport  à ccl  axe  soit 
nulle. 

Les  deux  forc'cs  et  les  deux  couples  qui  ne  sont  pas  nuis  niais  qui 
viennent  se  détruire  contre  l’axe,  \ dclerininent  deux  pressions  pa- 
rallèles aux  axes  des  X et  des  Y et  représentées  l’une  par  X,  l'nulre 
par  Y,  puisque  la  force  X (lig.  31)  et  le  couple  M ou  (Q,  — (J)  renfer- 
més dans  le  plan  XZ  sont  réductildes  (X"  32)  h une  force  uuiipic  égale 
et  parallèle  à X et  qu’il  en  est  de  même  de  Y composé  avec  le  couple 
L ou  (P,  — P).  Les  points  d’application  A cl  H de  ces  deux  pres- 
sions se  déterminent  en  remarquant  que  dans  le  couple  (Q,  — f))  si 

l’on  prend  Q égal  à .X,  le  liras  AO  sera  ^ cl  comme  X et  — Q se  détrui- 


sent, A sera  le  point  d'application  de  la  force  unique  Q = .X.On  voit  de 
la  même  manière  que  le  point  B fixé  par  OB  = — est  le  point  d’ap- 


plication de  la  pression  P = Y parallèle  à l’axe  des  A'. 

Comme  la  position  de  l’origine  O dans  l’axe  des  Z et  les  direc- 
tions des  axes  des  .X  et  des  \ sont  arbitraires,  il  en  résulte  que 
les  positions  des  points  A et  B,  les  valeurs  de  X et  Y ainsi  que 
leur  direetion,  sont  indéterminées,  c’est-à-dire,  (]ue  la  double  pres- 
sion éprouvée  jiar  l’axe  peut  être  représentée  par  un  nombre  infini  <le 
systèmes  de  deux  forces.  Il  n’en  serait  plus  de  même  si  les  deux 
jioints  d’application  étaient  donnés,  comme  cela  a lieu  lorsque  l’axe 
est  fixé  au  moyen  de  deux  anneaux  A et  B (lig.  32).  Alors  pour 
déterminer  les  pressions  de  l’axe  contre  ces  anneaux;  un  prendra  le 
point  A pour  origine,  on  remplacera  le  couple  L par  un  coiqile 
(;i, — p)  ayant  AB  ou  a pour  bras  et  le  couple  M par  (q, — i/). 


De  cette  manière  les  forces  p et  q seront  égales  à et  — cl  les  pres- 

« n 

sions  aux  points  A cl  B seront  les  résultantes  de  \ -t-  p et  .X  — q 
pour  l’une  cl  de  q et  — p pour  l’autre.  Ces  deux  pressions  sont 

/{oX  — M)^-r-  («Y^  Lj*  \/  L*  M« 


angles  dont  les  cosinus  sont 


faisant  avec  l’axe  des  X des 
a 

uX  — M M 


et 


j/(nX— M)i -t-’(aY  cL)*  j/l* 


M» 
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4(}.  Pret>sions  siipjHirlfes  jitir  ileiijr  points  fixes.  — On  (l(■l«r^lino- 
rnit  de  la  même  manière  les  conditions  d’équilibre  d’im  système  dans 
lequel  il  y a deux  points  fixes  A et  If,  ainsi  que  les  pressions  qu’ils 
supportent.  Les  conditions  d’équilibre,  en  prenant  pour  axes  des  Z la 
droite  qui  joint  ces  deux  points,  se  réduisent  à N = l),  c’est-à-dire 
que  lu  soiunic  des  inonicnls  des  forces  par  rap|)ort  à celte  droite  doit 
être  nulle.  Quant  aux  pressions  qu’ils  supportent,  on  déterminera, 
comme  an  numéro  précédent,  les  ](ressions  exercées  aux  points  A et  H 
perpendiculairement  à AB;  mais  eomme  Z n’est  pas  nul  et  qu’il  est 
détruit  par  la  résistanee  des  points  A et  B dans  la  direction  AB,  il 
en  résidtera  une  nouvelle  pression  qu’il  faudra  composer  avec  les 
pressions  normales  à AB  pour  avoir  les  pressions  totales  en  A et  en  B. 
Or,  il  faudrait  d’abord  savoir  quelle  portion  de  cette  force  Z est 
détruite  par  chacun  des  points  fixes.  C’est  ce  que  les  données  de  la 
question  ne  font  pas  connuitre;  on  sait  seulement  que  les  deux  pres- 
sions réunies  sont  égales  à Z;  les  pressions  totales  que  supportent  ces 
deux  points  sont  donc  indéterminées,  du  moins  dans  l’état  actuel  de  la 
science. 

47.  Jü<iuilibre  d’un  corps  traversé  par  un  plan  fixe.  — Si  le  corps 
est  traverse  par  un  plan  fixe  le  long  duquel  il  a la  liberté  de  glisser, 
il  est  l'iaif  qu’en  prenant  ce  plan  pour  celui  des  (XY),  la  force  Z et  les 
couples  L cl  M dont  on  peut  diriger  les  forces  perpendiculairement  à 
ce  plan,  seront  détruites  par  sa  résistance,  de  sorte  que  le  corps  ne 
sera  soumis  qu’aux  forces  .X  cl  Y ou  à la  force  unique  j/.\*  -t-  Y'  et 
au  couple  X;  or  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  l’équi- 
libre de  ces  dernières  forces  sont 

/.\*-TŸ*=,0,  N = 0 

qui  reviennent  aux  suivantes 

.\  = 0,  Y=0,  N=tl; 

il  faut  donc  pour  l’équilibre  du  système,  que  les  sommes  des  com- 
posantes parallèles  à deux  axes  rcetangidaires  menés  dans  le  plan 
soient  nullcs  ainsi  que  la  somme  des  moments  par  rapport  à une 
perpendiculaire  quelconque  au  plan.  Quant  à la  pression  qu'éprouve 
le  plan  des  (XY),  si  on  dispose  les  deux  couples  L et  M de  manière 
ipic  runc  des  ileux  forces  vienne  se  placer  dans  1 axe  des  Z,  ces  cou- 
ples deviendront  (/),  — p),  (7,  — 7)  et  la  insultante  des  trois  forces  pa- 
rallèles Z -f-  7 — P)  /)  et  — 7 agissant  aux  points  O,  A et  B (fig.  ôô) 
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sera  la  pression  ehcrchcc.  La  somme  totale  étant  Z,  celle-ci  repré- 
sente la  pression  totale  cl  si  a cl  b sont  les  deux  coordonnées  du  point 
d'application  G de  la  résultante,  la  théorie  de^  moments  donne 


(I  = 


M ;>.On  L 

Z’  ~~~Z  Z 


48.  Equilibre  d'un  corps  reiriiu  sur  uii  plan  par  un  ou  par  deujc 
de  ses  points.  — Si  le  système  rigide  n’était  appuyé  sur  le  plan  des 
(XY)  que  par  un  point,  en  |>renant  le  point  d’appui  pour  origine,  la 
force  Z serait  détruite  et  toutes  les  forces  seraient  réduites  aux  deux 
forces  *X,  Y et  aux  trois  couples  L,  M et  N.  Z mesurerait  évidemment 
la  pression  cl  les  conditions  d'équilibre  se  réduiraient  aux  cinq  sui- 
vantes 

X = 0,  Y = 0,  L = 0,  M = 0,  N = 0. 

Le  signe  de  la  force  Z fera  connailre  le  sens  de  celle  pression.  Si  le 
système  était  simplement  appuyé  sur  le  plan  et  pouvait  s’en  détacher, 
l'équilibre  ne  serait  assuré  que  si  1a  force  Z ne  tendait  pas  à soulever 
le  point  d'appui,  ec  que  le  signe  de  Z fera  toujours  connaître.  Si  le 
système  rigide  était  retenu  sur  un  j)lan  j>ar  deux  points  A et  H (fig.  54) 
qui  ont  la  lilterlé  de  glisser  en  tout  sens,  en  prenant  encore  le  plan 
pour  celui  des  (XY)  et  en  supposant  les  deux  (Miiiits  placés  l’un  à l’ori- 
gine et  l’autre  dans  l’axe  des  X,  il  est  clair  que  la  force  Z et  le  couple 
(<ji,  — q)  ou  M seraient  détruits  par  la  résislance  du  plan.  Toutes  les 
forces  se  réduiraient  donc  aux  deux  forces  X et  Y et  aux  deux  couples 
L et  N qui  devront  dire  nuis  pour  l’équilibre. 

Les  pressions  que  supportent  chacun  des  deux  points  d'appui  A et  11 

.M  .41 

sont  d’une  part  Z -t-  q cl  d'autre  part  — a,  c’esl-à-dirc,  Z -t et , 

a a 

en  désignant  par  a l'intervalle  AB.  .Si  le  cor])s  est  simplement  appuyé 
sur  le  plan  XY,  il  est  nécessaire  de  s’assurer  que  ecs  deux  forces  ne 
tendent  pas  à soulever  les  points  d'a|ipui,cc  qu’on  reconnaîtra  par  leurs 
signes. 

4‘J.  Equilibre  d'un  corps  apputjt  sur  un  plan  pur  trois  points.  — 
Considérons  enfin  le  cas  où  le  système  rigide  est  appuyé  par  trois 
points  sur  le  plan  fixe  des  (XY);  toutes  les  forces  perpendictdaires 
à ce  plan,  c’cst-îi-dirc,  Z et  les  couples  L et  M,  seront  détruites  par  la 
résistance  du  plan  cl  les  autres  se  réduiront  au  cou|)le  X et  aux  deux 
forces  .X  et  Y en  sorte  qu'il  sufiira  pour  l'équilibre  d'avoir 

N = 0,  X = 0,  Y=n. 
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La  force  Z cl  les  deux  couples  L el  M produisent  une  pression  donl 
la  valeur  Z et  le  point  d'application  G se  délcrraineut  coinine  au  N°  47 
(fig.  33).  Les  coordonnées  n et  6 du  point  G sont 


Quand  les  points  d’appui  peuvent  être  soulevés,  avant  de  pouvoir  allir- 
iner  que  l'équilibre  a lieu  lorsque  X et  Y sont  nuis,  il  est  nécessaire 
de  s’assurer  d’abord  que  la  force  Z produit  une  pression,  ce  qui  n’a 
lieu  que  si  Z est  négatif  cl  en  second  lieu  il  faut  s’assurer  que  le  point 
d’application  G est  placé  dans  l’intérieur  du  triangle  formé  par  les  trois 
points  d’appui;  car  dans  le  cas  contraire  il  est  clair  que  le  système 
rigide  chavirerait  en  tournant  autour  de  l’une  des  droites  qui  joignent 
deux  h deux  les  points  d’appui.  Si  la  position  des  trois  points  d’appui 
est  donnée  par  scs  coordonnées  (x',  y"),  (x'',  y")  et  (x"',  y'"),  celte 
seconde  condition  exige  que  les  coordonnées  a el  b du  point  G fassent 
prendre  le  même  signe  aux  trois  polynômes 

“ iy" — !/')  — >>  (*" — •*’)—(*'/'— *"y') 

« {y"’- y")  - l>  (x"' - x")  - {x",f  - x"'y") 

« iy'-y'")  - 1>  (x  - x'")-{x"y-x’y"'). 

On  est  conduit  à ces  inégalités  en  observant  que  si  par  le  point  G qui 
a a et  /;  pour  coordonnées  on  mène  une  parallèle  à l’axe  des  Y,  celle-ci 
rencontre  les  trois  côtés  du  triangle  en  trois  points  dont  1’^  est  supé- 
rieur ou  inférieur  h b pour  un  côté  et  moindre  ou  plus  grand  que  b 
pour  les  deux  autres.  Ces  trois  valeurs  de  y résultent  des  équations 
des  trois  côtés  du  triangle,  équations  connues  puisque  les  côtés  sont 
des  droites  passant  chacun  par  deux  points  donnés. 

50.  Pression  que  supporte  chaque  point  d'appui.  — La  force  Z est 
la  pression  totale  exercée  sur  le  plan  fixe,  laquelle  se  répartit  entre 
les  trois  points  d’appui  ; en  désignant  les  trois  composantes  par  p,  p',  p" 
et  par  xy,  xy',  x’’y"  les  coordonnées  des  trois  points,  la  théorie  des 
moinenLs  des  forces  parallèles  fournit  les  équations  suivantes 

Z=^p  -h  p'  -t-p",  Za  = px -r- p'x' -t- p"x",  Zb  ■=  py -i- p'y' p"y" 

qui  étant  résolues,  donnent  les  valeurs  de  p,  p',  p".  Si  les  trois  points 
d’appui  étaient  renfermés  dans  une  même  ligne  droite,  celle-ci  devrait 
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contenir  le  point  G ; en  la  prenant  pour  axe  des  X,  on  aurait  y — 0, 
y'  = 0,  y"  = 0,  6=0  et  les  trois  équations  précédentes  se  réduiraient 
à ces  deux-ei 

7.=  P p'  + p'\  Z«  = px  + p'x'  -I-  p"x'’ 

qui  sont  insuflisantes  pour  détcriuiner  les  trois  inconnues  p,  p',  p". 
On  voit  «pic  le  proltlèmc  est  alors  indéterminé.  Il  en  serait  de  même 
si  le  nombre  de  points  d’appui  était  supérieur  à trois,  placés  ou  non 
en  ligne  droite.  Il  est  en  elTet  à remarquer  que  lors«iue  trois  points 
d’apjiui  sont  ranges  en  ligne  drtiitc  ou  lorsque  le  nombre  de  points 
d’appui,  d'ailleurs  quelconque,  est  supérieur  à trois,  la  répartition 
de  la  pression  totale  entre  les  différents  points  d’appui  dépend  du 
degré  de  rigidité  du  système,  et  qu’il  est  par  conséquent  nécessaire 
pour  que  les  pressions  soient  déterminées,  d’exprimer  par  des  équations 
cette  jiarfaitc  rigidité.  Ces  équations,  si  elles  étaient  connues,  jointes 
aux  trois  précédentes,  donneraient  la  solution  complète  de  la  question. 

51.  Equilibre  il' un  corps  ayant  des  points  d’appui  contre  plu- 
sieurs surfaces.  — Pour  qu’un  système  rigide,  soumis  à l'action 
d’une  ou  plusieurs  forces  et  appuyé  par  plusieurs  points  contre  des 
surfaces,  reste  en  équilibre,  il  faut  et  il  suflit  que  toutes  les  forces 
soient  réductibles  à des  forces  normales  aux  surfaces,  passant  par  les 
points  d’appui  et  comprimant  les  points  d’apjmi  contre  les  surfaces. 
Il  est  d’abord  évident  que  cette  condition  suffit,  puisque  toutes  les 
forces  seront  alors  détruites;  en  outre  elle  est  nécessaire,  car  si  les 
forces  SC  fout  équilibre  sur  les  surfaces,  elles  sc  feront  encore  éipii- 
libre  en  supprimant  ces  surfaces  et  introduisant  des  forces  P,  Q,  H etc. 
égales  et  directement  opposées  aux  pressions.  Les  forces  du  système 
font  donc  équilibre  à P,  Q,  R...  et  sont  par  conséquent  réductibles 
aux  forces  — P,  — Q,  — 11...  Cette  dernière  remarque  peut  servir 
il  déterminer  les  valeurs  des  pressions  et  les  positions  des  points 
d’appui;  car  en  joignant  aux  forces  du  système  les  forces  inconnues 
-/-P,  -«-U,  R...  normales  aux  surfaces,  le  système  pourra  être 

considéré  comme  entièrement  libre  et  en  équilibre;  les  forces  devront 
donc  (X“  3tt)  satisfaire  à six  équations  qui  seront  autant  de  relations 
nécessaires  entre  les  pressions  inconnues  et  les  coordonnées  des  points 
d’appui,  qui  serviront  k déterminer  les  inconnues  de  la  question. 

Observons  que  si  n est  le  nombre  de  points  d’appui,  ôn  sera  celui  des 
coordonnées;  d’autre  part  si  aux  G équations  précédentes  on  joint  les  n 
é«piations  qui  expriment  que  les  points  d’appui  sont  renfermés  dans  les« 
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siirraccs  cl  en  outre,  un  iiombcc 


«(>*-») 

2 


(J'é(|uations  exprimant  que 


les  distances  deux  à deux  des  n points  d’ap|uii  sont  invariables,  on  aura 
„ »i  [«  — 1)  , . , . . , 

en  tout  0 -4-  n H équations  pour  déterminer  les  n pressions 


et  les  5n  coordonnées.  Comme  ces  inconnues  ne  sont  en  général  dé- 
terminées que  si  leur  nombre  est  égal  à celui  des  équations,  on  doilavoir 


4;i  = G -1-  n 


1) 


d’où  l’on  tire  n = 5 et  n = 4 , ce  qui  apprend  que  , pour  que  le  pro- 
blème soit  déterminé , il  faut  en  général  que  le  nombre  des  points 
d'appui  soit  égal  à 3.  La  racine  4 est  étrangère  à la  question  qui  nous 
occupe.  Si  le  nombre  d’équations  de  condition  était  supérieur  à celui 
des  inconnues,  l’équilibre  serait  géiiéralcmcnt  impossible  dans  les  con- 
ditions assignées  et  eclles-ci  devraient  être  modifiées.  Par  exemple,  la 
forme  ou  lu  position  de  la  surface  qui  sert  d’appui  devra  être  assujettie 
à certaines  conditions,  comme  cela  a lieu  dans  rexcmpic  suivant  : 
proposons-nous  de  trouver  les  conditions  d’équilibre  d’une  droite 
AB  (fig  35),  portant  un  poids  en  G et  appuyée  contre  deux  plans 
inclinés  CD  et  CE.  Ces  jdans  doivent  se  couper  en  C suivant  une 
droite  horizontale,  car  le  poids  et  les  deux  pressions  P cl  Q en  A et  B 
doivent  être  renfermés  dans  un  même  plan  pour  que  la  force  soit 
décomposable  dans  les  deux  forces  P et  Q et,  ce  plan  devant  contenir 
une  verticale  cl  une  normale  h chacun  des  deux  plans  donnés,  est 
évidemment  vertical  et  perpendiculaire  à l’intersection  C,  qui  par 
conséquent  doit  être  liorizontalc.  De  plus,  il  faut  pour  que  la  décom- 
position du  poids  en  deux  forces  P et  Q dirigées  suivant  FA  et  FB  soit 
possible,  qu’en  élevant  en  A et  B les  normales  AF  cl  BF,  leur  point 
de  rencontre  F se  trouve  sur  la  verticale  GF  passant  par  le  point  G 
de  la  droite.  Ces  conditions  suflisent  pour  fixer  géomélriqiicinciit  lu 
position  d’équilibre  de  la  droite  AB  ; désignons  en  effet  AG  et  GB 
par  m et  11,  d’un  point  quelconque  O (fig.  5G)  abaissons  les  perpen- 
diculaires OP,  OQ  et  la  verticale  OZ  et  par  P menons  PU  de  manière 
que  l’on  ait 

PS  : SR  = in  : 11 

(ce  que  l’on  fait  en  divisant  PO  en  A,  en  j)artics  proportionnelles  à 
m et  II,  menant  ensuite  AS  parallèle  à OU  cl  joignant  les  points  P et  S). 
Si  on  mène  ensuite  ab  parallèle  à PU  et  égale  à la  droite  donnée  AB 
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de  l'autre  ligure,  celle  dernière  sera  dans  la  position  d’équilibre;  car 
en  élevant  les  normales  no,  bo  et  la  verticidc  oz,  un  aura  deux  ligures 
semblables  PORS  et  aobs  ; le  point  s se  confond  donc  avec  G,  à cause 
de  la  position  du  point  S sur  PR.  On  aura  une  seconde  solution  de 
la  question  en  substituant  le  point  Q au  point  P dans  la  construidiun 
précédente. 

On  obtiendra  les  valeurs  des  distances  Cn,  Cb  et  de  l'angle  Cn5,  en 
considérant  les  triangles  nos,  bos  et  Cn6.  On  trouve  ainsi 


Dans  ecs  lunnules  x,  y,  o,  c,  a et  ^ représentent  les  distances  C« 
et  Cb,  les  angles  Cab  et  aCb  et  les  inclinaisons  aCH  et  èCR  des  plans 
sur  l’iinrizon  HR. 

Occupons-nous  encore  du  problème  suivant  : Une  droite  AB  (fig.  57) 
est  appuyée  sur  un  plan  horizontal  .AC  cl  contre  un  plan  vertical  CB. 
Elle  porte  en  G un  poids  P.  On  demande  quel  effort  Q il  faudra  exercer 
en  A siiiyant  AC  pour  empêcher  ce  point  de  glisser. 

Il  faut  que  les  forces  qui  agissent  sur  la  droite  AB  puissent  se 
décomposer  cn  deux  forces  perpendiculaires  aux  deux  plans  en  A et 
cn  B.  La  résultante  R des  deux  forces  P et  Q ou  Do  et  Dfc  transportées 
en  D doit  pour  cela  passer  par  le  point  de  rencontre  E des  deux  per- 
pendiculaires AE  et  BE,  ce  qui  exige  que  l’on  ail 

P : Q = AE  ; AD , 

d’où  l’on  tire 

g = pA»  = p^ 

^ ne  AB.BC 
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il  cause  de  la  propnrlinn 

AD  : AC  = AG:  AB. 

Enfin  si  une  sphère  hnniogcnc  pesante  est  en  équilibre  dans  l’intérieur 
d’un  angle  trièdre  tourne  vers  le  haut,  il  est  visible  que  dès  que 
la  s|)hère  sera  en  contact  avec  les  trois  plans,  les  trois  pressions 
seront  renfermées  dans  trois  rayons  perpendiculaires  aux  trois  plans 
du  trièdre  et  par  conséquent,  en  considérant  le  poids  de  la  spbèrc 
comme  une  force  verticale  appliquée  au  centre,  cette  force  pourra 
être  décomposée  en  trois  autres  dirigées  suivant  ces  trois  rayons,  ce 
qui  assure  l’équilibre.  On  détermine  les  pressions  en  construisant  un 
parallélipipède  dont  les  trois  arêtes  soient  dirigées  suivant  trois  perpen- 
diculaires aux  faces  du  trièdre  et  qui  ait  le  poids  pour  diagonale. 

Si  la  sphère  pesante  n’était  pas  homogène,  la  force  verticale  re- 
présentant le  poids,  ne  serait  plus  dirigée  vers  le  centre  dans  toutes 
les  positions,  tandis  que  les  pressions  sont  toujours  dirigées  dans  le 
sens  de  trois  rayons.  La  décomposition  ne  pourrait  donc  pas  toujours 
avoir  lieu  et  par  conséquent  il  n’y  aurait  pas  toujours  équilibre.  Cela 
n’arrivera  que  lorsque  la  sphère  aura  été  tournée  de  telle  manière  que 
la  force  verticale  qui  représente  le  poids,  passera  par  le  centre. 


I 
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Considcralions  generales  sur  les  centres  de  gravité.  — Détermination  physique  du 
centre  de  gravite.  — Centre  de  gravité  d’un  système  de  corps. — Centre  de 
gravité  d'une  ligne  courl>e,  d’une  surface  courbe,  d’une  surface  plane,  d’un 
triangle,  d’un  secteur  de  cercle,  d’une  surface  de  révolution,  d’un  corps  de 
forme  quelconque  et  de  certains  corps  de  forme  particulière.  — Centre  de  gra- 
vité du  tétraèdre  et  du  secteur  sphérique.  — Usage  de  la  théorie  du  centre 
de  gravité  en  géométrie.  — Théorèmes  de  Guldin. 

52.  Considérations  générales  sur  te  centre  de  gravité.  — Lu  pesan- 
teur ou  gravité  est  In  force  en  vertu  de  laquelle  tous  les  corps  teiulcnl 
à SC  précipiter  vers  le  centre  de  la  terre.  Cette  force  qui  agit  sur  tou- 
tes les  molécules  d’un  corps  est  donc  dirigée  normaleiuent  à la  surface 
de  la  terre  supposée  spliériquc.  Il  suit  de  là  que  ces  forces  ne  sont  pas 
rigoureusement  parallèles  pour  les  dilTércnt.s  éléments  d’un  même 
corps  ; mais  la  petitesse  de  celui-ci,  relativement  auv  dimensions  du 
globe  terrestre,  permet  d’admettre  sans  erreur  sensible,  ((ue  la  direc- 
tion de  la  pesanteur  pour  tous  les  points  d’un  même  corps  reste  pa- 
rallèle. 

On  verra  plus  loin  que  l’intensité  de  la  pesanteur  varie  avec  la 
latitude  et  avec  la  distance  au  ccutrc  de  la  terre;  mais  comme  les 
variations  ne  sont  appréciables  que  pour  de  grandes  dilTércnecs  en 
latitude  et  en  baiiteur,  on  peut  la  regarder  comme  constante  pour  tous 
les  points  d’un  même  corps. 

Remplaçons  par  leur  résultante  les  attractions  exercées  par  la  terre 
sur  toutes  les  nmlécules  dans  lesquelles  un  corps  pesant  de  forme 
quelconque  peut  être  divisé;  comme  ces  composantes  sont  parallèles 
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enli’C  clics  cl  Acrlicalcs,  leur  rcsiiltniite  est  cllc-niéme  verticale , égale 
à leur  somme  et  appliquée  au  centre  des  forces  parallèles.  Cette  force 
unique  s’ajq)elle  ici  poids  du  corps  et  le  centre  des  forces  parnilcics 
prend  le  nom  de  centre  de  yravité.  Il  suit  de  là  que  le  poids  d’un  corps 
est  indépendant  de  sa  forme  et  de  sa  position,  et  ne  dépend  que  du 
nombre  de  scs  éléments,  c’csl-ii-dirc  de  sa  niasse.  On  voit  aussi  <|uc  si 
on  compare  dilférents  cor|)s  homogènes  entre  eux,  les  poids  seront 
proportionnels  aux  volumes,  puisqu’on  les  concevant  divisés  en  mo- 
lécules identiques,  les  poids  seront  proportionnels  aux  nombres  de 
molécules,  proportionnels  eux-mémes  aux  volumes. 

L’observation  fait  connaitre  que  des  corps  sous  le  même  volume 
n’ont  pas  toujours  le  même  poids;  la  force  attractive  de  la  terre  n’est 
donc  pas  la  meme  pour  un  même  volume  pris  dans  tous  les  corps. 
Quelle  que  soit  la  cause  de  cette  différence,  on  l’attribue  à ce  que  sous 
un  même  volume  les  différents  corps  ne  contiennent  pas  la  même 
quantité  de  matière  ou  la  même  masse.  Deux  masses  sont  considérées 
comme  égales , si  leurs  poids  sont  les  mêmes , en  sorte  qu’on  peut 
juger  de  la  masse  d’un  corps  par  son  poids. 

Il  résulte  de  là  que  si  l’on  nomme  P,  M,  g le  poids,  la  masse  et  la 
gravité  ou  plutôt  le  nombre  d’unités  de  poids  contenu  dans  un  corps, 
le  nombre  d’unités  de  masse  cl  la  force  qui  agit  sur  runilc  de  masse , 
un  aura 

P = y\g. 

Pour  les  corps  liomogènes  on  peut  aussi , d’après  ce  qu’on  a vu  plus 
haut,  poser 

P = îtV, 

P,  r et  V étant  le  poids  du  corps,  le  poids  de  son  unité  de  volume  ou 
sa  pesanteur  spécifigue  et  son  volume  ou  le  nombre  d’unités  de  vo- 
lume qu’il  renferme.  Si  on  représente  par  D la  masse  d’un  corps 
homogène  sous  l’unité  de  volume  ou  lu  densité,  on  aura  aussi 

M = DV 

et  par  conséquent 

P=  DVÿ. 

Telles  sont  les  relations  qui  existent  entre  P,  M,  V,  g,  I)  cl  n. 

35.  Détermination  physique  du  centre  de  gravité.  — Il  résulte  de 
la  définitiou  que  nous  avons  donnée  plus  haut  du  centre  de  gravité, 
que  si  ce  point  est  rendu  fixe,  le  corps  soumis  à la  seule  action 
de  la  pesanteur  restera  en  équilibre  dans  toutes  les  positions.  On 
voit  aussi  (|uc  quand  un  corps  a un  point  fixe  autre  que  le  centre 
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de  pruvitc,  il  faut  pour  l’équilibre  que  ce  point  et  le  eeiilrc  de 
gravite  soient  situés  dans  une  même  verticale;  si  donc  un  suspend 
un  corps  pesant  par  un  fd  attaché  à Tun  de  ses  points,  ce  fil  prolongé 
par  la  pensée  devra  passer  par  le  centre  de  gravité  quand  le  corps 
sera  immobile.  Cette  remarque  fournit  un  moyen  jimir  déterminer 
cvpérimcnlolement  le  centre  de  gravité  d’un  corps,  quelles  que  soient  sa 
forme  et  sa  nature,  puisqu’il  suflit  de  le  suspendre  dans  deux  posi- 
tions pour  connaitre  deux  droites  renfermant  ce  centre. 

Comme  la  résultante  |iroduil  le  même  elfet  que  les  composantes,  on 
peut  dans  tontes  les  questions  d'équilibre  faire  abstraction  de  la  jie- 
santenr  des  différentes  parties  d'un  corps,  en  joignant  aux  forces  qui 
lui  sont  ap|>liquécs  une  force  égale  a son  poids  et  appliquée  au  centre 
de  gravité. 

î;4.  Centre  de  gravité  d'an  sgstème  de  rnrps.  Centre  de  figure.  — 
Lorsqu’on  eonnait  les  centres  de  gravité  G’  et  G"  île  deux  parties  d’un 
corps  et  leurs  ]>oids  respectifs  I*'  et  P",  il  est  facile  de  déterminer 
le  centre  de  gravité  G du  corps  entier;  car  si  l’on  joint  ces  deux 
points  G'  et  G''  par  une  droite,  on  peut  considérer  les  poids  P’  et  P" 
des  deux  parties  comme  des  forces  parallèles  appliquées  aux  extrémi- 
tés de  la  droite  G' G”  cl  une  proportion  sulTira  pour  déterminer  le 
point  d’application  G de  la  résultante  ou  du  poids  total.  De  même 
si  l’on  eonnait  le  centre  ilc  graviul  G du  corps  entier  et  celui  G'  de 
l’une  des  parties,  ainsi  que  les  poids  P et  P'  du  corps  entier  cl  de 
l'iinc  des  parties,  il  sera  facile  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de 
l’autre  partie,  puisqu’il  sulIirH  de.  déconip<iser  la  force  P en  deux 
autres  forces  parallèles  dont  rune  soit  P'  appliquée  en  G'.  En  général 
si  un  corps  est  divisé  en  un  nombre  quelconque  de  parties  dont  ou 
connaît  les  poids  et  les  centres  de  gravité,  une  composition  de  forces 
parallèles  représentant  ces  poids  fera  connaître  le  centre  des  forces 
parallèles  ou  le  ecnlrc  de  gravite  du  cur|>s  entier.  Eu  faisant  usage  de 
la  théorie  des  moineuls  et  désignant  par  p,  p’,  les  poids  des  diffé- 
rentes parties  du  corps,  par  (lyi),  {x'y'z'),  {x"y"z")....  les  coordonnées 
de  leurs  centres  de  gravité,  par  P le  poids  du  corps  entier  et  par 
{x,y,z}  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps  entier,  on  aura 


px  -I-  p'x'  ■+■  p"x’  -I-  etc. 


py  -V-  p'y'  -!-  etc. 


pz  -t-  p'z'  -t-  etc. 

T 


P = /)  -t-  p'  -t-  p"  -t-  etc. 
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Les  reniiirques  faites  au  N"  sur  la  position  «lu  centre  des  forces  pa- 
rallèles dans  certains  cas  particuliers,  sont  applicables  au  centre  de 
gravité.  Ainsi  si  les  centres  de  gravité  des  différentes  parties  d’un 
corps  sont  renfermés  dans  un  même  plan,  le  centre  de  gravité  du 
système  sera  aussi  situé  dans  ce  plan.  Si  tous  les  centres  de  gravité 
sont  dans  une  même  ligne  droite,  celle-ci  contiendra  aussi  Icccnli’c  de 
gravité  cherché.  Comme  on  a toujours 

p = mg,  p’  = m'(j,  V = Mg, 

on  peut  remplacer  p,  p'....P  par  leur  valeur  et  supprimer  le,  facteur 
commun  </;  on  voit  donc  que  x,  y,  î,  ne  dépendent  que  des  masses  et 
sont  indépendants  de  l’intensité  de  la  gravité;  il  en  est  donc  ainsi 
de  la  position  du  «■entre  de  gravité. 

Si  les  corps  sont  homogènes  ou  s’ils  ont  la  incinc  pesanteur  spé- 
cifique TT,  on  a 

P = rV,  /)  = îTi’,  //  = nv'.... 
et  les  valeurs  de  x,y,z,  deviennent, 

, „ t’x  -¥•  v'x'  ■*-  v"x"  -t-  etc. 

V = i) -4- 1) -V- 13  -H  etc.  x,= y — - , 

ly  ■+■  n'y  -t-  n'y"  etc.  vz  -t-  n'z'  -i-  v"z"  -i-  etc. 

i/<  y « y 

Les  produits  Vx,  rx,  vy  etc.  se  nomment  par  analogie,  momenls  des 
volumes  V,  t>....  par  rapport  aux  plans  coordonnés.  On  voit  «pie  les 
coordonnées  x,y,z,(hi  «•entre  de  gravité  ne  «lépendent  plus  dans  eecas 
que  des  volumes  des  «lilfércntes  parties  du  système  et  nullement  de  1a 
densité  de  la  matière;  il  resterait  donc  le  même  si  la  matière  disparais- 
sait. On  le  nommealors  centre  de  figure  du  volume  ou  centre  des  moyen- 
nes distances  et  si  on  le  nomme  encore  quehpiefuis  centre  de  gravité, 
c’est  que  par  la  pensée  on  y introduit  de  la  matière  en  la  répartissant 
uniformément  dans  le  volume.  Ainsi  quand  «in  cherchera  le,  centre  de 
gravité  d’une  ligure  géométriipie,  on  pourra  substituer  à i3elle-ci  un 
corps  homogène  ayant  celle  ligure  géométrique  pour  limite.  S’il  s’agit 
du  centre  de  gravité  d’une  surface,  on  pourra  consi«lérer  celle-ci 
comme  matérielle  en  lui  «lonnant  une  épaisseur  uniforme  et  infiniment 
petite.  S’il  s’agit  d’une  ligne,  on  pourra  y substituer  un  corps  lioinogèiu' 
ayant  une  largeur  et  une  épaisseur  inliniincnt  petites  et  uniformes. 

Le  centre  de  gravité  ou  le  centre  de  ligure  est  souvent  connu  sans 
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qu’il  soit  nécessaire  d’avoir  recours  à une  o|iénilion  |iour  le  «léleriiii- 
iier;  c’est  ainsi  que  pour  la  sphère,  l’ellipsoïde  de  révolution,  le  pa- 
rallélipipède,  le  cylindre  droit,  etc.,  la  symétrie  l'ait  iniinédiatemenl 
eounaiire  la  position  de  ce  point  pourvu  que  ces  corps  soient  ho- 
mogènes. Il  en  est  de  même  de  la  ligne  droite,  de  la  circonrércncc 
et  de  l’aire  du  cercle,  de  la  surface  de  l’ellipsoïde,  du  parallélograminc 
ainsi  que  de  toute  figure  ayant  un  centre,  c’est-à-dire,  dans  laquelle 
toute  droite  passant  par  ce  point  y est  divisée  en  deux  parties  égales. 

Connaissant  le  centre  de  gravite  d’une  droite,  il  est  facile  de  dé- 
terminer le  rentre  de  gravité  du  contour  d'un  polygone,  puisqu’on 
peut  remplacer  les  poids  des  côtés  par  des  poids  priqiortionncis  apjili- 
qués  aux  milieux  de  ces  côtés. 

Si  on  connaissait  le  centre  de  gravité  d’un  triangle  et  d’un  tétraèdre, 
on  déterminerait  facilement  le  centre  de  gravité  de  faire  d’un  polygone 
et  du  volume  d'un  polyèdre,  puisipi’on  pourrait  décomposer  ceux-ci 
en  triangles  et  eu  tétraèdres  que  l'on  rcinpiaccrait  par  des  poids  pro- 
portionnels à leurs  aires  ou  à leurs  volumes  et  ap|iliqué.s  à leurs  centres 
de  gravité  respectifs.  Pour  le,s  ligures  autres  que  les  précédentes, 
on  est  en  général  ohligé  d’avoir  recours  au  calcul. 

î)5.  Centre  de  gravité  des  lignes  eourhes.  — Occupons-nous  d'ahord 
des  centres  de  gravité  des  lignes  eourhes  et  désignons  par  s un  arc 
quelconque  d’une  courbe  compté  à partir  d’un  certain  point  fixe  A 
jusqu’au  ]ioint  quelconque  M dont  les  coordonnées  sont  x g z.  Soit 
ds  féléinent  de  la  courbe  qui  termine  l'arc  au  point  xgz',  les 
coordonnées  de  ds  sont  donc  x,  ty,  z.  Ap[iclons  l lu  longueur  de  la 
partie  de  la  courbe  dont  on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  {x,y,z), 
et  s'  et  s"  les  valeurs  de  s aux  deux  extrémités  de  /.  Les  moments  de 
l’élément  ds  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés  sont  xds,  gds,  zds  ; 
les  soinmes  de  ces  monicnts  étendues  à la  portion  / de  la  courbe,  c’est- 
à-dire  prises  entre  les  limites  s'  et  s"  sont  donc 

S s"  ,s"  •s" 

xds , « gds , 1 zds . 

s’  h'  -s' 

Ces  intégrales  définies  représentent  les  sommes  des  moments  des 
éléments  ds;  or,  on  sait  (.V  .’ji)  que  pour  un  corps  quelconque  chacune 
de  ces  sommes  est  égale  au  moment  du  eurjis  entier  qui  ici  est  l’are  / ; 
on  a donc 

-s"  -s" 

lx,  = \ xds,  lg,  = \ gds,  ^',  = 1 ' 

-s’  -s'  •'*' 
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on  liicii,  cil  rcmiilnçanl  ils  par  su  valeur  et  eu  désigna  ni  para:,  ij  , 
x",  I/",  z"  les  coordonnées  des  deux  exlréiuilcs  de  1 are  l. 


= de. 


d’où  Tou  lire  les  valeurs  de  x,  r,  en  remplaçant  x,  y,  c, 


dx 
dz  * 


par  leurs  valeurs  en  z lir<;cs  des  deux  cqualionsdc  la  courbe  cl  en 
délcnninaal  l par  la  forniulc 


dz. 


Si  au  lieu  de  l’élcracnl  linéaire  ds  de  la  courbe  on  avait  introduit  dans 
CCS  équations  le  volume  de  rélénienl  matériel  représenté  par  uids,  w dé- 
signant l’aire  d’une  section  transversale  de  la  courbe,  I aurait  du  cire 
remplace  par  ul,  ds  par  udscl  ai  disparaîtrait  comme  facteur  commun. 

S’il  s’agit,  iiar  exemple,  de  trouver  le  centre  de  gravité  d’un  arc 
d'hélice  dont  les  équations  sont  (voir  le  traité  d’analyse  N“  llü) 


x = rsin— V !/='’'<**  — ) 
or  ne 


il  vient 


a « 

x"-x'  ♦ + 


Lorsque  la  courbe  bl  plane,  on  sait  (milieu  de  54)  que  son  iilan  con- 
lieiil  le  centre  de  gravité  de  la  courbe  et  en  iircnanl  ce  plan  pour 
celui  des  (XY),  les  deux  premières  équations  suflironl  pour  déterminer 
CO  point.  On  trouve  alors 
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Prenons  pour  exemple  la  cycloïdc.  Son  équalion  diirérenticlle  est 
(voir  le  traite  d’analyse  N°  77) 


dx  = 


Pour  simplifier  les  rdsiiltats,  transportons  l’origine  des  coordonnées 
au  sommet  en  remplaçant  x cl  y jwr  a«  — y et  ÿa  — x , ce  qui 
transforme  l’équation  dans  la  suivante 


et  l’on  trouve 


dy  = 


(2n  — x)  dx 
j/2«x  — I* 


Cette  dernière  valeur  s’obtient  en  intégrant  par  parties  lu  dilTéren- 

_ J 

tielle  y.x  ’ dx  et  en  remplaçant  dy  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation 
diirérenticlle  de  la  courbe. 

.Si  la  courbe  plane  était  symétrique  des  deux  eétés  d’une  droite, 
celle-ci  renfermerait  nécessairement  le  centre  de  gravité  et  en  la  pre- 
nant pour  axe  des  Y,  la  seconde  équation  sullirait  pour  fixer  la  position 
tle  ce  point.  Prenons  pour  exemple  un  arc  de  cercle  AH  (fig.  ô8)  d'un 
rayon  r.  L’axe  des  Y étant  la  perpendiculaire  OC  sur  la  corde  AB 
représentée  par  2x',  les  valeurs  extrêmes  de  x seront  x'  et  — x' 
et  la  position  du  centre  de  gravité  (i  sera  donnée  par 
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dans  ln()iidle  / désigne  l’arc  AB.  Celle  valeur  apprend  que  la  distance 
OG  est  une  (luutrième  priiportiunnelle  contre  t,  r et  la  corde  2x'. 

5(i.  Centre  de  yravité  d'une  surface  courbe.  .Surface  plane.  Triangle. 
— On  sait  qu’en  représentant  par  xgz  les  coordonnées  d’nn  point 
d’une  surface  rapportée  à des  axes  rectangulaires,  l’élément  de  celle-ci 


<I'J 

portion  de  surface  dont  on  clierche  le  centre  de  gravité,  on  aura 


I ; si  donc  on  représente  par  7 la 


> = (I)  ’ 

les  limites  de  l’intégrale  double  étant  celles  de  la  surface  1.  Le  moment 
de  cet  élément  par  rapport  nu  plan  des  YZ  est 

^ ''-"''y  y/^  ■*■(£)■*■  (^) 


et  si  l’on  représente  par  x,  i,  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  À,  on  aura  en  étendant  l’intégrale  double  à la  surface  /.  entière, 

‘ 1 " (I)’*  (!)’■ 

On  aura  de  même 

>!/.  - m "J  y/i  * (I)’-  (£)’. 

^1  +(!)’*  (I)’- 


•Si  la  surface  avait  été  considérée  comme  matérielle  et  par  conséquent 
comme  ayant  une  épaisseur  très  petite  ai,  il  aurait  fallu  remplacer 

l’élément  superficiel  dxdy  vMS-©  par  l’élément  de 
volume  « dxdy  y/l  -+-  et 


comme  à la  surface  X il 


faudrait  substituer  le  volume  caX,  il  est  visible  que  le  facteur  commun 
01  pourrait  être  supprimé  et  que  rien  ne  serait  changé  aux  valeurs 
de  X,  y,  s,. 
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Quand  la  surlacn  est  iilaiie,  si  on  prend  son  plan  pour  eclui  des  (XY), 

les  qiiantilés  z,  z cl  sont  milles,  et  il  vient  en  étendant  les  in- 
' dx  dy 

légrales  doubles  à la  surface  plane  entière, 

)=^ffdxdy,  )jc,=/fxdxdy,  7y,=  ffydxdy. 

Sii])posons  par  eveinplc  qu’on  veuille  eonnailrc  le  eciilre  de  gravité 
de  la  surface  plane  BMCM'  (fig.  39);  pour  fixer  les  limites  des  inté- 
grales, je  remarque  ipi’à  une  même  abscisse  x ou  AP  eorrespoinlent 
deux  ordonnées  PJI  et  P.M'  ou  y et  y'  et  que  l’intégration  par  rapi.ort 
à y doit  par  eonséquent  être  elTeetuéc  depuis  y — MP  jusqu’à  y — M P 
et  ensuite  celle  par  rapport  à x,  depuis  x = AR'  = a jusqu’à  x = AC 
= P‘,  or  les  valeurs  précédentes  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

\ = fdxfdy , )x,  = fxdxfdy , )iy,  = fdxf ydy  ; 

il  vient  donc 

* = /W  — — !/')  rf-r,  >.V,  = r 

J ^ 


Après  avoir  remplacé  y cl  y'  par  leur  saleur  en  x,  il  faudra  inti-grer 
de  nom  eau  depuis  a jusqu’à  et  il  viendra  enfin 


X 


dx 


qui  serviront  à déterminer  les  valeurs  de  x_  et  de  i/, . Si  la  surface 
M.M'X'N  (lig.  40)  était  limitée  par  deux  courbes  quelconques  MM'  et 
NN  cl  deux  ordonnées  MP  et  M'P',  les  équations  précédentes  seraient 
encore  applicables  et  il  faudrait  tirer  des  équation^  des  deux  courbes 
les  Ailleurs  de  y et  y'  en  fonction  de  x et  intégrer  ensuite  entre  les 
limites  a cl  p ou  OP  et  OP'. 

Quand  la  courbe  XN'  se  confond  avec  l’axe  des  .\  dont  l’équation  est 
ty'  = 0,  il  vient  pour  la  surface  MM'PP', 


On  parvient  directement  à ces  formules  en  concevant  la  surface 
MM'N'N  divisée  en  un  nombre  infini  de  bandes  infiniment  minces 
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inm'n'H  dont  l’airt!  csl  inesiiréi*  pur  (y  — ?/')  ilx  i‘(.  dont  la  .somme  > 
est  rcpréspiilée  par  l’intégrale 


1 = 


— y')dx. 


Comme  les  moments  de  la  bande  mm'n'ii  par  rapport  aux  axes  des  X et 

des  Y sont  (ÿ  — y')  dx.  Op  = {y  — y')  xdx  et  (y  — y')  dx • — 

/ I !/  ■*■  V'  !/*  — y'*  , 

— (ÿ  — !J  ) 2^  ~ 2 * ^ 

. '^^.  = fiy—y')xdx  et  hj,  = ^^LZ^dx. 


Appliquons  ees  formules  à la  détermination  du  rentre  de  gravité  d’un 
triangle  OMN  (fig.  41);  si  l’on  prend  le  sommet  O pour  origine  et  la 
perpendiculaire  OP  sur  MX  pour  axe  des  X , cette  rccherehc  se  réduit 
à trouver  le  centre  de  gravité  de  l’aire  comprise  entre  les  lignes  OM 
et  ON  limitées  en  O et  en  MP.  Posons  donc 


Op  = x,  pm—y,  pn=y',  OP  = /i,  MP  = b,  NP  = 6'; 
les  équations  des  deux  lignes  OM  et  ON  seront 


et  il  viendra  on  substituant  et  en  intégrant , 


On  conclut  sans  peine  de  ces  valeurs  de  x,  et  y,,  <|iie  le  centre  de 
gravité  G est  placé  sur  la  droite  qui  joint  le  point  O au  milieu  A de 
la  base  MN  et  aux  deux  tiers  de  OA  à partir  du  point  O.  La  même 
proposition  peut  être  démontrée  sans  calcul  intégral;  en  effet,  si  on 
eonroit  le  triangle  OMN  divisé  en  tranches  inruiiment  minces,  telles 
que  «in  parallèles  à la  ba.se  MN , les  milieux  de  toutes  ees  tranebes 
seront  évideininent  placés  sur  la  droite  OA  qui  joint  le  sommet  O au 
milieu  A de  la  base  MN;  d’où  l’on  est  en  droit  de  conclure  (N“  54) 


10 


Digitized  by  Google 


74 


CUAl-ITHE  VI. 


([uü  lu  centre  de  gravité  du  triangle  OMN  est  placé  liii-iaéiiic 
dans  cette  droite  OA , puisque  les  milieux  de  iiin  ne  sont  autre  cliosc 
que  les  centres  de  gravité  de  ces  tranches.  Kn  second  lieu , en 
joignant  les  sommets  A et  B (fig.  42)  aux  milieux  1)  et  E des  cotés 
opposés,  les  deux  droites  Al)  cl  BE  devant  contenir  le  centre  de 
gravité,  celui-ci  est  déterminé  par  riutcrsection  tî  ; or  si  l'on  Joint 
les  points  E et  1),  la  droite  El)  est  parallèle  à .\B,  parce  qu’elle  coiijie 
AC  et  BC  en  parties  proportionnelles;  les  triangles  EDO  et  ACB  sont 
ilonc  .senihlaldes  et  comme  El)  est  la  moitié  de  AB,  ÜG  est  aussi  la 
moitié  de  .VG,  comme  on  l'avait  déjà  vu. 

Ce  qu’on  vient  de  voir  donne  lieu  à deux  remarques  qui  peuvent 
être  utiles.  Si  on  suppose  le  triangle  ABC  sans  pesanteur  et  qu’aux 
trois  sommets  A,  B et  C on  place  trois  sphères  homogènes  égales, 
le  centre  de  gravité  de  reuseinble  de  ces  sphères  coïncide  avec  celui 
du  triangle;  car  la  résultante  des  poids  C et  B est  un  poids  double 
placé  au  milieu  D de  CB  et  la  résultante  de  A et  du  poids  double  U 
divise  AD  dans  le  rapi»ort  2 à I. 

La  seconde  remarque  consiste  en  ce  que,  si  on  rapporte  les  sommets 
du  triangle  à deux  axes  rectangulaires  renfermés  dans  son  plan,  les 
coordonnées  du  rentre  de  gravité  sont  les  movennes  arithmétiepics  des 
coordonnées  des  trois  sommets,  ce  qui  se  démontre  très  racilcment  en 
égalant  la  somme  des  moments  des  trois  poids  égaux  au  moment  de 
la  résultante.  C’est  celte  propriété  qui  a fuit  donner  au  centre  de 
figure  le  nom  de  rentre  des  muijennes  dislaiires. 

S7.  Centre  de  f/ravité  d'un  secteur  de  cercle.  Segment  de  cercle.  — Ou 
conclut  aussi  de  là  lu  position  du  centre  de  gravité  du  secteur  de  cercle 
AOB  (fig.  4Ô);  car  si  on  le  divise  en  un  nombre  infini  de  triangles 
égaux  et  infiiiiincnt  iietiLs  ayant  jiour  sommet  le  centre  ü cl  pour  base  les 
éléments  égaux  qui  composent  l’are  de  cercle  AB,  tous  ces  triangles 
ani-onl  évidemment  leurs  centres  de  gravité  répartis  uniformément 
sur  un  arc.  de  ecrcle  Cl)  décrit  du  point  O avec  un  ru  von  égal  aux 
deux  tiers  de  O.V.  En  remplaçant  donc  les  triangles  considérés  comme 
pesants,  pur  des  poids  équivalents  placés  à leur  centre  de  gravité,  il 
est  clair  que  tous  ces  jioids  réunis  formeroiil  un  arc  pesant  CD  dont  le 
centre  de  gravité  G coincidera  avec  celui  du  .secteur.  Or,  on  a vu 
(X“  üb)  que 

OC.  corde  Cl) 
nr.  = • 
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on  ;i  ilüiic  aussi,  en  reniplaeant  OC,  are  Cl)  el  conie  CÜ  par  leurs  \a- 

2 2 2 
leurs  - OA  , - corde  AU , - are  AB , 

«) 

2 OA.  corde  AB 

OG  

3 are  AB 

Pour  avoir  le  centre  de  gravité  du  segment  de  ccrelc  ABFA  |)Iaec 
évidemment  dans  la  flcclic  OF,  désignons  par  x,  x',  x"  les  distances  des 
centres  de  gravité  du  triangle  ABO,  du  segment  AFBA  et  du  scetcur 
AOBF  au  point  O,  et  iiar  S,  S’  et  S"  les  surfaces  de  ecs  trois  figures.  En 
les  considérant  comme  remplacées  par  des  poids  proportionnels  appli- 
qués aux  centres  de  gravité  respectifs  reufennés  tous  trois  dans  OF, 
la  théorie  des  moments  donne  . 

Sx  -I-  S'x'  = S"x"  ; 

or,  on  a évidemment 

2 2 1 1 

S"  = S-t-S',  x = -OH=-/»,  S ==  - A.  corde  AB  =--/tc, 

•V  .V  2 2 

I 1 '2ac 

S"  ==  - OA.  arc  AU  = â ” ~^T  * 

X 2 01 

En  sub.sliluanl  ces  valeurs  dans  l’cquation  des  inoincnU,  on  trouve 


3 (al  — lie)  fin/  — ■ ke  3 , / 

l — n sin  - 


Cette  dernière  valeur  s’obtient  eu  remarquant  que  l’on  a 

c = 2a  sin  — , h = a cos-—  . 

2a  2a 

38.  Centre  de  gruvilé  d’une  surface  de  révolution.  — Lorsi|ue  la 
surface  est  de  révolution  et  limitée  par  deux  plans  perpendiculaires  .à 
l’axe  de  figure,  on  a déjà  vu  (N"  34)  que  le  centre  de  gravité  est  placé 
dans  cet  axe,  et  on  détermine  sa  position  sans  avoir  recours  aux  for- 
mules générales,  par  les  considérations  suivantes  : soit  S une  portion 
d’une  semblable  surface  eoniprise  entre  deux  plans  perpendiculaires 
à l’axe  que  nous  prendrons  pour  axe  des  X;  appelons  a,  jS  et  x,  les 
distances  de  ces  deux  plans  et  du  centre  de  gravité  à l’origine  des 
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coordonnées  et  décomposons  l'are  de  courbe  génératrice  s en  élé- 
ments ils;  chacun  de  ces  éléments  en  tournant  autour  de  l’axe  des  X 
engendre  une  zone  circulaire  ayant  ij  pour  rayon  et  dont  la  surface  dS 
est  représentée  (traité  d’analyse  X"  187)  par 


f/S  = '■2- y ils  = 2r.ydx 


et  le  moment  par  rapport  à l’origine  des  coordonnées,  par 


xdS=  ‘2i;yxds\ 


un  a donc 


V-(î)'' 


et  comme  toutes  ces  zônes  symétriques  autour  de  l’axe  des  .\  ont  leurs 
centres  de  gravite  placés  dans  cet  axe,  celui-ci  contient  aussi  le  centre 
de  gravité  de  la  surface  entière , dont  la  distance  x,  à l’origine  se 
trouvera  ou  égalant  le  moment  de  la  surface  entière  à la  somme 
des  moments  des  zènes,  c’est-à-dire  en  posant 


L’intégration  pourra  se  faire  lorsqu’on  aura  remplacé  y par  sa  va- 
leur tirée  de  l'équation  de  la  courbe  génératrice.  Appliquons  cette 
formule  à la  recbcrche  du  centre  de  gravité  d’une  zone  sphérique.  On 
trouve  dans  ce  cas 


c’est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  se  trouve  au  milieu  de  la  hauteur 
de  la  zone. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  le  centre  de  gravité  d’une  zone  de 
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la  surface  décrile  par  une  cycloïde  tournant  autour  de  son  petit  axe. 
On  sait  que  ré(|uation  de  la  cycloïde  rapportée  à son  soinincl  est 


dy. 


(2  a — x)  dx 
[/Yci 


lax  — X* 

et  on  trouve  en  intégrant  par  parties  et  désignant  par  x'y'  et  x"y"  les 


valeurs  extrêmes  de  x et  ^ et  par 


différence  des  valeurs  de 


l^uj^  la  diffé 
et  x", 

S*"  /2a  — f* 

tjdx  — = 2ir  |/2a  y yx  * dx 


U correspondant  à deux  limites  x*  et  x". 


pi  2 

= 4ir  j/2a  yx*  - (2o  — x)’  , 

L Jx' 


f2  î 2 î 1*'  4 / r - 2 1/4 

=2jr(/2aj  ;yx’— -/xVyJ  =-:rj/^yyx*^- -(2a— x)  |^-a-t-xj 


En  considérant  un  cône  droit  eoininc  engendré  par  une  droite  tour- 
nant autour  de  l’axe  des  .\,  on  reconnaît  que  le  centre  de  gravité 
de  sa  surface  est  placé  dans  l'axe,  à un  tiers  de  la  hauteur  à partir  de 
la  base. 

On  arrive  au  même  résultat,  en  considérant  la  surface  conique 
comme  composée  d’un  nombre  infini  de  triangles  ayant  pour  sommet 
commun  le  sommet  du  cène  et  pour  base  les  éléments  égaux  qui 
composent  la  circonférence  du  cercle  qui  sert  de  base  au  cône  ; 
tous  ces  triangles  ont  leur  centre  de  gravité  placé  aux  deux  tiers 
de  la  hauteur  de  ces  triangles,  à partir  du  sommet;  tous  les  centres 
de  gravité  sont  donc  distribués  uniformément  le  long  d’une  circon- 
férence tracée  sur  la  surface  conique,  distante  du  sommet  des  deux 
tiers  de  son  cêté.  On  (leiit  donc  remplacer  le  poids  ilc  celte  surface 
par  le  poids  de  ce  cercle  dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité  du 
cène. 

59.  Centre  de  gravité  d'un  corps  de  forme  guelcongue.  — Priqio- 
sons-nous  maintenant  de  trouver  le  centre  de  gravité  d’un  corps  de 
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forme  quelconque  ; iippelniis  M sa  niasse  qui  peut  être  honingènc  ou 
liélérogène;  divisons-Ia  par  des  plans  ]>nrallèles  aux  plans  coordonnés 
en  un  nombre  iiilini  d'éléments  inlliiiment  pelits  dm  et  désignons  pur 
XI/:  les  eoordonnées  de  l’un  de  ces  éléiiiciiLs,  par  p sa  densité  et 
par  dv  son  volume,  c’cst-ii-dire,  dxdifdz.  Les  moments  de  dm  par 
rajqiort  aux  trois  plans  coordonnés  seront  xdm,  tjdm,  zdm , ou, 
en  observant  que  dm  est  égal  odv  (N“  Îi2),  pxdxdydz,  ritjdxdydz, 
pzdxdydz,  et  les  sommes  des  moments  dotous  les  éléments  seront 
reiiréscntées  par  les  trois  intégrales  triples 

fffpxdxdydz,  fffpydxdydz,  fffozdxdydz, 

les  limites  de  ces  intégrales  cUiiit  prises  de  manière  à embrasser  le 
corps  entier. 

Si  l’on  appelle  {x,y,z,)  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  ces 
moments  doivent  être  égaux  à Mx,,  My^,  .M:,  (X“  Ü4);  on  a donc 

M = fffpdxdydz , Mx,  = fffpxdxdydz , 

-'fy,  = = ffj'?-<fxdydz. 

Si  le  corps  est  hétérogène  et  si  lu  densité  varie  d’une  manière  con- 
tinue, P sera  fonction  de  xyz.  Si  le  corps  est  homogène,  p sera 
constant  et  pourra  sortir  des  signes  d’intégration,  M pourra  être 
remplacé  par  pV,  V désigiianl  le  volume  du  corps,  et  il  viendra 

V = fffdxdydz , Vx,  = fj/xdxdydz , V i/,  = fffydxdydz , 

La  marche  à suivre  pour  effectuer  ces  intégrations  est  la  même 
que  celle  qui  conduit  aux  eubaturcs  des  corps  quelconques  (traite 
d’analyse,  N”  18!)).  Ainsi,  si  l’on  ebeiThe  le  centre  de  gravité  d’un 
corps  limité  |iar  une  siirfuec  plane  u}ant  pour  équation 

Z — ax  by  -t-  c , 

jmr  les  trois  plans  coordonnés  et  par  deux  plans  parallèles  aux  XZ 
et  YZ  cl  distants  de  y'  et  x',  on  trouve 

V = * x-'ÿ'  (mx’  -t-  b y'  -V-  Üf), 
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Vÿ,  = x'}r  (^1;  = h'  5 *')  ’ 

V-,  = ^ x'tj'  a»x' ^ -♦- 1 ¥ >/^  -V-  i «/w'ÿ 

00.  Centre  de  gravité  de  rnriis  de  forme  particulière.  — Lorsqu’un 
corps  peut  circ  «lécninposé  eu  clcmcnls  de  forme  connue  aviinl  tons  leur 
centre  d<*  gravité  sur  une  meme  droite,  une  intégrale  simple  sullil 
pour  déterminer  son  centre  de  gravité;  en  elTct  on  conclut  de  cette 
eireousianec  que  le  centre  de  gravité  du  corps  entier  est  placé  dans 
cctie  droite  et  si  on  désigne  par  dm  la  masse  de  l’iin  de  ces  cléments, 
par  X la  distance  de  son  centre  de  gravité  à l’origine,  par  M la  masse 
du  corps  entier  et  par  x,  la  distance  du  centre  de  gravité  de  celui-ci  à 
l’origine,  on  a 

.M  = J'dm,  Mx,  ==  fsdm 

intégration  ([u’on  pourra  elTectucr  dès  qu’on  connailra  la  loi  suivant 
laquelle  varie  dm  avec  x.  Qu’il  s’agisse,  par  exemple,  de  trouver  le 
centre  de  gravité  du  corps  de  révolution  engendré  par  l’aire  M.M'  NN' 
(fig.  40)  limitée  i>ar  deux  courbes  MM'  et  NX'  et  deux  ordonnées 
MP  et  M'P',  tournant  autour  de  l’axe  des  X.  Si  l’on  divise  ce  corps  en 
tranelics  circulaires  mm'n'n  d'une  épaisseur  pp'  ou  dx  et  ayant  leur 
centre  de  gravité  en  p,  en  désignant  |)ar  xg  les  coordonnées  du 
point  m et  |>ar  xg'  les  coordonnées  de  «,  le  volume  de  cette  tranclie 
sera  ^ — g'*)dx,  la  masse  fa  {g*  — g'*)  > l'I  le  moment 

prx  (//*  — t/*)  dx\  il  vient  don(;  en  désignant  par  a et  p les  abscisses 
exirèmes  OP  et  OP', 


tes  intégrations  pourront  être  eirectuécs  dès  qu’on  connaîtra  les  va- 
leurs de  g et  g'  en  fonetion  de  x,  c’est-à-dire,  dès  que  les  coui'bes 
MM'  et  NN'  seront  données.  Si  la  courbe  NN'  se  ronfoudait  avec  l'axe 
PP',  il  faudrait  faire  g'  nul  et  le  centre  de  gravité  du  corps  engendré 
par  MM'P'P  serait  déterminé  au  moyen  des  deux  équations 

•? 

•M  = piT  i g*dx , .Mx,  = f-r  l xg*dx. 

« « J a 
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Le  int'mc  procédé  fait  connaître  la  position  du  centre  de  gravité 
d’un  cduc  à base  quelconque  ou  d’une  pyramide  homogène.  11 
est  évident  que  si  on  la  divise  en  tranches  infiniment  minces  et  pa- 
rallèles à la  base,  toutes  ces  tranches  seront  semblables  et  auront 
leurs  centres  de  gravité  respectifs  placés  sur  la  droite  qui  joint  le 
sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base,  puisque  toutes  ces  sections 
parallèles  sont  rencontrées  par  celte  droite  dans  des  points  homo- 
logues. Or,  si  on  désigne  par  11  la  base,  par  X l’aire  d’une  section 
quelronque  ayant  son  centre  de  gravité  distant  du  sommet  d’une  quan- 
tité I,  et  par  h la  droite  menée  du  centre  de  gravité  de  la  base  nu 
sommet  de  la  pyramide,  comme  les  aires  des  sections  semblables  sont 
proportionnelles  aux  carrés  des  arêtes  homologues,  il  vient 

B . 

d’ou  X=  — at*. 


En  désignant  par  </x  la  portion  de  la  droite  h comprise  entre  deux 
sections  consécutives  et  par  a l’angle  constant  i|uc  forme  cette  droite  h 
avec  toutes  les  sections  parallèles,  sin  a.dx  sera  l’épaisseur  (le  la 
tranche,  Xsinarfx  son  volume,  fiXsinaifx  sa  masse  cl  pXxsinarfx 
le  moment  de  sa  musse  )>ar  rapport  au  sommet.  On  aura  donc 


• ; ■ 
sin  aux  = -J-  sin  « 


rx*(/x=L« 

Jo 


Il  sin  a y 


H 

sin  a</x  ==  P P sin  a = P 4 “ ’ 


et  par  conséqueul 


c’csl-îi-dirc  que  le  centre  (le  (jravM  d’un  corps  pyramidal  est  placé 
sur  lu  droite  qui  joirU  le  sommet  au  centre  de  yravilé  de  la  base,  aux 
trois  quarts  de  la  longueur  de  celle  droite  (i  partir  du  sommet. 

Cl  Centre  de  gravité  du  tétraèdre.  — Celle  proposition  se  démon- 
tre sans  calcul  intégral  par  des  considérations  purement  géomélri(iues; 
en  cifcl  dans  le  létra.-dre  .\BCD  (lig.  U),  le  centre  de  gravité  se 
trouve  (d’après  ec  qu’on  vient  de  voir,  N“  00)  sur  la  droite  qui  joint 
un  des  sommets  D on  C nu  centre  de  gravité  E ou  F'  de  la  face  trian- 
gulaire opposée;  il  se  trouve  donc  placé  au  point  d’intersection  G de 
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ces  deux  droites.  Or,  si  on  mène  la  droite  FF',  celle-ci  sera  parnllèle 
à CD,  parce  que,  par  hypothèse,  EC  et  ED  sont  triples  de  FE  et  F'E  ; 
d’où  il  résulte  que  CD  est  triple  de  FF'  et  comme  les  triangles  DGC 
et  FGF'  sont  semblables,  DG  est  aussi  triple  de  GF,  ce  qui  vérifie  pour 
la  pyramide  triangulaire,  la  proposition  énoncée  à la  fin  du  numéro 
précédent.  On  étend  ensuite  la  démonstration  à une  pyramide  homo- 
gène à base  quelconque  en  remarquant  que  si  on  divise  la  base  en 
triangles  et  par  suite,  la  pyramide  en  tétraèdres  ayant  pour  bases 
ces  triangles , les  centres  de  gravité  des  tétraèdres  seront  tons 
renfermés,  d'après  ce  qu’on  vient  de  voir,  dans  un  plan  parallèle  à 
la  base  et  distant  de  celle-ci  du  quart  de  la  hauteur  de  la  pyramide; 
ce  plan  contient  donc  le  centre  de  gravité  cherché.  D’nn  autre  côté 
en  concevant  la  pyramide  divisée  eu  tranches  parallèles  à la  base, 
on  fera  voir  comme  au  numéro  précédent,  que  le  centre  de  gravité 
est  renfermé  dans  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité 
de  la  base;  d’où  il  résulte  que  ce  point  est  déterminé  par  rinterscction 
de  cette  droite  et  du  plan  parallèle,  point  qui  occupe  évidemment  la 
position  indiquée  a la  fin  du  numéro  précédent.  Enfin  comme  cette 
proposition  est  indépendante  du  nombre  de  côtés  du  polygone  qui 
forme  la  base  de  la  jn  ramidc,  elle  sera  vraie  encore  à la  limite,  lorsque 
le  polygone  deviendra  une  courbe  quelconque. 

En  suivant  la  même  marche  qu’a  la  fin  du  i\“  1)6,  on  conclut  facile- 
ment du  théorème  sur  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  les  propo- 
sitions suivantes  : Si  aux  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  homogène 
on  place  quatre  sphères  égales,  le  centre  de  gravité  de  ces  quatre 
sphères  se  confond  avec  celui  du  tétraèdre. 

Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  est  placé  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées. 

Les  trois  droites  qui  joignent  deux  d deux  les  milieux  des  arêtes 
opposées  d'un  tétraèdre  viennent  passer  par  un  même  point  qui  n’est 
autre  que  le  centre  de  gravité  et  s’g  coupent  mutuellement  en  deux 
parties  égales.  > 

La  distance  du  centre  de  gravité  d un  plan  est  égale  d la  moyenne 
arithmétique  des  distances  des  quatre  sommets  d ce  plan. 

62.  Centre  de  gravité  du  secteur  sphérique.  — On  peut  trouver 
sans  calcul  le  centre  de  gravité  d’un  secteur  sphérique,  car  si  on  con- 
çoit la  zône  sphérique  divisée  en  un  nombre  infini  de  facettes  infini- 
ment petites  équivalentes  et  par  suite , le  secteur  sphérique  lui-méme 
décomposé  en  un  nombre  infini  de  pyramides  équivalentes,  ayant  pour 

11 
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baso.i  les  élémenls  dans  lesquels  la  z.ônc  a élc  divisée  el  pour  sommet 
eominuti  le  centre  de  la  sphère,  ces  pyramides  auront  évidemment 
leurs  centres  de  gravité  placés  dans  les  rayons  menés  aux  centres  des 
différentes  facettes,  aux  trois  ipiarls  de  ces  rayons  à partir  du  sommet  ; 
ces  centres  sont  donc  répartis  uniforinémcnl  sur  une  zone  sphérique 
concciitriiiue  à la  première  et  ayant  un  rayon  égal  aux  trois  quarts 
de  celui  du  .secteur  et  si  l’on  remplace  par  la  pensée,  chaque  pyramide 
par  un  point  matériel  pesant  appliqué  à son  centre  de  gravité,  tous 
ces  points  matériels  formeront  une  zone  sphériipie  pes,uite  dont  le 
centre  île  gravité  se  confondra  avec  celui  du  secteur.  La  recherche 
du  centre  de  gravité  d’un  secteur  sphérique  est  ainsi  ramenée  à la 
détermination  du  centre  de  gravité  d’une  zone  sphérique  semhlahic 
à la  zùnc  donnée  et  ayant  un  rayon  égal  aux  trois  quarts  de  celui  du 
secteur. 

Connaissant  le  centre  de  gravité  d’un  secteur  sphérique  homogène, 
on  en  déduit  le  centre  de  gravité  d’un  segment  sphérique;  en  effet  g 
étant  le  centre  de  gravité  du  cône  OAh  (lig.  43),  g'  celui  du  secteur 
sjdiériquc  OitCll  ou  plutôt  de  la  zone  acb  qui  en  lient  lieu  et  dont 
le  rayon  forme  les  trois  quarts  de  ü,\  et  g"  celui  du  segment  ACBA , 
si  on  considère  le  cône,  le  secteur  cl  le  segment  comme  l•cmplacés 
par  des  poids  équivalents  suspendus  à leurs  centres  de  gravité  respec- 
tifs, le  moment  du  poids  du  secteur  suspendu  en  g'  sera  égal  à la 
somme  des  nioinenls  des  poids  du  cône  cl  du  segment  suspendus  eu  g 
cl  g"  el  eu  désignant  par  V,  V'  cl  V"  les  valeurs  de  ces  trois  corps, 
on  aura 

V"  = V'  — V 
Og’.\'  = Og.\  ^Og’  .X", 

d’où  l’on  lire 


en  remarquant  que  g'  est  au  milieu  de  ge  et  que  Og  et  gc  sont  égaux 

à r OU  et  7 1)C. 

4 4 

Gâ.  l'nuge  de  la  théorie  du  centre  de  gravité  en  géométrie.  — La 
théorie  du  centre  de  gravité  est  utile  en  géométrie  pour  mesurer  les 
surfaces  et  les  volumes  des  corps  de  révolution;  en  effet,  en  désignant 
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par  XI/  les  coordonnées  d’un  point  qncleon<ine  d’une  courbe  [ilanc 
et  par  ils  rélémcnl  de  ccUc  courbe,  on  sait  que  lu  surface  S ilu  corps 
de  révolution,  engendrée  par  la  rotation  de  cette  courbe  autour  de 
l’axe  des  a pour  expression 

,x" 

S = ^ ijih , 

x'  et  x’’  étant  les  abscisses  des  deux  points  extrêmes  de  lu  courbe 
génératrice;  or  si  on  détermine  l’ordonnée  y,  du  centre  de  gravité 
de  cette  courbe,  on  a aussi  (N”  55) 

■X 

Jx’ 

l étant  la  longueur  de  l’are  de  courbe.  En  rapprochant  ces  deux 
équations,  on  trouve 

S = 2:ry,/; 

la  surface  de  révolution  est  donc  éijale  an  produit  de  la  circonférence 
décrit  le  centre  de  gravité  de  la  courbe , par  la  longueur  I 
de  cette  courbe. 

Si  l’on  fait  tourner  autour  de  l’axe  des  X la  surface  plane  MM'N'X 
(fig.  40)  comprise  entre  deux  courbes  et  limitée  par  deux  ordonnées 
correspondant  aux  abscisses  x'  et  x",  on  obtient  un  corps  de  révolution 
dont  le  volume  a pour  expression  (Voir  le  traité  d’analyse,  N“  185) 


Or,  en  désignant  par  y,  l’ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la  surface 
plane  comprise  entre  les  deux  courbes  et  par  S cette  surface,  on  a aussi 


la  valeur  de  V devient  donc 

V = 27ry,.S, 

c’est-à-dire  que  le  volume  d'un  corps  de  révolution  est  donné  par  le 
produit  de  la  surface  plane  génératrice  S par  la  circonférence  iny, 
que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  sont  dus  au  géomètre  Guldin 
et  en  portent  le  nom.  On  ap[iellc  méthode  centrobarique  cette  manière 
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de  faire  dépendre  la  mesure  d'une  surface  et  ifun  volume,  de  la  position 
de  leur  centre  de  gravité. 

On  peut  aussi  faire  dépendre  le  volume  d’un  prisme  droit  tronqué 
ou  d’un  cylindre  droit  tronqué,  de  la  position  du  centre  de  gra\ité 
de  la  base;  en  elTct,  si  un  divise  cette  base  en  éléments  quelconques  e 
cl  qu’on  conçoive  le  corps  divisé  lui-même  en  prismes  ayant  les  « 
pour  bases  et  : pour  bniitcur,  le  volume  de  l’un  des  prismes  élémen- 
taires sera  et  le  volume  entier  V sera 


v=/«. 


D’un  autre  côté,  si  on  désigne  par  0 l’inclinaison  de  la  base  oblique 

S 

supérieure  du  prisme  sur  la  base  inférieure , sera  la  section 

cos  0 


oblique  de  l’un  des  prismes  élémentaires  et  son  moment  par 

cos  13 

rapport  à la  base  ; en  désignant  donc  par  B'  l’aire  de  cette  base  oblique 
et  par  s,  la  |)crpcndiculairc  abaissée  de  son  centre  de  gravité  sur  la 
base  inférieure,  on  aura 


B'î,=  J 


cos  0 


_L  r-,_  ^ 

cos  * eus  0 ’ 


et  par  conséquent 


V = B'  cos  0 , 


ou  plutôt  en  désignant  par  B la  base  inférieure, 

c’csl-îi-dirc  , que  le  volume  d'un  prisme  ou  cylindre  droit  tronqué  est 
donné  par  le  produit  de  l'aire  de  la  base  par  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  gravité  de  la  base  oblique  sur  l’autre  base. 

Il  est  à remarquer  que  le  centre  de  gravité  de  la  base  oblique  se 
projette  sur  la  base  droite  au  centre  de  gravité  de  cette  dernière, 
ce  qui  se  démontre  facilement  en  cherebant  les  distances  des  centres 
de  gravité  de  ces  deux  hases  Ji  deux  plans  XZ  cl  YZ  parallèles  aux 
génératrices  du  cylindre  et  on  conclut  de  là  que  le  volume  d’un 
eviindre  tronqué  par  les  deu.x  extrémités  est  donné  par  le  produit  de 
sa  section  droite  par  la  distance  des  centres  de  gravite  des  deux  bases. 

I.es  propositions  indi<[uécs  à la  fin  duX°Gl,  sont  autant  d’exemples 
du  parti  que  l’on  peut  quelquefois  tirer  de  la  statique  pour  démontrer 
des  propositions  de  géométrie. 
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Équilibre  d'un  système  de  forme  variable  soumis  à l'action  de  certaines  forces.  — 
Équilibre  du  polygone  funiculaire.  — Scs  propriétés.  — Équ.ation  de  la  cliai- 
iiclle.  — Scs  propriétés.  — Cas  où  la  eliaiiic  est  de  grosseur  variable.  — Équi- 
libre d'un  lil  ayant  tous  scs  points  soumis  à l'action  de  forces  quelconques.  — 
Équilibre  d'un  lil  tendu  sur  une  surface.  Pression. 


64.  Équilibre  d’un  système  de  forme  variable.  Polygone  funicu- 
laire. — Lorsque  le  syslènic  de  points  auxquels  sont  appliquées  les 
forces,  est  de  forme  variable , les  six  équations  du  N”  ô!) , savoir 

X = 0,  Y = 0,  Z = 0,  L = 0,  M = 0,  N = 0 

doivent  encore  avoir  lieu  quand  il  y a équilibre;  car  quel  que  soit  le 
mode  de  liaisons,  on  ne  changera  rien  à la  forme  du  .système  en 
équilibre  ni  à la  valeur  des  fon'cs,  en  supposant  qu'il  dcxiciiue  tout 
à coup  rigide,  auquel  cas  on  sait  que  les  six  équations  précédentes 
doivent  exister;  mais  elles  ne  suflisent  plus  comme  dans  le  cas  de 
la  rigidité,  pour  assurer  rimmobilitc.  Il  faut  alors  exprimer  que 
l'équilibre  a lieu  dans  toutes  les  parties  du  système,  c'est-à-dire, 
poser  les  G équations  pour  chaque  partie  rigide  ou  meme  pour  une 
portion  quelconque  du  système  variable , en  rangeant  parmi  les  forces 
les  tensions  provenant  des  liaisons  de  cette  portion  avec  le  reste  du 
système. 

Prenons  pour  exemple  le  polygone  funiculaire.  On  donne,  ce  nom 
à un  système  dans  lequel  les  points  d'application  des  forces  sont 
réunis  par  des  droites  inextensibles,  parfaitement  flexibles  et  sans 
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pcsjiniciir  que  l’on  nomme  cordons.  Les  points  il’applicalion  des  forces 
pinces  aux  sommets  des  angles  du  polygone  prciiiiciil  alors  le  nom 
de  nœuds.  Les  forces  du  système  réagissent  les  unes  sur  les  autres 
par  rintermédiairc  des  cordons  et  il  en  résulte  dans  ceux-ci  des  trac- 
tions en  sens  inverse  et  égales  entre  elles  qui  prennent  le  nom  de 
tensions. 

Considérons  un  polygone  funiculaire  ABC  (lig.  4G)  sur  lequel 
agissent  les  forces  Q,  Q',  P,  P',  P";  soient  t,  t'  les  tensions  de  Aftet 
BC.  Pour  qu’il  y ait  équilibre  dans  le  polygone,  il  faut  et  il  suflit  qu'il 
y ail  équilibre  autour  de  chaque  nœud  entre  les  forces  P,  Q et  t pour 
A,  entre  l,  P'  et  t'  pour  B etc.  En  rapportant  le  polygone  Ji  trois  axes 
reclanguiaircs,  on  a donc  en  générai  pour  eha()uc  nœud  six  équations 
d'équilibre  qui  se  réduisent  ici  aux  trois  premières,  parce  que  chaque 
groupe  de  forces  est  appliqué  en  un  même  point  (N"  15)  et  ces  trois 
équations  de  condition 

X = 0,  Y=0,  Z = 0 


établissent  des  relations  nécessaires  entre  les  forces,  les  tensions  des 
cordons  et  les  trois  angles  formés  par  les  forces  et  les  cordons  avec 
les  trois  axes.  A ces  équations,  qui  sont  en  nombre  ôn  s’il  y a n nœuds, 
il  faut  joindre  celles  qui  expriment  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus 
des  trois  angles  formés  par  une  droite  avec  les  trois  axes  est  égale  à 
runité , équations  qui  sont  au  nombre  de  -i-  1 , puisque  le  nombre 
de  forces  et  de  cordons  est  de  '2n  -t-  1 . On  dispose  ainsi  de  5«  1 

équations  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  dont  le  nombre 
devra  être  aussi  de  5«  -t-  1 , parmi  lesquels  ne  peuvent  se  trouver  les 
longueurs  des  cordons , puisque  les  équations  ne  contiennent  pas  ces 
longueurs.  Ces  5«  -+■  1 équations  contiennent  8;i  -t-  4 quantités,  savoir 
n + 2 forces,  n — 1 tensions  et  G«  3 angles,  et  celles-ci  se  réduisent  à 
8;i  ■+■  3 quantités  distinctes,  attendu  que  les  équations  .\  =0,  Y =0, 
Z = 0 contenant  les  facteurs  P,  P ...  t,  t'  dans  tous  les  termes,  on 
pourra  les  diviser  par  P et  elles  ne  contiendront  plus  que  les  rapports 
P'  P"  I 

_, qui  sont  en  nombre  2;i  au  lieu  de  2n  -4-1.  On  pourra  donc 


en  général  disposer  de  3«  -4-  2 de  ces  quantiU-s  et  les  Aalenis  des 
3;t  -t-  1 autres  résulteront  de  la  rés<dntion  des  équations. 

Si  le  pohgonc  était  attaché  par  ses  deux  extrémités  à des  ])oints  fixes 
M et  >' , les  forces  Q et  O’  seraient  les  tensions  des  côtés  extrêmes  du 
polvgonc  ou  les  pressions  supportées  ]>ar  les  points  de  suspension. 
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Si  qiiclqucs-ims  des  luinids  élaicnl  rcmpliicés  par  des  amicaux  ayant 
la  liberté  de  glisser  le  long  des  cordons,  il  faudrait  aux  tin  -i-  1 équa- 
tions précédentes  ajouter  pour  chaque  anneau  les  conditions 

t = t',  etc. 

car  il  est  clair  que  la  tension  doit  dans  ce  cas  être  la  inémc  des  deux 
côtés  de  ranneau  pour  qu’il  ii’y  ait  pas  glissement.  Ces  nouvelles  équa- 
tions de  condition  auxquelles  le  polygone  doit  satisfaire,  diminueront 
le  nombre  5«  -+-  2 de  qmintiU's  disponibles.  Si  par  exemple  le  nombre 
de  nœuds  est  de  deux  et  s’ils  sont  remplacés  par  deux  onneaux,  comme 
dans  la  ligure  (>7,  il  y aura  en  tout  15  équations  en  y comprenant  les 
deux  suivantes 

Q = (,  ( = Q'. 

Comme  ces  équations  contiennent  11)  quantités,  on  pourra,  en  général, 
donner  telle  valeur  que  l’on  voudra  à 6 de  ces  quantités  et  les  valeurs 
des  15  autres  résulteront  de  la  résolution  des  15  équations. 

65.  Propriétés  tin  polygone  funieulaire.  — On  peut  sans  avoir  re- 
cours à la  résolution  générale  de  ces  5h  -+-  t éipiations,  rcconnaitrc 
certaines  pnqiriétés  des  |mlygones  funiculaires.  Ou  peut,  par  exemple, 
déterminer  les  tensions  des  dilTéreiils  cordons,  connaissant  la  force 
extrême  Q et  la  forme  du  polygone  ou  plutôt,  les  angles  formés  par 
les  forces  avec  les  côtés;  en  elfct  pour  qu’il  y ait  équilibre  autour  de 
cbacun  des  points  A,  B,  C....,  cbacpie  force  doit  être  égale  et  opposée 
à la  résultante  des  tensions  des  deux  cordons;  on  doit  donc  avoir 
(>’"  8)  cette  suite  de  proportions  a,  h,  c,  a',  b',  c'  avant  la  signification 
indiquée  dans  la  figure  46, 

Q : t ==  sin  n'  : sin  u 

I 

t : t’  sin  b'  ; sin  b 


: Q'  = sin  c'  : sin  c 

qiii  font  connaitre  les  rapports  de  toutes  les  tensions  I,  l"....Q',  à la 
force  Q. 

Il  est  à remarquer  du  reste  que  l’équilibre  du  polygone  étant  indé- 
pendant de  lu  longueur  des  cordons,  on  peut  rendre  nullcs  par  la 
pensée  la  longueur  de  quelques-uns  d’entre  eux,  ce  qui  revient  à consi- 
dérer les  forces  Q,  P,  P’...  appliquées  à une  partie  du  p<d)gone,  comme 
a|)pli((uées  en  un  même  point  B et  la  tension  t'  qui  agit  .sur  ec  point 
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le  mnintipixlru  en  équilibre.  De  là  rcsiille  ce  théorème  : la  tension  de 
charjue  cordon  est  éyate  et  directement  opposée  o la  résultante  de 
toutes  les  forces  appliquées  d'un  même  côté  du  cordon  et  transportées 
parallèlement  « elles-mêmes  en  un  même  point.  On  voit  aussi  (|uc  si 
toutes  les  forces,  y compris  les  deux  foix’es  extrêmes  Q et  Q',  sont 
transportées  parallèlement  à ellcs-nièmcs  en  un  point,  toutes  ees  forces 
s’y  feront  équilibre. 

En  multipliant  terme  à terme  toutes  ees  proportions,  il  vient 

Q : Q'  = sin  n'.  sin  b',  sin  c'...  : sin  a sin  h sin  c.... 

Le  rapport  de  Q à Q'  ne  dépend  donc  pas  directement  des  forces 
P,  P'....  mais  bien  des  angles  a,  b,  c,  a',  b',  c'....  Si  P,  P',  P"....  étaient 
des  ])oids,  les  cordons  seraient  renfermés  dans  un  même  plan  verti- 
cal ; car  le  plan  qui  contient  les  trois  forces  en  équilibre  P,  Q cl  t 
serait  vertical  puisqu’il  contient  la  force  verticale  P.  De  même  le  plan 
qui  contient  t,  P'  cl  t'  serait  vertical  pour  le  même  motif  et  se  con- 
fondrait avec  le  précédent  |)uisqu’ils  contiennent  tous  deux  la  droite 
AB  et  ainsi  de  suite.  Il  résulterait  aussi  du  parallélisme  des  forces 

P,  P'....  que  l’on  aurait 

sin  a' = sin  6,  sin  à' = sin  c eli^. 
ce  qui  réduirait  la  proportion  prérédente  à lu  forme 
Q : Q'  = sin  c : sin  a 

c’csl-n-dirc,  qu’alors  les  forces  Q et  Q'  sont  dans  le  rapport  inverse 
des  sinus  des  angles  formés  par  Q et  Q'  avec  une  verticale.  On  lire 
de  là 

Q sin  n = Q'  sin  c' 

qui  signifie  que  si  on  décompose  les  tensions  extrêmes  Q et  Q'  en 
deux  forces  runc  horizontale  et  l’autre  verticale,  les  composantes  ho- 
rizontales de  Q cl  de  Q'  sont  égales. 

CG.  Equation  de  la  rhuinette.  — Revenons  au  polygone  funiculaire 
en  équilibre  (fig.  4C).  En  divisant  toutes  les  forces  en  deux  groupes 

Q,  Q'  et  P,  P',  P"...,  ou  peut  considérer  chaque  groupe  comme  faisant 
équilibre  à l’autre,  ce  qui  aura  encore  lieu  si,  sans  rien  changer  aux 
forces,  on  suppose  que  le  polygone  devienne  rigide  ou  de  forme  inva- 
riable; mais  alors  les  forces  P,  P',  P"....  peuvent  être  composées  entre 
elles  et  dans  le  cas  où  elles  ont  une  résultante,  ecllc-ei  fera  équilibre 
aux  deux  tensions  extrêmes  Q et  Q'  ; d’où  il  suit  que  dans  ce  cas  ees 
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cordons  cxtrcnics  cl  la  rcsiillnnte  prolongés  doivent  passer  par  un 
même  point.  L’hypothèse  de  l’existence  d’une  résultante  se  réalise 
lors<|iie  toutes  les  forces  P,  P',  P"....  sont  parallèles  entre  elles,  et  par 
conséquent  lorsqu’elles  représentent  des  poids  suspendus  à différents 
points  d’un  cordon  ; niais  la  résultante  de  plusieurs  poids  attachés  à 
un  .système  de  forme  invariable  est  un  |ioids  unique  égal  à la  somme 
des  premiers  et  suspendu  au  centre  de  gravité  de  l’ensemble  de  ces 
poids;  on  voit  donc  que  les  deux  cordons  extrêmes  prolongés  doivent 
se  rencontrer  en  un  point  placé  dans  la  verticale  passant  par  le  centre 
de  gravité  des  poids. 

Une  chaine  pesante  cl  parfaitement  flexible,  suspendue  par  ses 
deux  extrémités  pouvant  être  considérée  comme  un  polygone  ma- 
thématique composé  d’un  nombre  infini  de  côtés  garnis  de  poids, 
il  s’en  suit  i|ue  si  une  chaine  est  suspendue  en  deux  points  A et  M 
(fig.  47)  et  qu’on  mène  en  ces  points  les  tangentes  à la  courbe  que 
forme  la  chaine  en  équilibre,  ces  deux  tangentes  extrêmes  qui  repré- 
sentent les  deux  éléments  extrêmes  de  la  courbe  ou  les  deux  cordons 
extrêmes  du  polygone  funiculaire,  devront  se  rencontrer  en  un 
point  E placé  dans  la  verticale  KG  passant  par  le  centre  de  gravité  G 
de  tons  les  poids,  c’est-à-dire,  de  la  chaîne  pesante  et  si  on  désigne 
pur  T cl  t les  pressions  exercées  sur  les  points  de  suspension  A cl  .M 
ou  les  tensions  des  deux  éléments  cxtrcnics  cl  ]iar  P le  poids  de  la 
chaine  AM , comme  les  forces  T,  l et  P doivent  se,  faire  équilibre 
autour  du  point  E,  on  devra  avoir  la  proportion 

t : P = sin  AEP  : sin  .AEM  = sin  .AEG  : sin  AEM. 

Cette  propriété  peut  servir  à déterminer  la  forme  de  la  courbe 
formée  par  une  rhaine  en  équilibre  suspendue  par  ses  deux  extrémités 
A et  B,  connaissant  la  loi  suivant  laquelle  varie  sa  grosseur,  c’est-à- 
dire,  connaissant  la  nature  de  la  chaine.  Supposons-la  d’abord  uni- 
formément pesante.  Soit  M nu  point  quelconque  de  la  chaine,  ayant 
pour  coordonnées  x,  y,  il  est  évident  que  quand  on  le  rend  fixe,  la 
forme  cl  les  tensions  extrêmes  de  la  partie  AM  ne  changent  pas;  si 
donc  G est  le  centre  de  gravité  de  l’arc  AM  ou  s,  comme  l’x  du  centre 

V xd» 

de  gravité  G est  égal  à — (N"  5o)  et  que  l’x  du  point  de  rencontre 

s 

12 
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des  tangentes  AT  et  M(  dont  les  équations  sont,  a étant  la  tangente 
trigonométrique  de  l'angle  EAX,  savoir 


y=ax,  y— y = _^(x— x), 


est  visiblement  égal  à 


y — 


il  résulte  de  la  propriété  qu’on  vient  de  démontrer  que  l'on  a 


S 


X 

(} 


xds 


s 


U) 


Cette  relation , exprimant  une  propriété  commune  à tons  les  points 
de  la  courbe,  est  l’équation  de  la  chaîne.  On  la  met  sous  une  forme 
plus  simple  de  la  manière  suivante  : dérivons  après  avoir  multiplié 
par  s;  il  vient 


d’où  l'on  lire  en  intégrant, 

— 
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Pour  L'iimincr  l’arc  s,  on  dérive  de  nouveau  en  rcmplaçanl 
ds 


£pary/l-(g)%til  vient 


dx* 


puis  en  multipliant  par  dy  et  intégrant, 


U. 

c 


un  bien , 


4' 


.(3) 


Le  signe  supérieur  doit  être  employé  pour  la  branche  AC  et  le  signe 

du 

inférieur  pour  la  branche  CB,  puisque  est  positif  dans  la  première 

dx 

et  négatif  dans  la  seconde. 

On  détermine  d en  remarquant  qu’au  point  A on  a 

dy 

y = 0, 


ce  <|ui  conduit  à 


d = f/F 


«’ W 

On  peut  déjà  voir  que  la  courbe  est  rectifiable;  car  en  substituant  la 
valeur  (3)  de-^  dans  l’expression  (2)  de  s,  il  vient 

s — ac=p  |/  (i/  — cdy  — c’ (3) 

En  intégrant  l’équation  différentielle  (3)  et  déterminant  la  nouvelle 
constante  ])<ir  la  condition  que  x cl  y sont  nuis  tous  deux  au  point  A, 
il  vient  après  avoir  remplacé  par  a. 


! c loi 


<•'1  — y =F  (/ [cd—yY  — e* 


(G). 


c (d  — a) 

Cette  équation  de  la  cliainette  contient  encore  la  constante  arbitraire  c 
et  la  constante  inconnue  a.  On  les  détermine  en  remarquant  que  si  l 
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csl  la  longueur  totale  de  la  chaîne  et  x'  y'  les  coordonndes  du  second 
point  de  suspension  11,  les  équations  (5)  et  (C)  donnent  pour  ce  point , 

i ==  ne  ip  j/(y'  — ciVf  — c* 

, I„, 

c(d  — o) 

qu'il  faudra  résoudre  par  approximation  pour  en  tirer  les  valeurs  de  c 
et  de  H. 

Les  deux  coordonnées  du  sommet  C de  la  courbe,  pour  lequel  ~ est 

<ix 

nul,  se  déduisent  de  (3)  et  (6)  et  sont  — clog(</  — a)  et  al  — c.  Si 
on  V transporte  l’origine  des  coordonnées  en  changeant  la  direction 
de  l’axe  Y,  l’équation  de  la  courbe  devient 

C 

d’où  l’on  tire  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  isolant  le 
radical  et  élevant  au  carré, 


e'  -i-  e ' c / ~îrV 

— 2 — ’ ""  ® J- 


La  courbe  dont  on  vient  de  trouver  l’équation  se  nomme  chainettv. 

(î7.  PropriHés  de  la  cliainette.  — Si  T est  la  tension  en  A,  t la  ten- 
sion en  M cl  P le  poids  de  l’iinilé  de  longueur  de  ebainc,  ps  sera  le 
poids  P de  la  chaîne  AM,  et  il  résulte  de  ce  que  T,  t et  P se  font  é(|ui- 
libre  autour  du  point  E (N"  Ofi)  que  l’on  a 

t : ps  — sin  AEG  : sin  AEM  = cos  EA\  : sin  AEE  ; 
mais  le  triangle  AEF  donne 

lang  AEF  = lang  (EFX  — EAX)  = * y-  ; 


d’où  l'on  lire,  en  tenant  compte  des  équations  (2)  et  (3), 


siii  AEF  = 


a-iH 

dx 


{al  — (/) 
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ft  In  |iroporlion  donne,  en  remarquant  que  eos  EA\  est  égal  n 

i 

t = P (cd  — y) 

<|iii  fait  eonnnitre  la  tension  en  chaque  point  de  la  chaînette. 

En  faisant  y nul,  on  trouve  pour  la  tension  T au  premier  point  de 
suspension , 

T = ped  = pc  j/î  -4-  u^, 

tension  qui  sera  connue  si  on  a déterminé  les  constantes  c et  a.  La 
valeur  de  t prend  ainsi  la  forme 

t = T-py. 


Comme  py  est  le  poids  d’une  chaîne  de  la  longueur  y et  que  l'origine 
<lcs  coordonnées  peut  être  considérée  comme  placée  en  un  point  (|ucl- 
eonque  de  la  courbe,  cette  équation  apprend  que  la  tension  en  un 
jjoint  de  la  chaincUc  est  d'autant  moindre  que  celui-ci  est  plus  bas  et 
que  la  différence  de  tension  est  égale  au  poids  d’un  bout  de  chainc 
égal  à la  différence  de  niveau  des  deux  points.  Au  point  le  plus  bas, 
y est  égal  à cd  — c ; la  tension  s’y  réduit  donc  à pc. 

(î8.  Cas  oit  la  chaîne  est  de  grosseur  variable.  — Nous  avons  sup- 
posé la  chaîne  uniformément  pesante  et  par  conséquent  le  poids  de 
chaque  élément  ou  de  chaque  chaînon  proportionnel  à sa  longueur  ds. 
Si  on  suppose  que  les  poids  des  chaiiions  ds  varient  suivant  une  loi 
quelconque,  ds  et  s devront  dans  l’équation  (1)  être  remplacés  par 
pds  et  \iar  fpds,  p étant  une  fonction  qui  désigne  le  poids  de  l’unité 
de  longueur  de  la  chaîne  à l’extrémité  de  l’arc  s.  Supposons,  par 
exemple,  le  poids  de  chaque  élément  proportionnel  à sa  projection 

horizontale  dx,^^  devra  être  égal  à une  constante  h cl  l’équation 

générale  (4)  deviendra 


fhxdx 

fhdx 


•’  (Ix 


tlx 

.k 

dx 


<l’où 


<1>J 
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(|iic  l’on  iiilvgriTit  par  la  métliode  des  diiïércnticlles  homogènes,  ou 
liicii  cil  l’ccriviinl  sous  celte  forme 


ux' 

¥ 


ilx  ■ 


y' 


et  reiiiurqunnt  que  le  second  membre  est  la  différentielle  de  — que 
lions  égalerons  à t;  l'équation  devient  alors 

(Ix 

ilz  = 01’  — 


d‘on  l’on  tire 


= ox  ‘ — f ou  bien  y = ax  — ex’. 

La  courbe  d’équilibre  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical. 

Les  constantes  u et  c se  déterniinent  par  la  condition  que  si  x',  y' 
sont  les  coordonnées  eonnucs  du  second  point  de  suspension,  on  doit 
aioir 

y'  = ax'  — ex’* 

et  que  si  / est  la  longueur  ronniie  de  In  ebuine,  on  a 


log 


(' 


|/  1 -A-  (o  — 2cx')*  -A-  (o  — 2cx') 


-A-  (o  — 2cx')  |/l  -t-  (a  — 2cx')*  — a n’ 


La  tension  en  un  point  quelconque  s’obtient  en  remarquant  que  le 
poids  de  la  chaîne  dcjiuis  l’origine  jiisqii’Ji  x est  J'hdx  ou  hx  cl  qu’on 
a comme  au  N"  (>7, 


t:hx  = 


I 


y \ -h  a* 


ly 


“ dx 


1 I-  « 


'laX 

dx J 
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(l'où 

^ J,  * ■*■  (“  — 

— 2f  “ 

6!).  Equilibre  d'un  fit  ayant  tous  ses  points  soumis  d l'action  de. 
forces  quelconques.  — PrupusoDs-nous  encore  de  détenniner  la  forme 
d’éqiiilihre  d’un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible,  dont  tous  les 
ëlémcnls  sont  soumis  à des  forces  accélératrices  quelconques.  Pour  qu’il 
y ait  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suilisant  que  1a  tension  t (fig.  48) 
en  un  point  quelconque  M (x,  y,  z)  lasse  équilibre  li  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  la  portion  UM  du  fil,  puisqu’il  est  visible  qu’il  faut 
et  qu’il  suflit  que  les  forces  appliquées  à la  partie  O'M  fassent  équi- 
libre à celles  qui  agissent  sur  OM  et  que  la  tension  de  l’élément  de 
courbe  placé  en  M tient  lieu  des  forces  O'M.  Toutes  les  forces  appli- 
quées à OM , savoir  les  deux  tensions  extrêmes  T,  t cl  les  forces 
intermédiaires  doivent  donc  satisfaire  aux  six  équations  d’équilibre. 
Représentons  par  X,  Y',  Z les  forces  qui  agissent  sur  l’unité  de  lon- 
gueur du  Cl  et  par  a,  b,  c les  angles  formés  par  T avec  les  axes;  les 
trois  premières  équations  d’équilibre  sont,  en  remarquant  que  t est 
dirigé  suivant  la  tangente  au  point  x,  y,  z, 

T cos  o -t-  /'Xds  -t-  t ^ = 0 , T cos  6 -1-  /Xds  -e-  t~  — 0, 
ds  ds 

Teosc-t-  y’Zds -V- (^  = 0 (I) 


les  intégrales  étant  prises  depuis  O jusqu  à M ou  (x,  y,  :).  A ces  trois 
équations  il  faudrait  joindre  les  trois  équations  d'équilibre  de  rotation 
qui  ici  sont  visiblement,  en  plaçant  l’origine  des  coordonnées  îi 
l’extrémité  O , 


/(Vî-Z</) 


ds 


dy 

ds 


* 

— y = 0.  etc.,  etc. 
ds^ 


mais  si  on  les  différcntic , il  vient 


*'''  ('  I)  - (‘  S)  ” 

remplaçant  d Çt  P'»’  Iot  valeur  tirée  des  trois 

équations  (t)  après  qu’on  les  a dilTércntiées,  on  reconnaît  que  ces 
équations  sont  identiquement  satisfaites  et  sont  par  conséquent  coin- 


et  en 


Digitized  by  Google 


r.lItl'ITIIK  VII. 


prises  ilaiis  les  tniis  premières,  qui  sulliseni  pour  assurer  l’éqiiililire. 

Kl)  (lilTérenliaiil  les  équations  (I),  jiiiis  inullipliant  respectivement 

<lx  <hj  ilz  , . ■ , . 

par  — > et  -j-  et  les  ajoutant  ensuite  meinl)i*c  a membre,  on 

trouve 


(Il  = — (\dx  ■+■  Y(/y  H-  Zf/:), 


parce  que  l’on  a 


/r/x\*  /</'/\* 


On  tire  de  l.'i  en  intégrant, 

t = — J’Çidx  -t-  \'dtj  -t-  7.dz). 


•(2) 


qui  donne  la  valeur  de  la  tension  toutes  les  fois  que  Xdx  h-  Ydy  -h  Zdz 
est  la  diirércntielle  exacte  d’une  fom^tion  des  trois  variables  x,  i/,  z. 
Les  équations  de  la  courbe  s'obtienneiit  alors  en  éliminant  t entre  les 
équations  (1)  et  (2). 

Si  on  siqiposc  les  forces  X , Y , Z réduites  à des  poids  uniformément 
répartis  le  long  du  fil,  en  prenant  l’axe  des  Z vertical,  on  fera  X et  Y 
nuis,  un  remplacera  Z par  ]>  et  on  sera  conduit  à l’équation  de  1a 
eliainettc  trouvée  plus  haut.  Il  sullira  pour  cela  de  remarquer  que  les 
deux  premières  équations  (1)  deviennent 

-T  T I . 

T eos  o = — T eus  o — — l~ 

ds  dx 

ifoù  l’on  tire 


dij  cos  h 

dx  eos  a 


cos  /) 

1/  = — I r 

cos  a 


qui  apprend  que  la  projection  de  la  courbe  dans  le  plan  horizontal  .\Y 
est  une  ligne  droite,  c’est-à-dire  que  la  courbe  est  renfermée  dans  un 
plan  vertical  que  l’on  prendra  pour  plan  des  XZ  en  faisant  y et  cos  f> 
nuis. 

70.  Equilibre  d'un  /il  tendu  xur  une  surface.  — Si  les  forces  sont 
partout  dirigées  suivant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  prolongé 
vers  sa  partie  convexe,  on  a,  o étant  le  rayon  de  courbure  et  P la  force. 
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j)arcc  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  par  un  rayon 
de  courbure  prolonge  vers  la  partie  concave  sont  représentés  par 


etc.  (traité  d’analyse  N“  106);  on  a donc  dans  ce  cas. 


dt 


/f/j 


dx  dx 

Tü'^dî 


ds  ds 


dz 

ds 


et  par  conséquent,  en  observant  que  la  parenthèse  est  nulle  d’après  ce 
qu’on  vient  de  voir, 

(//  = 0 et  t = const. 


c’est-à-dire  que  la  tension  d’un  semblable  fd  est  la  même  dans  toute 
son  étendue.  En  dilTérenlianl  doue  l’une  des  trois  équations  d’équilibre 
du  N°  60,  et  rcmiilaçant  X par  sa  valeur  précédente,  .on  trouve 

, dx  „ , dx  I 

id— Porf  — 1=  O d ou  P = - • 

ds  ‘ lis  P 

La  force  normale  doit  donc  être  inversement  propoi  tionnclle  au  rayon 
de  courbure,  pour  que  l’équilibre  soit  possible.  Pour  ce  qui  est  de  la 
forme  de  la  courbe,  les  trois  équations  (1)  sont  indenliqiienicnt  satis- 
faites par  ces  valeurs  de  P et  t et  par  conséquent  l’équilibre  a lieu 
quelle  que  soit  cette  forme. 

Réciproquement,  si  1a  tension  t est  constante,  les  trois  équations  (1) 
diirérentiées  deviennent 


1 ,dx 

‘js^^Ts 


X, 


1 ,(/(/ 
‘ ds  ds 


4.4:' 


= z. 


d’où  l’on  conclut  sans  peine  que  la  résultante  de  .X,  Y,  Z,  c’cst-à-ilire 
la  force  P,  fait  avec  les  axes  les  mêmes  angles  que  le  rayon  de  cour- 
bure (voir  le  traité  d’analyse  N"  106)  et  qu’elle  est  inversement  pro- 
jxirtionnclle  au  rayon  de  courbure.  On  voit  donc  que  ]iour  que  la 
tension  soit  partout  la  même,  la  force  doit  être  en  ebaque  point  dirigée 
dans  le  sens  du  rayon  de  courbure  cl  doit  être  inversement  propor- 
tionnelle à ce  rayon. 

Ces  iiropositious  eondiiisenl  aux  propriétés  d’un  (il  tendu  sur  une 
surface  et  à la  forme  qu’il  doit  prendre  pour  y être  en  équilibre;  en 
cffcl  la  surface  exerçant  en  ebaque  point  du  fd  une  pression  normale 
à la  surface,  si  l’on  représente  rinlcnsité  de  celte  pression  par  P,  ses 

lô 
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(■oiiiiiosanles  suivnnl  1rs  axes,  v’csl-à-dire  X,  Y,  Z sont  rojiréscnlcrs  par 


X. 


I*;, 


PV 


— P 


'|/T~ 


/T 


à cause  des  valeurs  connues  des  cosinus  des  angles  foi'niés  par  une 
normale  avec  les  axes.  (VoirX"  127  du  Irailé  d’anaissc.)  Kn  suhsiituant 
ees  valeurs  dans  réqunlion  (2)  tlii  miiuéro  précédent,  il  vient 


f/t  = 


p/ 1 -t-  />*  -t-  I/* 


(pds-t-  fidy  — ih) 


et  par  conscqucnl 


dt  — 0 ou  I ==  coiist. 


|iarce  <|uc  en  dilTérentiant  l'équation  de  la  surface,  on  trouve 
dz  = ]idx  -4-  (jdij. 

On  voit  donc  que  la  tension  d'un  semblable  lil  est  jiartonl  la  même. 
Or,  il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  si  la  tension  est  constante, 
la  force  doit  être  partout  dirigée  sui\aut  le  rayon  de  courbure  de  la 
eoiirbc  et  doit  être  inversement  proportionnelle  à ce  rajon  de  cour- 
bure; la  courbe  inconnue  que  forme  sur  la  surface  le  fil  tendu 
est  donc  telle  qu’en  chaque  point  son  rayon  de  courbure  est  normal 
à la  surface  et  la  pression  contre  cette  surface  est  eu  chaque  point  in- 
versement proportionnelle  au  rayon  de  courbure  c^i  fil,  c’est-h-dire, 
au  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  de  la  surface,  faite  suivant 
la  tangente  an  fil.  Celte  propriété  caractérise  entièrement  la  courbe 
formée  par  le  (il  et  peut  servir  .à  en  trouver  l'éqiiatiou;  en  effet  si  on 
différentie  les  trois  équations  d'équilibre,  qu'on  remplace  .X,  Y,  Z pâl- 
ies valeurs  précédentes  et  qu'on  élimine  et  (en  divisant  l’une  par 
l'autre  deux  de  ces  équations,  on  trouve  pour  l’une  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  courbe, 

En  représentant  par  u = 0 l'équation  de  la  surface  et  en  reiuanpiant 
que  l'on  a 


(in 

du 

(Ix 

dz 

dz 
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cette  éijuutiuii  devient 


dont  l’intéj'ralc  jointe  à ré(|uatiun  de  la  .siirlaee  .sur  laquelle  le  lil  est 
tendu  représente  la  emirlie  rliereliée.  (Voir  pour  les  aj)pliealiuns  les 
N'™  5‘itJ  et  3:23  du  cours  d'analyse.) 

Un  arrive  à ec.s  conclusions  directement  et  sans  calcul  en  oliservanl 
que,  pnisipie  les  deux  tensions  t cl  t'  (fij.;.  4!))  des  deux  éléments  qui 
aboutissent  en  M font  éiprilibre  à lu  pression  P norimde  à la  siirrnec, 
le  ])lan  de  ces  deux  éléments,  c’est-à-dire,  le  (dan  osculalenr  doit  con- 
tenir P et  par  conséquent  éti'c  lui-méme  normal  à cette  surface.  D’un 
antre  côté  P étant  l'inlensitc  de  la  (iression  en  M,  Pd.s  est  la  pression 
totale  exercée  sur  l’élément  (f.s;  on  doit  donc  avoir  en  désignant  par 
»î  l'angle  de  courbure  en  M ou  l'angle  formé  |)ar  t cl  t', 

t : P(/s  = sin  PMt'  : sin  <Mt'  = 1 : sin  (a-  — >:)  = 1 : sin  ïj  = 1 : n , 

d'où  l’on  lire  en  tenant  compte  de  la  valeur  d’un  angle  de  courbure 
(traité  d’analyse , N”  104  et  lOC), 
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Dcfinilton  des  nwoliitics.  Madiim*?»  simples  et  composées.  — Levier.  Ses  conditions 
dVquilihre.  — Théorie  des  balances.  — itniunee  romaine.  — Théorie  du  peson. 

- Êq  iiililire  tIc!*  |K)ulic*).  — Poulies  moliiles.  — Kquitiljro  ilu  nioune.  — ■ Équi- 
libre <lu  treuil.  — Équilibre  d'un  système  de  treuils,  — Équilibre  il’tiii  système 
de  leviers.  — Équilibre  d'un  système  de  roues  dentées.  — Équilibre  dans  le 
eric.  — Équilibre  des  cordes.  — Problèmes.  — Plqiiililirc  sur  un  plan  incline. 

— Équilibre  dans  la  vis.  — Vis  sans  fin.  — É(|iiilibrc  dans  le  coin. 

71.  Dêfmitiùn  des  machines.  Machines  simples  ei  composées.  — 
Ou  :ip|icllu  machine  tout  appareil  ile.sliné  à IransiiieUre  l’aclion  irtmc 
force  en  la  inodiriaiil  dans  sa  direction  ou  dans  son  intensité.  Un  scra- 
Idiilile  cITet  s’obtient  en  general  en  a])pli(piaiit  la  force  à tin  corps 
gêné  dans  ses  inouvciitctits  par  un  obstacle.  En  statique,  on  considère 
les  niachines  comme  servant  à faire  équilibre  à une  force  au  moyen 
d’une  aittre  force  qui  ne  lui  est  pas  égale  et  directement  opposée.  La 
première  force  se  nomtnc  puissance,  la  seconde  rc.sislance. 

Les  machines  simples  sont  celles  dans  lesquelles  il  n’y  a qu’un  seul 
point  fixe  ou  un  seul  obstacle.  S'il  y en  a plusieurs,  les  maebines  sont  dites 
composées.  Lcsmnebiues simples sontlc/en’er,  leplan  incliné el tu  corde. 
Les  maebines  composées  résultent  de  la  rciiuiou  de  plusieurs  maebines 
simples,  réagissant  les  unes  sur  les  autres  et  sont  en  nombre  illimité. 

Proposons-nous  de  trouver  les  conditions  d’équilibre  entre  la  puis- 
sance et  la  résistance  dans  les  différentes  machines,  en  faisant  abstrac- 
tion des  circonstances  physiques  qui  peuvent  influer  sur  l’équilibre, 
comme  le  frottement,  la  résistance  de  Pair,  etc. 
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72.  Levier.  Conditions  d'è(/uilibre.  — Occujmiis-iious  d'iilinnl  du 
levier.  Un  levier  csl , dans  le  sens  le  plus  général,  un  eor]is  solide 
de  forme  qucleomjuc,  ayanl  un  de  scs  points  fixe  que  l’on  nomme 
point  d'appui.  Ordinairement  ce  corps  a une  forme  prismatique  et  il 
csl  <lroit  ou  courbe.  Nous  le  supposerons  d’abord  réduit  ii  son  axe  cl 
nous  appellerons  levier  mathématique  une  ligne  inflexible  cl  sans 
pes.intcur,  mobile  autour  <le  l’un  de  scs  points.  Si  deux  forces  P et  Q 
agissent  sur  ce  levier,  il  suflit  pour  l’équilibre  qu’elles  aient  une 
résultante  et  que  eelle-ei  passe  par  le  point  fixe,  puisque  celte  résul- 
tante sera  détruite  par  la  résistance  de  ce  point.  De  plus,  cette 
condition  est  nécessaire,  car  si  on  introduit  une  troisième  force 
représentant  la  résistance  du  point  d’appui,  on  pourra  supposer  le 
levier  entièrement  libre  et  les  trois  forces  ne  pourront  se  faire  équi- 
libre à moins  (|iic  deux  d’entre  elles,  P et  Q,  n’aient  une  résultante 
égale  et  opposée  h 1a  résistance  du  point.  Celte  condition  nécessaire  et 
suflisante  exige  1“  que  les  deux  forces  et  le  point  soient  renfermés  dans 
un  même  plan  cl  2”  que  les  moments  des  forces  par  rapport  au  point 
fixe,  soient  égaux  cl  de  signes  contraires,  puisque  ce  point  appartient 
à la  résultante  (N”  H). 

Si  le  levier  avait  la  faculté  de  glisser  sur  le  point  fixe,  il  faudrait 
en  outre  que  la  direction  de  la  résultante  fut  normale  au  levier,  afin 
que  celui-ci  ne  glissât  pas  sur  ce  point. 

Quand  les  forces  qui  agissent  sur  le  levier  sont  parallèles  , par 
exemple,  quand  ce  sont  des  poids,  les  conditions  d’équilibre  prennent 
une  forme  très  simple.  O étant  le  |>oint  d'appui  (fig.  üü,  lit,  Ü2), 
P la  |)uissaiice,  Q la  résistance,  et  aO,  hO  les  perpendiculaires  abais- 
sées sur  les  forces,  il  faut  dans  les  trois  cas  que  les  trois  points  A,  B,  O 
soient  renfermés  dans  un  même  plan  contenant  les  forces  P et  Q et 
que  l’on  ait 

P.Ou  = q.oi, 

ou  bien 

P:Q  = Ofc:üu  = OB;OA. 

Les  disUinr.es  OA  et  OB  du  point  fi.ve  aux  points  d’apj)lication  des 
forces  se  nomment  bras  île  levier',  on  voit  donc  que  les  deux  forces 
doivent  être  dans  le  rapport  inverse  des  bras  du  levier. 

Dans  le  cas  général,  lorsque  des  forces  eu  tiombrc  quelconque  et 
dirigées  dans  des  sens  quelconques  sont  appliquées  au  levier,  la  con- 
dition d’équilibre  consiste  encore  en  ce  que  toutes  ces  forces  doivent 
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avoir  une  résultante  unique  ]>assant  par  le  point  fixe;  en  prenant  doue 
ee  point  pour  origine  des  coordonnées  et  rajqiortant  ces  forces  à trois 
axes  rectangulaires,  eoniinc  elles  sont  réductibles  à trois  forces  X,  Y,  Z 
reii fermées  dans  les  trois  axes  et  à trois  couples  L , M,  N renfermés 
dans  les  trois  plans  coordonnés,  les  conditions  necessaires  et  sullisan- 
tes  |iour  assurer  l’équilibre  sont 

L = 0,  M=ü,  N = 0 

quelles  que  soient  les  forces  X,  Ÿ,  Z et  celles-ci  détcrniiiicnt  une 

pression  représentée  par  |/.\*  Y*  -f-Z*.  On  voit  par  là  que  la  pres- 
sion est  la  même  que  si  toutes  les  forces  étaient  transportées  parallèle- 
ment à elles-mêmes  au  point  d'appui. 

Si  on  tient  compte  du  poids  du  levier,  il  faut  considérer  ce  poids 
comme  une  force  verticale  ajipliquéc  au  centre  de  gravité  du  levier. 

73.  Théorie  des  balances.  — La  théorie  de  l'équilibre  des  leviers 
est  surtout  utile  pour  établir  les  conditions  il'équilibre  de  la  plupart 
des  balances.  On  donne  ce  nom  aux  machines  destinées  à mesurer  les 
forces  et  particulièrement  celles  qui  proviennent  de  l’action  de  la 
gravité,  c’est-à-dire  les  poids  des  corps.  La  plupart  de  ces  machines 
sont  composées  de  leviers  divci’scmcnt  combinés.  Nous  examinerons 
successivement  les  principales. 

La  balance  ordinaire  se  compose  d’un  levier  droit  Alt  (lig.  .'il)  qu’on 
nomme  /7é«i< , dont  les  deux  bras  sont  identiques  et  dans  lequel  le 
point  d’appui  est  placé  entre  les  deux  forces.  .Aux  extrémités  du  levier 
sont  suspendus  des  plateaiux  de  même  poids,  sur  lesquels  on  place 
d’un  côté  le  corps  qu’on  veut  peser  et  de  l’autre  le  poids  connu  qui 
doit  servir  de  mesure.  Comme  les  deux  bras  de  levier  sont  égaux,  il 
faut  pour  l’équilibre  que  les  deux  poids  augmentés  des  plateaux  soient 
égaux  et  si  les  plateaux  ont  la  même  pesanteur,  les  poids  cu,x-mêincs 
devront  être  égaux. 

Lorsqu’une  balance  est  en  équilibre  sous  l’action  de  deux  poids,  on 
est  assuré  que  ceux-ci  sont  égaux,  si  l'on  est  certain  1"  que  les  bras  de 
levier  sont  égaux  et  2"  que  le  centre  de  gravité  de  la  balance,  y com- 
pris les  plateaux,  lorsqu’elle  est  vide,  est  placé  dans  un  |)lan  vertical 
passant  par  l’axe  de  suspension  ; en  clfet  si  la  seconde  condition  est 
.satisfaite,  le  poids  de  la  balance  ne  contribuera  pas  à réquilibre,puis- 
qu’il  sera  supporté  par  l’axe;  l’équilibre  aura  donc  lieu  entre  1*  et  Q 
et  on  aura,  p et  </  étant  les  longueurs  des  bras  du  Iléau, 

Vp  = Q,,. 
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Si  donc  1rs  liras  ;i  cl  q sont  égaux,  les  poids  P cl  Q devront  l’élrc 
égalcincnl. 

On  s’assure  de  la  seconde  coiidilion  en  vériliant  (pic  la  lialaiiec  esl 
en  éipiililire  à vide.  Pour  la  première  eondition,  on  (lonrra  s’en  assu- 
rer en  vériliant  (pic  l’éipiilibrc  snlisiste  encore  en  changeant  de  pla- 
teau les  deux  poids:  en  effet  le  premier  équilibre  exige  que  l’on  ait 

P/i  = Q(/ 

et  le  second  entraîne  l’égalité 

Q;>  = Vq 

d’où  l’on  tire  en  multipliant  membre  à membre, 

P*  = et  p==q 

74.  Balance  romaine.  — Dans  la  balance  ordinaire,  les  bras  de 
levier  sont  constants  et  le  poids  servant  à mesurer,  est  variable. 
Dans  la  balance  romaine  la  longueur  de  l’un  des  bras  de  levier  est 
variable  et  le  poids  qui  sert  à mesurer,  est  constant.  Cette  balance  se 
compose  d’un  levier  AC  (fig.  34)  ayant  son  point  fixe  en  O.  Kn  A est 
suspendu  un  plateau  dans  lequel  on  place  le  corps  P qu’on  veut  peser. 
Au  bras  OC  on  suspend  un  poids  invariable  Q et  on  avance  ou  recule 
le  poids  de  suspension  B jusqu’à  ce  qu’il  y ait  équilibre  ; alors  on 
apprécie  le  jioids  de  l’objet  P par  la  position  du  point  B sur  le  bras  OC 
où  sont  gravTS  des  nombres  indi({uant  les  valeurs  de  P pour  chaque 
position  de  B.  .Si  le  levier  était  mathématique  ou  sans  pesanteur,  la 
détermination  de  ces  nombres  serait  facile  puisqu'on  aurait  pour 
l’équilibre 

P : Q = OB : OA 

d’où 


On  voit  donc  qu’en  jirenant  Q pour  unité  de  poids  et  faisant  OB  = OA, 
on  devrait  marquer  1 nu  point  B;  en  prenant  OB  ==  20A  on  mar(|uc- 
rait  en  B,  2 etc.  Celle  construction  conviendrait  encore  pour  un  fléau 
matériel  si  le  centre  de  gravité  de  ce  fléau,  y compris  le  |)lalcau,  était 
placé  en  O ou  si  la  balance  privée  des  poids  P et  Q était  en  équilibre; 
mais  (mmiiic  OC  est  beaucoup  plus  long  que  OA,  il  est  difficile  de 
remplir  celte  condition,  et  il  est  nécessaire  de  tenir  compte  de  in 
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pnsition  du  centre  de  gravité  et  du  poids  de  rinstrunieut.  Soit  R 
ce  poids  cl  G son  centre  de  gravité;  pour  qu’il  y ail  éqiiililire  ou 
pour  que  la  rcsnltantc  de  P,  Q el  R passe  jiar  le  point  O,  on  doit 
avoir 

P.OA  = Q.OB  + R.OG. 

Pour  construire  réeliellc  que  doit  porter  le  bras  OC,  supprimons  la 
charge  P cl  suspendons  le  poids  (j  entre  A et  O de  inanièrc  qu’il  fasse 
équilibre  au  poids  R de  la  balance,  y compris  le  plateau.  Soit  U'  le 
point  de  suspension  qu’on  aura  soin  de  marquer;  un  devra  avoir 

R.OG  = Q.OO' 

et  l’équation  d’équilibre  devient  en  rétablissant  la  charge  P, 


Q.OO'  = Q.O'R; 


c’est-à-dire 


p = g. 


d’où  l’on  conclut  que  réclicllc  se  construit  en  portant  sur  O'C  à partir 
du  point  O'  des  divisions  égales  à OA  et  en  les  marquant  des  nuiiibres 
1,  2,  â....;  car  si  l’on  prend  encore  Q pour  unité  des  poids,  celte 
équation  apprend  que  P est  égal  h I,  2,  3....  quand  O'Il  est  égal  à 0.\, 
est  double  de  OA,  etc. 

73.  Théorie  des  pesons.  — Le  peson  se  compose  d’un  levier  coudé 
à angle  droit  BOA  (fig.  54),  mobile  autour  d’un  axe  horizontal  en  O 
et  porté  par  un  pied  vertical  OC.  Le  bras  OB  porte  en  F un  poids 
constant  Q et  à rexlrcinitc  A est  suspendu  un  plateau  portant  l'objet 
P que  l’on  veut  peser.  Il  est  clair  que  dans  une  certaine  position, 
les  deux  poids  P et  Q se  feront  équilibre  el  qu’alors  le  bras  OB  ap- 
prochera d’autant  plus  de  riiorizuntale  OD  que  P sera  plus  grand.  On 
peut  donc  juger  de  la  valeur  de  P par  l’angle  BOE  dans  la  position 
d’équilibre  et  à chaque  valeur  de  l’angle  BOE  répond  une  valeur  de  P 
que  l’on  pourra  marquer  d’avance  sur  un  quart  de  cercle  fixe  DE. 
Pour  construire  celte  graduation,  remarquons  que  si  le  levier  et  le 
plateau  \idc  étaient  sans  pesanteur,  le  poids  Q cntraincrail  OB  dans 
la  position  verticale  OE  et  si  on  place  ensuite  un  corps  P >lans  le 
plateau,  comiiie  les  nioiiiciils  de  P cl  Q doivent  être  égaux  par  rajiport 
au  point  O,  un  aura 

y.  Fh  = P.  An  ou  bien  Q.  FO.  sin  BOE  = P.  OA  sin  AOE 
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Q.  FO.  taiig  BÜF  = 1'.  OA, 

parrc  que  Faillie  BOA  .csl  droit  par  liypothrsr.  On  lire  de  là 

et  en  donnant  sneeessivement  à P le.s  valeurs  l,  2,  3....  kilogrammes, 
on  connaîtra  les  valeurs  correspondantes  de  l’angle  BOK  que  l’on  por- 
tera sur  le  quart  de  cercle  F.D  en  indiquant  en  B la  valeur  du  poids  P. 
Mais  les  choses  ne  se  passent  pas  ainsi  en  réalité;  le  poids  du  bras  de 
lc\  ier  OA  et  du  plateau  vide  écarte  OB  de  la  position  verticale  OE  et 
le  place,  à vide,  dans  une  position  Od  que  l’on  marquera  sur  le 
limbe  Eü.  On  peut  concevoir  cet  effet  comme  obtenu  par  un  certain 
poids  P suspendu  en  A et  faire  abstraction  de  la  pesanteur  du  bras  OA  ; 
alors  si  ou  désigne  para  l’angle  connu  dOE,  il  viendra,  en  remplaçant 
P par  p, 

P OA  . , l’O 

tang  a = — d ou  p=^Q—  tang  a. 


et  lorsqu’un  corps  P sera  placé  dans  le  plateau,  il  faudra  considérer 
celui-ci  comme  portant  en  réalité  la  charge  P p,  de  sorte  que  l’on 
aura 


tang  BOE  =- 


_p  OA 
■ FO  ' 


P OA 
'q'hï 


tang  a. 


celte  équation  fait  connaître  la  loi  de  la  graduation  du  limbe  DE  et 
conduit  à une  construction  géométrique  très  simple.  Si  on  la  met  sous 
la  forme 

tang  BOE  — tang  a i O.V 
P Q üf’ 


comme  le  second  membre  est  constant,  on  voit  que  tang  BOE  — tang  a 
est  proportionnel  au  |>oids  P et  que  par  conséquent,  en  prenant  OE 
pour  rayon  des  tables  irigonométriqucs,  ce  ou  tang  BOE  — tanga  est 
jiroporlionncl  au  poids  P;  d’où  il  suit  que  si  l’on  marque  sur  la  tan- 
gente Eli  les  points  c et  </  corrcsponilanls  à une  charge  nulle  et  à une 
charge  d'un  kilogramme,  les  points  correspondants  à des  charges  de 
2,  .3....  kilogrammes  se  trouveront  en  portant  à la  suite  de  rg  des 

IA 
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longueurs  égales  à aj.  La  graduation  du  linilie  s’elTeftiie  en  joignant 
le  rentre  O à ces  dilférents  points  de  division. 

70.  Equilibre  des  imulies.  — On  appelle  poulie  une  roue  traversée 
par  un  axe  fixe  autour  dmpiel  elle  a la  liberté  de  tourner  et  dont  la 
circonlérenre  est  creusée  en  gorge  pour  re^•e^oir  un  cordon  aux  extré- 
mités duquel  sont  appliquées  la  puissance  et  la  résistance  dans  un  plan 
perpendiculaire  à l’axe.  Lliiand  1a  poulie  est  immobile,  on  peut  la 
réduire  à un  levier  coudé  AOIl  (llg.  33)  dont  les  deux  bras  sont  égaux 
et  aux  extrémités  desquels  les  deux  forces  P cl  Q agiraient  normalc- 
menl;  car  on  peut,  sans  troubler  l’équilibre,  considérer  les  parties 
extrêmes  du  cordon  comme  fixées  aux  points  de  contact  A et  B,  puis 
supprimer  toutes  les  parties  de  la  poulie  qui  ne  coniribuent  pas  imftté- 
diatement  à l’équilibre  et  ne  conserver  par  la  pensée  que  les  deux 
rayons  qui  aboutissent  à ces  points.  Comme  les  moments  par  rapport 
au  point  O,  P. AO  et  Q.BO  sont  égaux  quand  il  y a équilibre,  on  voit 
que  les  forces  P et  Q doivent  être  l'galcs.  Si  la  poulie  n’était  pas  cir- 
culaire, l’égalité  des  deux  forces  serait  encore  nécessaire  pour  l’équi- 
libre, pourvu  que  l’on  lit  abstraction  du  frottement  qu’exerce  la  corde 
dans  la  gorge;  car  les  forces  étant  inégales,  il  est  évident  que  la  plus 
grande  des  deux  entrainerait  le  cordon  en  le  faisant  glisser.  L’égalité 
des  forces  est  donc  nécessaire  autant  que  l’égalité  des  moments.  D’où 
il  suit  que  l’équilibre  d’une  poulie  non  circulaire  n’est  possible  ([uc 
dans  les  positions  où  les  cordons  sont  h égale  distance  de  l’axe.  La 
pression  que  supporte  l’axe  O est  représentée  par  la  résultante  de  ces 
deux  forces,  résultante  qui  divise  l’angle  .VCB  en  deux  parties  égales 
cl  est  égale  à 

l/p*  Q-  a-  2PQ  cos  a = V[/i  (1  -i-  cos  «)  = 2P  cos  - «=  — ■ P, 

eu  représentant  par  a l’angle  formé  par  les  directions  de  P et  Q.  .Si 
les  cordons  sont  parallèles,  « est  nul  et  la  pression  devient  ;2P. 

77.  Poulie  mobile.  — Dans  la  poulie  proiiremcnt  dite,  l’axe  c.st 
fixe.  Quand  l’axe  est  lui-même  mobile,  on  obtient  une  autre  machine 
dite  poulie  mobile  dans  laquelle  1a  puissance  et  la  résistance  sont  dis- 
posées  d’un  autre  manière.  \ Taxe  O (lig.  îiti)  de  la  iioiilie  est  appli. 
(|uée  la  résistance  K par  rintermédiaire  d’une  pièce  00'  appelée 
rliuppe.  L’une  des  extrémités  du  cordon  est  lixée  en  A cl  à l’autre 
extrémité  est  appliquée  la  puissance  P de  manière  que  les  deux 
cordons  et  la  résistance  soient  renfermés  dans  un  meme  plan.  Pour 
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trouver  les  cuiulilions  il'éqiiilihre,  mniirquuns  ()iie  si  lu  niaeliiiie 
est  immobile,  ou  [icul  suis  troubler  l'équilibre  rendre  Taxe  o lixe 
et  substituer  nu  jioint  fixe  A une  foree  Q équivalente  à lu  pression 
qu’éprouve  ce  point.  Dans  cette  hypothèse  la  machine  devient  une 
poulie  fixe  dont  l’uxe  suiiporle  une  pression  représentée  [lur  R;  or, 
l’on  a vu  (X"  7(i)  1”  que  les  forces  P cl  Q sont  égales,  2“  que  la 
direction  de  K divise  en  deux  parties  égales  l’uiigle  formé  par  Pu 
cl  Qa'  et  enfin  ô“  que  R est  donné  par 

R = 21*  cos  i a = — P ; 

2 uo 


d’où  il  suit  que  l’on  a 


P : R = uo  : oo', 


e’esl-ù-dire  que  dans  la  poulie  mobile,  1"  /u  ptiissuitce  est  à la  ré- 
■fistaiice  comme  le  rayon  de  la  poulie  est  à la  sous-lendanle  de  l'arc  de 
la  poulie  emiirassé  par  le  cordon  et  2“  la  tension  supportée  par  le 
point  fixe  A est  éyule  à la  puissance  P. 

On  construit  des  machines  composées  de  plusieurs  poulies  mobiles, 
réagissant  les  unes  sur  les  autres  comme  l’indique  la  ligure  57,  Kn  dc- 
signaul  par  f,  t'  les  tensions  des  cordons  ao'  et  do",  la  première 
poulie  mobile  o sera  en  équilibre  sous  raclion  des  forces  P cl  t,  la 
seconde  o',  sous  l’action  de  t et  l'  et  la  troisième  o",  sous  l’action 
de  t'  et  Q;  on  a donc  les  proportions 

P ; ( = (il)  ; au 
l ; t'  = de  ; do’ 
t':Q  = ijh  : yo‘,  1 . 
d’où  l’on  tire,  en  inultijilianl  termes  à terincs , 

P : Q ==  nb . f/p . y h : ao.do'.  i/o". 

Cette  proportion  apprend  que  dans  une  semblable  machine,  lu  puis- 
sance est  ù la  résistance  comme-le  produit  des  soustendantes  des  arcs 
embrassés  par  les  cordons  est  an  produit  des  rayons  des  poulies. 

ün  déiluit  aussi  îles  proportions  précédentes  les  valeurs  des  tensions 
t et’S^lcs  cordons  et  uar  conséquent  des  efforts  auxqnelsTcs  points 
fixes  c,pel  k doivent  /insister.  Si  les  cordons  sont  |tarallèles,  les  sous- 
tendantes  deviennent  des  diamètres  et  la  proportion  précédente  devient 

P : Q = 2»  : I 
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ou  gKiicraloiiu'iil,  ii  élan!  le  nonilirc  de  jwulirs  moltilcs, 

P : (J  = 2'  : I . 

78.  Jùiuitibre  du  moufle.  — On  appelle  moufle  (lig.  58)  un  svstèmc 
de  plusieurs  poulies  ayant  un  a\c  eoniniiin  ou  ayant  leurs  axes  portes 
par  la  nièine  e!iu|>)>e.  Les  inaeliines  dans  la  composition  des  quelles 
entre  le  nioude,  en  eonticnnent  ordinairement  deux,  dont  l'un  est 
attaelié  à un  point  fixe  et  l’autre  est  mobile,  l’n  meme  cordon  fixé 
par  l'nne  de  .ses  extrémités  à l’une  des  chappes  passe  alternativement 
dans  la  gorge  de  l’une  des  poulies  fixes  et  de  l'une  des  poulies  mobiles; 
à l’autre  extrémité  est  appliquée  la  résistance  Q destinée  à faire  équi- 
libre à une  puissance  P appliquée  à la  chappc  mobile  Pour  trouver 
les  conditions  d'équilibre,  il  suffit  de  remarquer  que  d’une  part,  le 
cordon  étant  unique  doit  être  également  tendu  dans  toutes  ses  parties 
et  que  d’un  autre  coté,  la  machine  étant  immobile,  on  peut  sans 
troubler  l’équilibre,  considérer  les  poulies  mobiles  eoiumc  attachées 
à leur  ebappe  commune;  alors  la  force  P sera  tenue  en  é(juilibrc  par 
les  tensions  de  tous  les  cordons  qui  aboutissent  à cette  ebappe;  si  donc 
on  suppose  ces  cordons  parullèlc.s  entre  eux  et  en  nond>re  «,  comme 
lu  tension  commune  est  Q , la  résultante  des  tensions  agissant  paral- 
lèlement sur  la  ebappe  mobile  sera  »Q  et  l’on  aura 

P = nQ  ou  Q ; P = 1 : « 

c’est-à-dire,  <|ue  dans  le  moufle,  ta  puissauce  est  à la  résistance  comme 
ruiiilé  est  au  nombre  de  cordons  qui  aboutissent  à la  cliappe  mobile. 

7!>.  Equilibre  du  treuil.  — Le  tour  ou  treuil  est  un  appareil  com- 
posé d’un  cylindre  ordinairement  bori/.onlal  AB  (fig.  5!l),  mobile 
autour  de  son  axe  dont  les  extrémités  se  nomment  tourillons,  et  d’une 
grande  poulie  Cl)  ayant  son  cenin;  )dacé  dans  l’axe  du  cylindre  et  son 
plan  perpendiculaire  à cet  axe.  Dans  la  gorge  de  cette  poulie,  a laquelle 
ou  donne  le  nom  de  roue,  est  fixé  un  cordon  à l’extrémité  duquel 
on  appliipie  la  résistance  t).  .Sur  le  cylindre,  qu’on  nomme  arbre, 
s’enroule  en  sens  inverse  un  antre  cordon  portant  un  poids  P qui  tient 
lieu  de  puis.sance  et  faisant  avec  .\B  un  angle  droit.  Pour  trouver  le 
rapport  entre  P et  Q nécessaire  pour  l’équilibre,  remarquons  que  cet 
aiq)arcil  étant  un  corps  solide  mobile  autour  d’un  axe,  il  résulte  du 
N”  45  que  les  moments  des  forces  qui  tendent  à le  faire  tourner  en 
sens  inverse  doivent  être  égaux;  on  a donc  pour  condition  d’éijuilibre 

Q.oE  = P.oT  ou  P ; Q = oE  : o’F 
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c’cst-ù-ilirc,  que  la  piitSHance  est  à lu  résistance  comme  le  rayon  île  la 
roue  est  au  rayon  de  l'arbre. 

Les  pressions  que  suppurleiil  les  deux  luurillons  A et  B se  déter- 
minent en  remanjimnt  que  les  l’oi-ees  P et  Q peuvent  être  trunsportées 
parnllèlement  à elles-mèines  en  P'  et  Q',  en  introduisant  deux  couples 
P.o'F  et  Q.oK  pcrpendicnluircs  à l’axe,  couples  qui  sont  égaux  et  de  signes 
contraires  quand  il  y a équilibre.  L’axe  n’éprouve  donc  d’autre  pres- 
sion que  celle  qui  provient  de  P’  et  de  Q'  agissant  en  o'  et  o.  Décom- 
posons ehacunc  de  ces  deux  forces  en  deux  antres  parallèles  et  appli- 
quées en  A et  B;  les  résultantes  des  deux  composantes  qui  agissent 
sur  eliacun  de  ces  points  seront  les  pressions  des  tourillons. 

Si  les  cordes  qui  s’enroulent  sur  l’arbre  et  sur  la  roue  avaient  des 
diaiuclres  sensibles,  il  faudrait  aux  rayons  de  l’arbre  et  de  la  roue 
ajouter  le  rayon  de  la  corde  alin  de  réduire  eelle-ei  à son  axe. 

La  résistance  n’est  pas  toujours  transmise  à la  machine  au  moyen 
d’une  corde  qui  s’enroule  sur  la  roue;  souvent  cette  force  est  appli- 
«luée  à un  levier  encastré  dans  l’arbre  et  figurant  un  rayon  de  celte 
l'oue.  Loreque  1a  force  est  perpendiculaire  à ec  levier  et  renfermée 
ilans  un  plan  perpendiculaire  à l’arbre,  la  proportion  précédente  doit 
être  maintenue;  dans  le  cas  contraire,  la  résistance  Q est  la  com- 
posante estimée  normalement  à l’axe  et  la  plus  courte  distance  de 
celte  force  à l’axe  tient  lieu  de  levier. 

80.  Kfjuilibre  d'un  système  de  treuils.  — La  condition  d’équilibre 
<run  appareil  composé  d’un  système  de  treuils  réagissant  les  uns  sur 
les  autres  comme  l’indique  la  figure  (iO,  s’(tblienl  en  remarquant  que 
l'éipiilibre  doit  exister  dans  chaque  treuil  en  particulier;  si  donc  un 
désigne  par  t et  t'  les  tensions  des  cordons  ce  et  fh,  les  forces  P et  t, 
t et  t',  l'  et  Q devront  se  faire  é<iuilibrc  autour  de  chaque  treuil,  ce 
qui  exige  que  l’on  ail 

V : t = ac  : ab 
t : t'  — df:  de 
t'  : y = yi  : gh, 

d’où  l’on  tire  en  mulliplanl, 

P : Q = ac.df.gi  : ab.de.yh 

e'est-ii-dire , que  la  puissance  cstà-la  résistance  comme  le  produit  des 
rayons  des  arbres  est  au  produit  iCes  rayons  des  roues. 

81.  £fjuilibre  d'un  système  de  leviers.  — Proposons-nous  de 
chercher  les  conditions  d’équilibre  d’une  machine  composée  d’nn 
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iisseinlilage  de  leviers  druils  mi  coudés  ,\D,  UC,  CD  (fig.  01),  réagis- 
sant les  uns  sur  les  outres  et  ayant  jiour  points  d’appui  ü,  ü',  O".  Si 
on  désigne  par  P et  la  puissunce  et  la  résistance  qu’on  supposera 
pcrpendieiilaireN  0.\  et  0"D  et  par  (,  /’  les  pressions  exercées  en  B 
et  C par  le  liras  d’un  levier  sur  relui  du  levier  suivant,  pressions  que 
nous  supposerons  dirigées  pcrpeiidieiilaircinenl  à OB  et  O'B,  O'C 
et  Ü"C,  on  doit  |>üur  assurer  l’équilibre  de  chaque  levier,  avoir  les 
proportions  suivantes  ; 

P : t = OU  : OA 
/ : t = O C : O'B 
r : (}  = O "D  : O "C. 

Kn  les  iniiliipliant,  ou  trouve 

P : Q = OB.O'C.O  "D  : OA.O'B.O'  C 

c’est-à-dire,  que  la  puisaance  est  à la  résistance  comme  le  produit  des 
brus  de  levier  placés  du  côté  de  la  résistance  est  au  produit  des  bras 
de  levier  placés  du  côté  de  la  puissance. 

F.es  proportions  précédentes  donnent  aussi  les  valeurs  des  pressions 
t et 

t'ijuilibre  d'un  système  de  roues  dentées.  — On  appelle  roue 
dentée  un  cercle  matériel  d’une  certaine  épaisseur,  mobile  autour  de 
son  axe  cl  ayant  sa  cireonl'ércnce  garnie  de  filets  saillants  ou  dents 
disposés  régulièrement  de  manière  à engrener  avec  les  filets  ou  dents 
d’une  roue  juxla-posée.  Ordinairement  une  roue  dentée  fait  corps 
avec  une  seconde  roue  eoneenlriqiic  et  d'un  rayon  plus  petit  appelée 
piejnun.  Considérons  l'aiiparcil  représenté  par  la  figure  f>2,  dans 
Icipiel  la  première  roue  dentée  est  remplacée  par  une  grande  poulie 
dans  la  gorge  de  laquelle  est  enroulé  un  cordon  tiré  par  la  ré- 
sistance Q.  Le  dernier  |>ignon  est  aussi  remplacé  par  un  arbre  autour 
duquel  est  enroulé  un  autre  cordon  portant  un  poids  P ou  la  puissance. 
Le  rapport  nécessaire  entre  P cl  Q pour  qu’il  y ail  équilibre,  se 
trouve  en  remarquant  qne  si  l'on  supprime  par  la  pensée  toutes  les 
parties  nialérielles  qui  ne  servent  pas  immédiatement  à maintenir 
l’équilibre,  l’appareil  se  réduit  à un  système  de  leviers  ««’,  o'o",  a''a” 
droits  on  coudés,  ayant  leurs  points  d’appui  en  c,  c',  c"  cl  réagissant 
les  uns  sur  les  autres  comme  an  N“  81.  On  a donc  la  proportion 

P : (J  = uc.a'c'.a”c"  ; ca' .c'a" .c'a''' 
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(■.Vsl-à-(liro  «jiic  daiiü  un  systèiiip  dp  rmips  dcntpps  rn  pqiiililirp,  /« 
puissanre  vxt  à la  ré.si.slaner  ranime  le  praihiit  ile$  rayons  îles  roues 
est  au  produit  des  rayons  des  pignons. 

S."),  liriiiilibre  dans  le  cric.  — Le  cric  ([lie  l'on  eiiipinie  pour  soule- 
ver de  grands  fardeaux,  est  composé  d’une  barre  de  fer  AB  (fig.  05) 
garnie  de  dents  epii  engrènent  avec  eellifil’un  pignon  F tournant 
autour  d’un  axe  F au  moyen  d’une  mani^elle  G.  La  barre  et  le 
pignon  sont  ordinairement  renfermés  dans  une  boite  ou  chasse  (’.D. 
Le  fardeau  ou  la  puissance  P se  place  sur  la  tète  A de  la  barre  ou 
sur  le  erorbet  B situé  à l’autre  extrémité  cl  le  ])ignon  en  tournant 
avec  la  manivelle  à laquelle  on  appliijuc  la  résistance  Q,  soulève  la 
barre  et  par  suite  le  fardeau.  On  trouve  le  rapport  de  la  puissance  à la 
résistance  pour  l’équilibre,  en  remarquant  que  le  fardeau  agit  sur  le 
pignon  de  la  même  manière  que  s’il  était  suspendu  à l’extréinité  d’un 
cordon  enroulé  sur  ce  pignon,  et  la  puissance  appliquée  à la  manivelle 
peut  être  considérée  eonime  agissant  tangentiellemenl  à une  roue 
ayant  GF  pour  rayon.  De  cette  manière,  le  cric  se  trouve  transformé 
en  un  tour  et  le  rapport  de  la  puissance  à la  résistance  est  donné  par 
le  rapport  du  rayon  de  la  roue  ou  de  la  manivelle  au  rayon  du  pignon. 

On  «btnne  plus  do  puis.sance  a celle  machine,  en  plaçant  entre  le 
pignon  de  la  manivelle  et  la  barre,  une  roue  dentée  munie  de  son 
pignon.  La  machine  <|ui  prend  alors  le  nom  de  cric  comyawé(lig.  t>4)  peut 
être  romparéc  à un  système  de  roues  dentées,  et  il  est  visible  que 
le  rapport  de  la  puissance  à la  résistance  est  égal  au  rapport  du  pro- 
duit <lcs  rayons  de  la  roue  et  de  la  manivelle,  au  produit  des  rayons 
des  deux  pignons. 

84.  EguiUhre  des  coriles.  — Une  corde  mathématique  est  une  ligne 
inextensible,  parfailemcnt  ilexihie  en  tout  sens,  sans  épaisseur  et  sans 
pesanteur.  Pour  qu’une  corde  devienne  une  machine  dans  l’acception 
donnée  à ce  mol(N"  71),  il  faut  que  l’un  de  se.s  points  soit  rendu  fixe 
nu  du  moins,  soit  géné  pur  un  obstacle.  Soit  donc  O un  point  fixe  aii- 
(|uel  est  lié  la  corde  B.4G  (lig.  6îi)  au  moyen  de  la  corde  AO.  Aux 
points  B et  C sont  appliquées  la  puissance  P cl  la  résistanre  Q.  Pour 
qu’il  y ail  équilibre,  il  faut  qu’en  désignant  par  t la  tension  du 
rordon  AO,  les  trois  forces  P,  Q et  t se  fassent  équilibre  autour  du 
point  A,  ce  qui  exige  que  l’on  ait  ^ 

P : 0 : t = sin  GAO  : siii  B.\0  : sin  B.\G. 

Gelle  double  proporliou  fait  connaitre  la  tension  t et  le  ra|qiorl  de 
P à Q. 
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Si  In  corde  BAC,  nu  lieu  J’èlre  nllneliéc  à la  eorde  AO  nu  point  A, 
nvail  la  lilierlé  de  glisser  dans  un  nniienii  ou  dans  un  nœud  A,  les  pro- 
portions pr«‘eédentes  ne  sulliraient  i)lus  |)our  assurer  l'équilibre;  il 
faudrait  en  outre  que  les  forces  I’  et  Q fussent  égales  pour  que  1a 
eorde  ne  glissât  pas  dans  l'anneau.  Cette  double  proportion  apprend 
qii'alors  la  droite  AO  divise  l'angle  BAC  en  deux  parties  égales  cl  que 
la  tension  f est  égale  â P multiplié  par  le  rapport  du  sinus  de  BAC  ou  a 
au  sinus  de  la  moitié  de  eet  angle,  c'est-à-dire  que  t est  égal  à 

à 2P  cos  - a. 

O 

8’i.  Pt  oblèiiies.  • — Ce  (jui  pi-écède  donne  iinniédialenient  la  solution 
du  problème  suivant,  ipii  n'est  (pi'iin  ras  particulier  de  la  théorie  du 
polygone  funiculaire  auquel  on  donne  aussi  le  nom  de  machine  funi- 
culaire. l’ue  carde  eut  atlachée  aux  deux  points  fixes  A et  B et  en  un 
point  C de  cette  corde  est  suspendu  un  poids  P.  On  demande  (a 
position  d'éc/uiHhre  ainsi  /]ue  les  tensions  l et  t'  (lig.  lili)  <ju  éprouvent 
les  rordes  AC  et  BC,  c'est-à-dire  les  pressions  des  points  de  suspension 
A et  B.  Comme  les  tensions  t et  t'  font  équilibre  à P,  ces  trois  forces, 
c'est-à-dire  les  deux  cordons  cl  P doivent  se  trouver  dans  un  même 
plan,  lequel  est  vertical  puisque  P est  un  poids.  Cela  posé , si  dans 
ce  plan  on  mène  la  verticale  AY  et  riiorizonlalc  .\X,  la  forme  d'équi- 
libre sera  donnée  par  l'angle  BAX,  ]inisqite  le  triangle  ABC  est  donné 
par  ses  trois  câlés  et  eet  angle  est  connu  puisqu'on  donne  les  coordon- 
nées du  point  de  suspension  B.  (jnant  aux  tensions  t et  t’,  comme  on 
doit  pour  l'éipiilibre  avoir  les  pnqiortions 

/ : P = sin  PCB  ; sin  ACB 
f : P = sin  PCA  : siu  ACB, 

celles-ci  donneront  les  valeurs  de  t et  t\  car  l'angle  ACB  se  déduit 
du  triangle  ABC,  l'angle  PCA  est  égal  à l'angle  connu  CAX  angincnlé 
d'un  angle  droit  et  l'angle  PCB  est  le  supplément  à quatre  angles 
droits , des  angles  connus  PCA  et  ACB. 

Si  le  poids  P au  lieu  d'étre  attaebé  au  point  C de  la  corde  ACB , 
était  suspendu  à un  anneau  ayant  la  liberté  de  glisser  sur  cette  corde, 
il  faudrait,  comme  on  l'a  vu,  ajouter  aux  deux  proportions  la  con- 
dition que  les  forces  t et  t’  sont  égales  ou  que  la  droite  CP  divise 
l'angle  ACB  en  deux  parties  égales.  La  position  du  point  C sera  ainsi 
complclement  déterminée,  car  si  on  désigne  par  x,  y scs  coordonnées 
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rapportées  à l’iiorizoïitiiie  A.\  et  à la  verticale  .\Y,  et  par  a,  h les 
coordonnées  connues  de  D,  on  aura  jioiir  exprimer  que  la  corde  ACB 
a une  longueur  invariable  /, 

j/ï’  -I-  ÿ*  •+•  ^ {x  — uj*  -+-  (ÿ  — II)*  = l 

et  pour  exprimer  que  la  verticale  CP  divise  l’angle  ACB  en  deux  par- 
ties égales  ou  que  les  droites  AC  et  CB  font  avec  l’axe  des  Y des 
angles  égaux , 

X a — X 

Ces  deux  équations  résolues  par  rapport  à x et  y feront  connaître  la 
position  du  point  C. 

Il  est  à remarquer  que  ce  point,  lorsqu’il  se  déplace,  décrit  une 
ellipse  qui  a A et  B |iour  foyers  et  AC  et  BC  pour  rayons  vecteurs. 
Comme  la  verticale  CP  divise  l’angle  ACB  des  rayons  vecteurs  en  deux 
parties  égales,  cette  verticale  est  une  normale  h l’ellipse  et  par  con- 
séquent la  tangente  en  C est  horizontale.  On  voit  donc  que  le  poids 
s’arrêtera  au  point  le  plus  bas  possible. 

Appliquons  encore  la  théorie  de  l’équilibre  des  cordes,  à la  solution 
du  problème  suivant  : une  corde  ABCD  (fig.  07)  est  attachée  en  A et  D 
et  porte  deux  poids  P et  P'  suspendus  aux  mruds  B et  C.  Trouver  sa 
forme  d’équilibre. 

Désignons  par  /,  /’,  l"  les  longueurs  des  trois  cordons,  par  a,  u\  a" 
leurs  inclinaisons  sur  une  verticale  et  |iar  m et  « 1a  distance  horizon- 
tale .VD'  des  |)oints  A et  D cl  leur  différence  de  niveau  DU'.  Un  a vu 
(N“  05)  (|uc  le  polygone  est  renfermé  dans  nn  plan  vertical.  De  plus 
comme  la  somme  ahjébriiiue  des  projections  horizontales  et  verticales 
des  cordons  est  égale  îi  AD'  et  à DD',  on  a 


/ sin  a 1 T sin  a'  -t-  l"  sin  a’’  = m 
l cos  « -1-  /'  cos  a'  1"  cos  a"  = n. 

Kn  outre  les  conditions  d’eiquilibre  des  nœuds  B et  C fournissent  les 
proportions  suivantes,  ( étant  la  tension  du  cordon  BC, 

P : t = sin  (n'  — a)  : sin  a 

/ : P'  = sin  a"  : sin  (o"  — «'). 

15 
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Ces  quatre  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  ( et  a,  a',  u"  qui 
détcrinincnt  la  forme  du  polygone.  Les  proportions 

Q : t = sin  II'  : sin  a,  Q'  : t ==  siii  a'  : sin  a" 


feront  ensuite  connniire  les  tensions  Q et  Q'  des  cordons  extrêmes 
B.\  et  CD. 


Si  le  poids  P'  était  inconnu  et  qu’on  demandât  1a  valeur  qu’il  devrait 
avoir  pour  que  le  cordon  BC  eut  une  inclinaison  donnée,  fut  horizon- 
tal par  exemple,  on  ferait  a'  égal  à ^et  les  quatre  équations  étant  ré- 


solues donneraient  les  valeurs  de  a,  a",  t et  P'. 

Si  BC  était  une  droite  rigide  portant  en  E un  poids  R,  on  décompo- 
serait R en  deux  poids  P et  P'  appliqués  en  B et  C,  savoir 


P.= 


et  en  suhstitiiant  leur  valeur  dans  les  quatre  équations  précédentes, 
on  déduirait  de  eelles-ri  les  valeurs  des  quatre  ineonniics  a,  a',  a"  et  f. 

Enfin  si  l’on  demandait  de  déterminer  la  position  que  doit  avoir  Ic 
point  E sur  la  droite  rigide  BC  pour  que  cette  droite  ait  une  inelinaison 
donnée,  pour  qu’elle  soit  horizontale  pur  cxcniplc,  on  ferait  n'  égal  à 
un  angle  droit  et  en  remplaeanl  P et  P'  par  les  valeurs  données  plus 
haut,  la  distance  BE  deviendrait  la  quatrième  ineonmic. 

80.  Équilibre  mr  un  plan  incliné.  — La  machine  à laquelle  on 
donne  le  nom  de  plan  incliné  sc  compose  d’un  [dan  sur  lequel  est 
appuyé  un  corps  soumis  à l’action  de  deux  forces  qui  se  font  équilibre. 
Si  le  corps  n’est  appuyé  qu’en  un  seul  de  ses  [mints,  il  faut  cvidcni- 
inent  et  il  suffit  pour  l’équilifire  que  la  résultante  des  deux  forces  soit 
normale  au  [dan  au  point  d'a[q)ui,  et  tende  à [iresser  le  coiqis  contre 
le  [ilan,  ce  i|ui  exige  1"  que  les  deux  forces  et  la  normale  élevée  sur 
le  [dan  nu  [loiiit  d’appui  soient  reufermées  dans  un  même  plan,  2"  que 
le  point  de  reneonlre  des  deux  forces  soit  renfermé  dans  la  iiornialc 
et  ,■>“  que  les  uiomcnls  des  deux  forces  soient  égaux  [lar  rapport  nu 
[loint  irn[)[iui  qui  doit  être  un  des  [loints  do  la  résultante.  Il  suit  delà 
que  si  AB  (fig.  08)  représente  le  plan  incliné,  P cl  Q les  deux  forces 
et  C le  point  d’appui,  le  plan  de  la  figure  étant  celui  qui  eoiiticnt  les 
deux  forces  et  la  normale  CD  au  plan  AB,  on  doit  avoir  [loiir  l’équilibre 

P.Cp  = Q.Cq 

ou  bien,  en  désignant  par  a cl  § les  inclinaisons  de  P et  Q sur  la  nor- 
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male  CD  cl  remplaçant  C;>  cl  Cf/  par  leur  valeur  Urée  des  triangles 
rectangles  DC/j  et  DCq, 

P sin  a = ^ sin  p. 

Cette  équation  de  condition  de  rdquilibre  entre  la  puissance  P cl  la  ré- 
sistance Q exprime  évidemment  que  ces  forces  estimées  parallèlement 
au  plan  sont  égales  cl  directement  opposées.  La  pression  que  supporte 
le  plan  est  la  résultante  de  P et  Q dirigée  suivant  CD.  Cette  résul- 
tante peut  s’obtenir  en  décomposant  P et  Q respectivement  en  deux 
forces  dirigées  suivant  DC  et  It'  ; la  somme  des  composantes  suivant 
DC  ou 

P cos  a -t-  Q cos  P 

représente  la  pression , tandis  que  les  deux  autres  se  détruisent. 
Onlinaircincnl  l’une  des  deux  forces,  la  résistance  Q (fig.  G'J)  par 
exemple,  est  le  poids  meme  du  corps  appliqué  à son  centre  de  gra- 
vité G;  alors  le  plan  AB  devient  un  plan  incliné  sur  l'borizon  AH 
et  les  conditions  d’équilibre  peuvent  se  modifier  de  la  manière  sui- 
vante : I"  la  puissance  P et  le  centre  de  gravité  G doivent  être  renfer- 
més dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  incliné,  on,  ce  ipii 
rcNient  au  incine,  le  plan  qui  contient  la  force  P et  le  centre  de  gravité 
doit  être  perpendiculaire  à rinlersection  A du  plan  incliné  et  dn  plan 
horizontal.  2“  Le  point  de  rencontre  de  P cl  de  la  verticale  Q passant 
jiar  le  centre  de  gravité  doit  être  contenu  dans  la  normale  élevée  sia- 
le plan  au  point  d’ap|ini  C et  5"  on  doit  avoir 

P sin  a = Q sin  |î 

a et  |9  étant  les  inclinaisons  de  P et  de  Q sur  la  normale  CD.  11  est 
visible  ipie  ^ est  aussi  l’inclinaison  A du  plan  sur  l'borizon. 

Si  on  suppose  successiveincnl  la  jniissance  P borizonlale  cl  parallèle 
au  plan  incliné,  l’angle  a devient  eoinidémenlaire  de  (3  dans  le  pre- 
mier cas  cl  droit  dans  le  second;  la  troisième  condition  d’équilibre 
prend  donc  l’nne  ou  faiitre  des  deux  formes 

Peosj3  = Qsin^  ou  P =■  Q sin 

En  construisant  le  triangle  rectangle  ABU  dans  lequel  AB,  AH  cl  BH 
SC  noniincnt  loiiijneur,  Imac  cl  hauteur  du  plan  incliné,  ces  équations 
deviennent  en  remplaçant  p par  sa  valeur  tirée  de  ce  triangle, 

P _ im  _ «Il 
Q~"AH’  Q“ÂB 
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c’cst-à-dirc,  que  dans  le  premier  cas,  la  puissance  est  à la  résistance 
ou  an  poids,  comme  la  hauteur  du  plan  incliné  est  d sa  hase.  Dans 
le  second,  ta  puissance  est  au  poids  comme  la  hauteur  est  à la  lon- 
ejueur. 

Lorsque  le  corps,  au  lieu  d’être  appuyé  par  un  seul  jioint  contre 
le  plan  incliné,  l’est  par  |ilusicurs  points  ou  par  une  hase  d'une 
certaine  élcmliie,  il  faut  et  il  suflit  pour  l’éqiiililire  que  la  puis- 
sance et  la  résistance  nient  une  résultante  normale  au  plan  et  que 
celle-ci  tombe  dans  rinléiieiir  de  la  base.  Si  la  résistance  est  le 
poids  même  du  corps,  la  (ircmière  condition  exige  que  la  puissance 
et  le  centre  de  gravité  soient  renfermés  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à rintersection  A du  plan  incliné  et  de  riiorizon.  La  seconde 
condition  exige  que  la  normale  abaissée  sur  le  plan  du  point  de 
rencontre  de  1’  et  de  Q tombe  dans  rintérieur  de  la  base.  La  pro- 
portion entre  le  poids  et  la  force  P reste  la  même  que  ci-dessus. 

Si  un  point  matériel  pesant  m ayant  un  poids  Q ne  pouvait  que 
glisser  le  long  d’une  courbe  donnée  AB  (lig.  70)  et  qu’il  fut  retenu 
en  équilibre  par  une  force  P,  il  faudrait  pour  l’équilibre  que  la  résul- 
tante de  y et  P fut  normale  à la  courbe  et  )>ar  conséquent  à sa  tan- 
gente tt'  au  point  m,  c’est-à-dire  ipic  les  composantes  de  Q et  de  P 
dans  le  sens  de  la  tangente  fussent  égales  et  opposées  (N*  43),  condi- 
tion (pii  peut  servir  à trouver  les  rapports  de  grandeur  et  de  position 
de  la  force  I’  et  du  poids  (J.  Dans  l’Iiypotlièse  où  P serait  renfermé 
dans  le  plan  vertical  passant  par  la  tangente  tt’,  les  conditions  d’équi- 
libre seraient  celles  qui  ont  été  trouvées  nu  commencement  de  cet 
article,  et  en  désignant  comme  plus  haut  |iar  ^ l’inelinaison  de  tt’  sur 
riiorizon,  on  aurait 


P = g sin  fl  ou  P = g lang  p 

selon  que  P est  parallèle  à W ou  dirigé  horizontalement. 

87.  Equilibre  dans  la  vis.  — Passons  à la  recherche  des  conditions 
d’équilibre  dans  la  vis.  La  vis,  considérée  comme  machine,  se  com- 
pose d’une  vis  pnqirement  dite  et  de  son  écrou.  La  première  est 
ordinairement  rendue  lixe  par  une  de  ses  extrémités  et  une  pres- 
sion est  exercée  sur  l’écrou  parallèlement  à l’axe  de  la  vis.  Cette 
pression  tend  à déplacer  l’écrou  en  le  faisant  tourner  autour  de  la  vis  ; 
une  seconde  force  est  donc  nécessaire  pour  empêcher  l’iVrou  de 
tourner  et  c’est  le  rapport  entre  ces  deux  forces  (pi’il  s’agit  de  déter- 
miner. Avant  de  le  chercher,  rappelons-nous  ipie  la  vis  proprement 
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dite  SC  compose  d’un  cylindre  à Iwse  circulaire  revèlu  d’un  filet  saillant 
adhérant  à la  surlaue  et  tourné  en  hélice,  dont  la  construction  peut 
SC  concevoir  de  cette  manière  : on  trace  sur  la  surface  convexe  une 
hélice  (voir  le  calcul  différentiel,  N"  1 12)  et  l’on  fait  glisser  un  poly- 
gone le  long  de  cette  eourlie,  de  manière  ipic  l’un  des  sommets  y 
élant  appuyé  cl  le  cèle  adjacent  restant  applicpié  contre  la  surface, 
le  plan  du  |)olygoiie  passe  constamment  par  l’axe  du  cylindre.  Ce 
polygone,  qui  est  ordinairement  un  recUingle  ou  itn  triangle,  engendre 
ainsi  le  filet  saillant.  Le  pas  de  vis  est  l’intervalle  entre  deux  filets 
consécutifs. 

On  nomme  écrou  un  corps  de  forme  quelconque  percé  d’un  orifice 
circulaire  de  même  diamètre  que  le  cylindre , et  dont  la  i)aroi  inté- 
rieure jiorte  en  creux  une  rainure  dans  laquelle  s’adapte  exactement 
le  filet  saillant  de  la  vis,  de  sorte  que  l’écrou  ne  peut  avancer  qu’en 
tournant  autour  du  cylindre.  Pour  étahlir  les  conditions  d’éipiilihrc, 
supposons  la  vis  verticale  et  remarquons  que  si  un  point  matériel 
pesant  m est  placé  sur  la  face  supérieure  du  filet  et  assujetti  soit  par 
un  fil  horizontal  Om  soit  de  toute  autre  manière,  à rester  à la  même 
distance  de  l’axe  00',  ce  point  m glissera  en  vertu  de  son  poids  Q le 
long  de  la  face  du  filet,  en  décrivant  une  hélice  AmB  ayant  le  même 
jias  que  l’hélice  primitive  tracée  sur  le  cylindre.  Pour  empêcher  ce 
glissement  le  long  de  la  courbe  AmB,  l’intervention  d’une  force  P 
sera  nécessaire  et  si  on  suppose  celle-ci  dirigée  horizontalement  et 
perpendiculairement  au  rayon  Om,  un  devra  avoir  pour  l’équilibre 
(voir  le  N“  8(i) 

P : Q = tang  a : 1 , 

a étant  l’angle  formé  par  la  verticale  Q avec  une  normale  à lu 
courbe  AB  et  renfermée  dans  le  plan  de  P et  Q,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  a étant  l’angle  constant  formé  par  les  tangentes  de  l’hélice  AB 
avec  la  base  du  cylindre;  un  a donc  en  désignant  par  p le  pas  île 
riiélicc  et  par  r le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  se  trouve  tracé  AB 
(voir  le  calcul  différentiel,  N”  112), 

I*  : Q = /)  : Hrrr. 

Si  le  point  matériel  jicsant  m au  lieu  d’être  retenu  directement  par 
une  force  P,  était  appuyé  contre  un  lev  ier  horizontal  Ot;  ayant  son 
point  d’appui  dans  l’axe  en  O,  et  qu’une  puissance  P’  parallèle  à P fut 
appliquée  à l’extrémité  de  ce  levier  en  C,  en  désignant  jiar  P la 
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pression  horizontale  du  point  m contre  le  levier,  on  aurait  d'une  part 


P : Q = ;j  ; 2rr 

cl  d’un  autre  cdlc , 

P':P  = r;OC; 
d’où  l’on  tire  en  multipliant , 

P' : Q = /).r  : 2:r.r.OC. 

Dans  cette  proportion , r disparait  et  il  vient  en  désignant  par  t le 
levier  OC , 

P'  : Q = ;»  : 

c’est-à-dire,  que  la  puissance  est  d la  résistance  comme  le  pas  Je  la 
vis  est  à la  circonférence  qui  a le  levier  pour  rayon. 

Considérons  mainlennnt  une  vis  avec  son  écrou.  Supposons  la  vis 
verticale  cl  sur  l’écrou  jilaçons  un  poids  ou  une  résistance  Q,  et 
adaptons  y un  levier  oC  prolongé  par  la  pensée  jusqu’à  l’axe  du 
cylindre  en  o.  Le  poids  que  nous  supposerons  réduit  à un  point 
matériel,  peut  être  transporté  en  un  point  quelconque  de  l’écrou; 
car  on  sait  qu’on  peut  circcluer  celle  translation  en  inlroiliiisanl  un 
certain  couple  dont  le  plan  est  ici  vertical  et  par  conséquent  parallèle  à 
Taxe  oo'  du  cylindre;  ce  couple  peut  donc  être  trans|)orté  dans  un  plan 
passant  par  cet  axe  Cxc  contre  lequel  les  Idrccs  viennent  se  détruire. 
Cela  posé,  si  on  transporte  le  poids  Q (llg.  72)  en  un  point  <lc  l’écrou 
placé  verticalement  au-dessus  du  point  a où  le  levier  rencontre  la 
surface  du  cvlindre,  on  pourra  faire  ahstraction  de  l’écrou  et  con- 
sidérer le  poids  comme  remjilacé  par  un  jioint  matériel  pesant  a 
assujetti  à glisser  sur  l'hélice  a/i,  tandis  qu’une  force  1’  agissant  ho- 
rizoïilalemenl  à rextrémité  du  levier  onC  s’oppose  à ce  glissement. 
Or,  on  vient  de  voir  que  l’on  a la  proportion 

P ; 0 = : 2s/, 

d’où  il  résulte  que  dans  la  vis , ta  puissance  est  d la  résistance  dans 
le  rapport  du  pas  de  la  vis  d la  circonférence  ayant  le  levier  pour 
ruqon.  Le  plus  souvent  le  poids  Q est  remplacé  par  une  pression 
exercée  par  l’écrou  sur  un  corjis  placé  entre  lui  et  le  plan  fixe  AH. 
Cette  pression  tient  alors  lieu  de  résistance.  .Si  l’écrou  an  lieu  d’être 
mobile,  était  rendu  fixe,  cl  ipie  fou  lit  tourner  la  vis  au  mo\en  d’un 
levier  encastré,  il  est  visible  que  ce  raiiporl  ne  serait  pas  changé. 
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88.  Vis  sans  /in.  — La  vis  sans  /in  sc  compose  d’une  vi.s  sans 
écrou  AD  (fi^.  75)  portant  un  Ilict  saillant  en  hélice  et  inohilc  aniour 
de  deux  tourillons  A et  D;  elle  est  munie  d'une  manivelle  sur  laquelle 
agit  la  puissance  P.  Contre  la  vis  et  dans  le  plan  de  son  axe  est  placée 
une  roue  dentée  fixe  dont  les  dents  viennent  s’appuyer  contre  le  lilcl 
saillant  de  lavis  qui  ne  peut  tourner  sans  que  le  filet  ne  fasse  avancer 
la  dent  en  la  pressant  et  par  conséquent  ne  fasse  tourner  la  roue;  de 
sorte  que  si  on  adapte  à celle-ci  un  arbre  horizontal  bc  et  qu'un 
poids  Q soit  suspendu  à une  corde  s'enroulant  sur  l’arbre,  la  rota- 
tion de  la  manivelle  déterminera  l’ascension  du  jioids  (J.  On  trouve 
le  rapport  entre  P et  Q en  remaniuant  que  si  P'  est  la  pression 
exercée  en  o par  la  dent  contre  le  filet  de  la  vis  parallèlement  à 
son  axe,  p le  pas  de  la  vis,  l le  rayon  de  la  inaniAclIe,  R cl  r les 
rayons  de  la  roue  et  de  l’arbre,  on  a par  suite  de  l’équilibre  de  la  vis, 

P : P'  = ;)  : 2;:/ 

et  par  suite  de  l’équilibre  du  treuil, 

P'  : Q = r ; R, 

d’où  l’on  tire  en  multipliant, 

P : Q = pr  : 2r/R. 

8!l.  Effuilibre  dans  te  coin.  — On  appelle  coin  un  prisme  triangu- 
laire que  l’on  introduit  au  inoven  d’une  force  appliquée  à l’une  de 
scs  faces,  entre  les  deux  parties  d’un  corps  que  l’on  veut  écarter. 
Les  instruments  tranchants  sont  donc  de  véritables  coins.  Soit  MN 
(fig.  74)  un  corps  quelconque,  BEC  une  ouverture  ou  une  fente,  dans 
laquelle  on  introduit  le  prisme  ou  coin  abc.  l’ne  force  P agissant 
en  un  point  A de  la  face  ac  ou  tète  du  coin  déterminera  en  B cl  C 
des  pressions  Q et  tj'  normales  aux  faces  ou  côtés  ab  et  bc,  qui  tendront 
à écarter  les  jiarties  BM  cl  C\  du  corps.  Pour  trouver  les  valeurs  de 
CCS  pressions  cl  les  positions  que  doivent  avoir  les  points  A,  B et  C, 
remarquons  que  les  trois  foiws  P,  Q,  Q'  devant  sc  faire  équilibre 
sur  le  coin,  doivent  être  renfermées  dans  un  même  plan  perpendicu- 
laire aux  arêtes  du  coin  puisqu’il  contient  trois  normales  aux  trois 
faces  et  doivent  passer  par  un  même  point  I).  Il  faut  donc  que  les 
points  d’appui  B,  C et  le  point  d’ap|)licalion  A soient  renfermés  dans 
un  semblable  plan  et  soient  les  pieds  des  [icrpendiculaires  abaissées 


Digilized  by  Google 


CIIAPITHK  VIII 


STATIQUE. 


I‘i0 

(l’iin  même  point  I)  .sur  les  trois  fêtés  du  triangle  a,  b,  r.  Comme 
fhacnne  des  trois  forces  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle 
formé  par  les  deux  autres  et  que  ees  angles  sont  les  suppléments 
des  trois  angles  a,  b,  c,  ce  qui  résulte  de  la  considération  des  qua- 
drilatères RDCfe,  ,\l)Cc,  ADBn  dans  lesquels  <lcnx  angles  sont  droits, 
on  a la  jiroportion 

P : Q : Q’  = sin  6 : sin  c : sin  n 

cl  par  conséquent 

P ; Q : Q'  ne  : ab  : bc 

qui  fait  connaître  les  deux  pressions.  On  voit  qu’elles  sont  d'autant 
pins  considérables  que  la  tète  ne  est  plus  petite  ou  que  l’angle  b est 
plus  aigu. 
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V'Urssc  virtuelle  et  moment  virtuel.  Démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. — Démonstration  a priori.  — Propositions  fondamentales  de  la  statique 
déduites  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  — Principe  des  vitesses  virtuelles 
dans  les  machines.  — Applications  & la  recherche  de  quelques  courbes  d'équi- 
lihre.  — Méthode  analytique  pour  appliquer  d'une  manière  générale  le  principe 
des  vitesses  virtuelles.  — Maximum  et  minimum  dans  les  positions  d'équilibre. 
Condition  d'équilibre  dans  les  machines  è poids. 

90.  V'tfesse  virtuelle  et  moment  virtuel.  Démonstration  du  principe 
des  vitesses  virtuelles.  — Les  conditions  d’équilibre  trouvées  précc- 
deinment  pour  des  forces  appliquées  suit  à un  système  de  points  liés 
entre  eux  d’une  manière  invariable,  soit  à une  machine,  peuvent  se  ré- 
sumer en  une  seule  équation  de  condition  qui  les  renlerme  toutes  ; 
cette  condition  générale  à laquelle  on  a donné  le  nom  de  principe  des 
vitesses  virtuelles  consiste  en  ce  que,  si  îi  un  système  de  forces  en 
équilibre  réunies  par  des  liens  inextensibles  on  imprime  un  déplace- 
ment infiniment  petit  quelconque  compatible  avec  le.s  conditions  des 
liaisons,  les  points  d’application  de  chaque  force  décriront  de  petites 
lignes  telles  que  la  somme  des  produits  des  forces  par  la  projection  de 
chacune  de  ces  lignes  sur  la  direction  de  la  force,  sera  égale  à zéro.  On 
nomme  vitesse  virtuelle  d’une  force  le  déplacement  infiniment  petit 
de  son  point  d’application  et  moment  virtuel,  le  produit  de  la  force 
par  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  sur  .sa  direction.  Ce  moment 
est  positif  si  la  projection  tombe  sur  la  direction  de  la  force,  et  négatif 
si  elle  tombe  sur  le  prolongement  ou  en  d’autres  termes,  comme  la 

Iti 
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projection  de  la  xitesse  virtuelle  n’est  autre  chose  que  la  quantité  dont 
la  force  avance  ou  recule  pendant  le  (lc])laccincnt  virtuel,  on  prend 
positivement  les  nionieuts  virtuels  des  forces  qui  avancent  et  négative- 
ment ceux  des  forces  qui  reculent  et  le  principe  général  consiste  en 
ce  que  la  somme  algébrique  des  moments  virtuels  d'un  système  de 
forces  en  équilibre  est  toujours  nulle. 

Pour  le  démontrer  d’une  manière  générale,  considérons  d’abord  le 
cas  où  toutes  les  forces  sobt  appliquées  à un  même  point.  Si  on 
imprime  è celui-ci  une  vitesse  virtuelle  J*  et  qu’on  désigne  par  a, 
a!  etc.,  et  O les  angles  formés  par  les  forces  P,  P'  etc.  et  jiar  leur  résul- 
tante R avec  la  direction  de  is,  comme  la  résultante  estimée  dans  une 
direction  est  égale  à 1a  somme  des  composantes  estimées  dans  la  même 
direction  (N°  12) , on  a 

R cos  O = P cos  a etc. 
et  en  multipliant  par  Ss, 

R>fs  cos  H = Pos  cos  « -4-  etc. 

mais  (fseosa,  (î.scosa  etc.  ne  sont  autre  chose  que  les  projections 
de  1$  sur  R,  P,  P'  etc.  ; eu  désignant  donc  cellcs-A’i  par  Jr,  3p,  op'  etc., 
on  aura 

R^r  :=  PJp  -H  P'àp'  -4-  etc.  = iVip. 

Si  le  point  d’application  commun  est  entièrement  libre , il  faut  pour 
l’équilibre  que  R soit  nul  ; on  a donc  dans  ce  cas 

iPip  = 0. 

Si  le  point  n’est  pas  libre,  mais  assujetti  à demeurer  sur  une  surface 
ou  sur  une  courbe,  la  résultante  ne  devra  pas  être  nulle,  mais  devra 
être  normale  à la  surface  ou  à la  courbe , et  comme  le  seul  déplace- 
ment compatible  avec  cette  condition  est  dirigé  suivant  la  tangente  k 
la  courbe  décrite,  et  par  conséquent  perpendiculaire  à la  direction 
de  R , la  projection  âr  sera  nulle  et  on  aura  également 

iPip  = 0. 

En  second  lieu , le  principe  des  vitesses  virtuelles  se  vérifie  aussi  dans 
un  système  de  deux  forces  égales  T et  T'  opposées  et  apjdiquées  aux 
extrémités  d’un  fil  inextensible,  c’est-à-dire  que  si  AH  (fig.  73)  et  A'B' 
représentent  le  fil  avant  et  après  le  déplacement,  on  doit  avoir 

T.  An  -4-T'.Bi=0; 
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on  ciTcl,  si  a est  l'angle  iiiriiiinit'iit  petit  que  forinc  A'R'  avec  Ali, 
euiiiiuc  ab  est  In  projection  de  A'B'  sur  AB , on  a 


ou  plutôt 


ab  ==  A'B'  cos  a 


ab  = A'B' 


parce  que  le  cosinus  d'un  angle  infiniment  petit  est  ôgal  à l'unité, 
aux  inriniincnt  petits  près  du  second  ordre;  or,  à cause  de  l’inexten- 
sibilité  du  fil,  les  longueurs  AB  et  A'B'  sont  égales;  on  a donc  aussi 

a6  = AB  et  par  suite  Ao  = B6, 

c’cst4-dire  que  Aa  et  B5  sont  égaux  et  de  signe  contraire , ce  qui 
vérifie  l’équation  des  vitesses  virtuelles  précédentes.  En  troisième 
lieu,  l'équation  des  vitesses  virtuelles  se  vérifie  encore  lorsque  deux 
l'orccs  T et  T'  (fig.  7C)  se  font  équilibre  par  rintermédiaire  d'un  cor- 
don inextensible  AOB  passant  dans  un  anneau  ou  sur  une  poulie  placée 
en  O ; en  effet  on  sait  que  pour  l'équilibre  les  deux  forces  T et  T' 
doivent  être  égales  et  en  oiilrc,  si  le  déplacement  virtuel  amène  le 
point  A en  A'  et  le  point  B en  B',  on  aura 

Oa  = OA'  cos  A'Ofi  = OA',  06  = OB’  cos  60B'  = OB', 

parce  que  les  angles  A’OA  et  B'OB  sont  infiniment  petits;  il  suit 
de  là  que 

A’O  + OB'  = uO  H-  06 

et  comme  AO  -f  BO  est  égal  à A'O  + B'O  à cause  de  l'incxtensibilité 
du  fil , on  a aussi 

oO  -4-  06  = AO  -i-  OB 

et  par  suite , 

AO  — aO  = 06  — OB  ou  bien  Aa  = B6, 

ce  qui  vérifie  l'équation  des  vitesses  virtuelles. 

Il  suit  de  là  que  si  aux  deux  extrémités  A et  B d'un  cordon  inexten- 
sible on  applique  des  forces  en  nombre  quelconque  en  équilibre , 
l’équation  des  vitesses  virtuelles  se  vérifiera  pour  toutes  ces  forces; 
en  effet  la  tension  T'  du  cordon  transportée  par  la  pensée  au  point  A, 
fait  visiblement  équilibre  à toutes  les  forces  appliquées  en  ce  point; 
la  somme  totale  de  leurs  moments  virtuels  est  donc  nulle  et  le  moment 
virtuel  de.  T'  est  égal  à la  somme  des  moments  des  forces  pris  avec  des 
signes  contraires.  Pour  le  même  motif  le  moment  virtuel  de  T est 
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égal  à la  somme  des  moments  des  forces  appliquées  en  B;  or  la  somme 
des  moments  virtuels  de  T et  de  T'  est  nulle  quand  le  fil  est  inexten- 
sible; la  somme  des  moment:  virtuels  des  forces  appliquées  en  A et  en 
B est  donc  nulle. 

Si  dans  les  deux  cas  que  nous  venons  d'examiner,  le  cordon  n’etait 
pas  inextensible,  mais  était  élastique  et  formant  ressort,  lu  somme 
des  moments  virtuels  T.  A«  ■+■  T'. B6  n’aurait  pas  été  nulle,  et  en  la 
mettant  sous  la  forme  T (Aa  B6) , Aa  -i-  B6  serait  l’allongement 
du  fil  pendant  le  déplacement  virtuel  et  cette  somme  des  deux  moments 
virtuels  formant  le  moment  virtuel  du  ressort,  deviendrait 

TJt  , 

e’est-à-dirc,  la  tension  du  ressort  multipliée  par  son  allongement,  de 
sorte  que , en  rétablissant  les  forces  en  nombre  quelconque  appliquées 
aux  deux  extrémités  du  cordon  et  qui  produisent  sa  tension  , la  somme 
de  leurs  moments  virtuels  ne  serait  pas  égale  à zéro  comme  dans  le  cas 
de  l’inextensibilité , mais  c’est  cette  somme  augmentée  du  moment 
virtuel  de  la  tension  qui  serait  nulle. 

Considérons  maintenant  un  système  de  forces  quelconques,  réagis- 
sant les  unes  sur  les  autres  an  moyen  de  fils  inextensibles,  libres  ou 
passant  sur  des  poulies  ou  dans  des  anneaux  cl  ayant  quelques-uns  de 
scs  points  assujettis  à glisser  sur  des  courbes  ou  des  surfaces.  Pour 
que  l'équilibre  ait  lieu  dans  tout  le  système,  il  faut  que  les  forces  qui 
agissent  sur  cbaque  nu'ud , y compris  les  tensions  des  cordons  qui  y 
aboutissent  et  les  pressions  des  courbes  ou  des  surfaces,  se  fassent 
équilibre.  Si  donc  on  désigne  par  P,  P'....  les  forces  proprement  dites 
qui  agissent  sur  le  premier  nœud,  par  T....  les  tensions  des  cordons 
qui  y aboutissent  et  par  il  la  pression  de  ce  point  contre  une  surface 
ou  une  courbe,  on  doit  avoir 

iPop  iT'Jt  -t-  ll'j'jr  = 0. 

Autour  des  autres  nœuds  on  aura  de  meme 

ïP’o>'  -H  ïTVf  -t-  ii'Jrr’  = 0 
ïP"d>"  -A-  + Il'Va''  = ü 


et  pur  conséquent  en  additionnant 

iPi?/)  H-  ïP'Jp'  -t-  sP"(îp" t-  ïTot  -1-  iT'âl'  -H 

-i-  iiJr  -I-  n'Jff'  -I-  etc.  = 0. 
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Or  dans  les  soiiimrs  des  moinciiU  virtuels  des  (élisions  des  eurdoiis, 
cliai|iie  tension  est  eoni(irisp  deux  fois,  et  il  résulte  de  ce  qui  (iréeède 
que  ces  sommes  partielles  prises  deux  à deux  sont  milles.  On  a vu 
aussi  que  les  moments  virtuels  des  pressions  n^rr,  tlVir'  etc.  sont  égaux 
à zéro,  si  la  surface  est  fixe  et  dépourvue  d’élasticité;  l'équation  pré- 
cédente SC  réduit  donc  a 

iPtip  ïP'ifp'  -t-  etc.  = 0 

ce  qui  est  conforme  à l’énoncé  du  principe. 

91.  Principe  des  vitesses  virtuelles  dans  un  système  à ressorts.  — Si 
les  cordons  au  lieu  d’étre  inextensibles  étaient  élastiques,  les  sommes 
des  moments  virtuels  des  tensions  ne  seraient  plus  nulles  deux  à deux, 
mais  d’après  la  remarque  du  numéro  précédent,  deviendraient 

TiÎt,  T'Jr' 

en  désignant  par  ^t,  Jt’ les  allongements  virtuels  de  ces  cordons. 

L’équation  des  vitesses  virtuelles  prend  alors  la  forme  suivante 

ïPJp -V-  ïTot  = 0, 

d’où  il  résulte  que  lorsqu’il  existe  dans  le  système  en  équilibre,  des 
ressorts  ou  fils  élastiques,  l’équation  des  vitesses  virtuelles  subsiste 
encore  pourvu  que  les  tensions  des  fils  ou  ressorts  soient  rangées  au 
nombre  des  forces  et  que  l’oii  prenne  pour  les  moments  virtuels  le 
produit  de  la  tension  du  ressort  par  son  allongement  virtuel. 

92.  néciprof/iie  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  — La  réciproque 
de  cette  proposition  est  également  vraie,  pourvu  que  le  système  soit  à 
liens  inextensibles,  c’est-à-dire  que,  si  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
se  vérifie  dans  un  système  de  forces  sans  ressorts,  ces  forces  sont  en 
équilibre;  en  elTct  si  cela  n’était  pas,  le  déplacement  aurait  lieu  sponta- 
nément d’une  certaine  manière  et  il  est  évident  qu’en  introduisant  des 
forces  convenables  Q,  Q',  Q"...  . dans  le  sens  inverse  du  déplacement 
spontané  de  chaque  point,  on  maintiendra  l’équilibre  et  l’équation 
des  vitesses  virtuelles  devra  avoir  lieu  dans  le  nouveau  système  de 
forces  pour  un  déplacement  quelconque  possible  cl  par  conséquciil 
pour  le  déplacement  spontané;  ou  aurait  donc, 

iPip  -4-  ïQîfq  — 0 

et  comme,  par  hypothèse  iP^p  est  nul,  on  devrait  avoir 

ïQoq  = 0 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  les  forces  Q,  Q',  Q" ne 

soient  nulles;  car  il  résulte  du  mode  d’action  de  ces  forces  en  sens 
inverse  du  déplacement  du  point  d’application,  que  tons  les  mo- 
ments virtuels  Q<iq,  sont  de  même  signe  cl  que  par  conséquent 

la  somme  ne  peut  être  nulle  sans  que  chaque  moment  soit  nul  séparé- 
ment. Il  est  visible  que  si  les  forces  introduites  pour  maintenir  l’équi- 
libre Q,  Q’....  sont  nulles,  cela  indique  que  le  système  primitif  était 
en  équilibre. 

95.  Démomtration  a priori  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  — 
La  démonstration  précédente  suppose  connue  la  loi  de  la  composition 
des  forces.  Les  considérations  suivantes  eonduiseiit  à une  démonstra- 
tion O priori,  c’esl-ii-dire  indépendante  de  toute  notion  de  statique, 
du  moins  pour  le  cas  où  le  système  est  à liens  inextensibles.  Soit 
ADCDL  {fig.  77)  un  polygone  renfermé  dans  un  plan  vertical;  sur  ce 
polygone  faisons  passer  une  cbainc  sans  fin  uniformément  pesante  et 
parfaitement  flexible  ABCDEFA;  celle-ci  restera  en  équilibre,  car  lu 
cause  qui  ferait  tourner  la  cbainc  serait  une  cause  sans  effet,  puisque 
malgré  le  mouvement,  le  système  se  présenterait  toujours  dans  des 
circonstances  identiques.  Supposons  de  plus  AE  borizontal;  alors  la 
partie  pendante  AI'E  de  la  cbainc  sera  formée  de  deux  parties  symé- 
trii|ues  et  les  tensions  en  A et  F.  seront  par  conséquent  égales;  d’où 
il  résulte  qu’en  la  supprimant,  la  partie  de  lu  chaîne  ADCDE  sera 
encore  en  équilibre,  quelle  que  soit  la  forme  du  polygone.  Récipro- 
quement, si  la  cbainc  ABCDE  est  en  équilibre  sur  le  polygone,  on  doit 
en  conclure  que  les  extrémités  A et  E sont  placées  au  même  niveau , 
car  si  cela  n'était  pas,  si  par  exemple  la  droite  EA’  différente  de  EA 
était  horizontale,  la  cbainc  A’BCÜE  serait  aussi  en  équilibre  et  ou 
serait  conduit  ù cette  conséquence  absurde,  que  la  partie  A.V'  devrait 
SC  maintenir  par  son  propre  poids  sur  le  plan  AB.  La  condition  néces- 
saire et  sullisunlc  pour  l’équilibre  est  donc  celle  qui  exprime  que  la 
somme  des  projections  sur  une  verticale  MN,  des  eûtes  du  polygone 
situés  à droite  du  point  culminant  C,  est  égale  ù la  somme  des  projec- 
tions'des  côtés  placé.s  à gauche,  c’est-à-dii’c  qu’en  désignant  par 

a,  a'  a" les  angles  formés  avec  une  horizontale  par  les  côtés 

l,  l" prolongés  dans  le  même  sens,  la  condition  d’équilibre 

nécessaire  et  suflisante  est  exprimée  par  l’équation 

l sin  a H-  l’  sin  «'  l"  sin  a"  -i-  etc.  = 0. 

Lorsque  celte  somme  n’est  pas  nulle,  une  valeur  positive  indique 
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que  la  projcdion  vcrtioalc  de  la  j)arlic  ABC  l’einporle  sur  la  projeelion 
de  CDIi,  ce  qui  dctcriiiiiic  un  moiivemcul  de  la  cliaiue  dans  le  sens 
EDCBA;  une  valeur  négalive  eurres|iondaiil  à un  nioiivement  en  sens 
inverse. 

Concevons  la  cliaine  comme  eomposiie  de  chaînons  juxta-poscs  et 
enfiles  pur  un  cordon  parfailement  llcxihie  ABCDE,  comme  des  grains 
de  cliapelel.  Il  csl  dvidcnl  que  l’équilibre  ne  sera  pas  troublé  quand 
tous  les  chaînons  appuyés  sur  un  même  coté  du  polygone  seront  rcni- 
|)lacés  par  des  poids  uniques  P,  P',  P",  P'”,  égaux  à la  somme  des 
chaînons;  d’où  il  suit  que  des  poids  P,  P',  P",  P'”,  appuvés  sur  les 
côtés  du  polygone  ABCDE,  proportionnels  à ces  côtés  et  liés  par  un  fil 
ABCDE,  resteront  en  équilibre. 

Cela  posé,  si  dans  un  système  de  forces  on  substitue  à celles-ci 
des  poids  équivalents  suspendus  à des  fils  verticaux  passant  dans  des 

poulies  de  renvoi  e,  e',  c" convenablement  disposés  dans  un  même 

plan  vertical,  l’équilibre  subsistera  encore  et  un  mouvement  virtuel 

imprimé  au  système  fera  monter  et  descendre  ces  poids  P,  P' de 

quantités  infiniment  petites  égales  aux  déplacements  virtuels  dp,  dp'... 
des  forces.  Or,  on  peut  toujours  construire  un  polygone  plan  ABCDE 
ayant  scs  côtés  proportionnels  aux  poids  ou  aux  forces  P,  P'....  et  fai- 

, dp  dp' 

sant  avec  l horizon  des  angles  avant  pour  sinus -p,  -f- ds  étant 

ds  ds 

quelconque  mais  supérieur  à tous  les  dp,  dp'....  ; alors  si  ou  dispose 
chaque  poulie  de  renvoi  au-dessus  du  côté  correspondant  du  polygone 
et  que  l’on  fixe  1a  longueur  du  cordon  de  suspension  de  manière  que 
les  poids  touchent  respectivement  ces  côtés,  il  est  clair  qu’en  conccvaiil 
tous  les  poids  reliés  par  un  fil  continu  .ABCDE,  un  glissement  ds  de  ce 
fil  sur  le  polygone  fera  descendre  chaque  poids  de  la  inènic  quantité 
dp  que  lorsqu’il  était  libre,  puisque  le  glissement  de  P le  long  du  côté 

étant  ds,  la  projection  verticale  est  ds  X '-j-  ou  dp,  de  sorte  que  le  dé- 
placement virtuel  restera  identiquement  le  môme  soit  que  Icspoids 
ou  les  forces  agissent  indépendamment  les  uns  des  autres,  ou  que  les 
forces  forment  un  tout  continu  composé  d’un  cordon  appuyé  sur  le 
polygone  et  portant  des  poids  distribués  sur  tous  ses  côtés;  or  on  a 
vu  qu'il  y a équilibre  dans  ce  cordon  si  les  poids  sont  proportion- 
nels aux  côtés  l,  l',  l" et  si  l’on  a 


/ sin  a I-  (’  sin  n'  -+-  I"  sin  ti" 
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fil  l’emplarant  donc  l,  l" par  P,  P',  P” cl  sin  a,  sin  «' 

par*.|- , il  y aura  fi|iiilibrc  dans  le  syslcnic  si  l’on  a 


th  ds  ds 


-I-  etc.  = 0 , 


qui  se  réduit  à l'équation  des  vitesses  virtuelles 

Pdp  H-  P'dp'  P’'(//j"  -I-  etc.  = 0. 

Réeiproqiicnienl,  s’il  y a équilibre,  l’équation  des  a itesscs  virtuelles 
doil  avoir  lieu,  puisque  l’on  a vu  que  la  première  de  ces  trois  équa- 
tions doit  alors  exister,  et  si  l’équilibre  est  i-ompii , le  mouvement 
de  la  ebaiiie  aura  lieu  dans  le  sens  KUCRA  ou  dans  le  sens  inverse, 
suivant  que  celle  somme  sera  posilive  ou  négative. 

Observons  que  l'on  a supposé  la  cbaine  libre,  de  glisser  dans  les 
deux  sens  et  par  conséquent,  le  système  libre  d’effectuer  son  déplaee- 
inenl  virtuel  dans  les  deux  sens  opposés.  Si  le  déplacement  n’élait 
libre  que  dans  le  sens  ABCDE,  par  exemple,  il  suffirait  d’exprimer 
que  la  partie  CDK  de  la  ebainc  ne  peut  entraîner  la  partie  ABC,  ou 
que  le  point  K n’est  jias  placé  plus  bas  que  le  point  A , ce  qui  conduit 
à la  condition 

/ sin  a V sin  a'  1"  sin  a"  -a-  etc.  > 0 
et  par  conséquent, 

Vdp  -t-  P’dp'  V'dp"  O-  etc.  ^ 0. 

94.  PrnposltitiHx  fondaiiienlalex  de  lu  statique  déduites  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles.  — On  déduit  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  toutes  les  propositions  de  la  statique  relatives  aux  ronditioiis 
d’équilibre  et  à la  composition  des  forces.  Nous  nous  bornerons  aux 
tbéorèraes  rondamentaux  en  eoiiimcneanl  par  le  parallélogramme  des 
forces. 

Considérons  trois  forées  P,  Q,  R en  équilibre  autour  d’un  point; 
on  doit  avoir  pour  un  déplacement  quelconque  de  ce  point, 

Pdp  -4-  Qdq  -t-  Rrfr  = 0 ; 

or,  si  le  déplacement  se  fait  perpendiculairement  au  plan  de  deux 
forces  P et  Q,  dp  et  dq  sont  nuis  et  il  vient 

Rrfr  = 0, 

d’où  il  suit  que 

rfr  = O, 
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oe  qui  n'u  lieu  que  si  le  déplacement  est  aussi  |>crpcndiculairc  à R ou 
bien  si  P,  Q et  R sont  renfermés  dans  un  inèinc  plan.  En  second  lieu 
si  le  déplaecment  se  fait  perpendiculairement  ù l’une  R des  trois  forces 
et  dans  le  plan  qui  les  conlicnt  toutes  les  trois,  dr  sera  nul  et  on  aura 
simplement 

Pdp  -t-  Qdq  = 0, 

ou  bien  en  appelant  ds  la  vitesse  virtuelle  du  point  et  p,  7 les 
angles  compris  entre  Q et  R,  P et  R,  P et  Q, 

Pds.  sin  P -H  Qds.  sin  a = 0, 

d’où  l’on  tire 

P sin  P = Q sin  o(  et  P ; Q = sin  « : sin  p. 

On  trouvera  de  meme  après  un  déjilacemcnt  virtuel  perpendiculaire 
à Q, 

P ; R = sin  « : sin  7; 

d’où  l’on  conclut  que  chaque  foree  est  proportionnelle  au  sinus  de 
l’angle  formé  par  les  deux  autres.  11  est  facile  de  conclure  de  là  que 
runc  des  trois  forces  est  égale  et  directement  ojiposéc  à la  diagonale 
du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  antres. 

Pour  trouver  les  conditions  d’équilibre  d’un  système  de  forces  appli- 
quées à un  point,  on  remarquera  que  si  ce  point  sc  déjdacc  d’une 
quantité  a's  faisant  des  angles  a,  b,  c,  avec  trois  axes  rectangulaires 

fixes,  et  si  on  désigne  par  Sp,  Sp' les  projections  de  3s  sur 

P,  P',  P"...,  on  doit  avoir 

V3p  -I-  P'àp'  -A-  etc.  = 0; 

or  si  (a,  p,  7),  («',  P',  7')...  sont  les  angles  formés  par  P,  P'...  avec  ces 
axes,  les  cosinus  des  angles  formes  par  3s  avec  P,  P'...  sont  donnes  par 

cos  a cos  a -h  cos  6 cos  p cos  c cos  7 , 
cos  a cos  a -H  cos  b cos  p'  -t-  cos  c cos  7', 

les  projections  3p,  3p',...  de  la  vitesse  virtuelle  sont  donc 
us  (eos  O cos  K -I-  eos  b cos  p -a-  cos  c cos  7),... 
et  l’équation  des  vitesses  virtuelles  devient 

ïPus  (cos  a cos  a -t-  cos  b cos  p cos  c cos  7)  = 0 

17 
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(lue  l’on  peut  écrire  de  celle  manière  : 

o"s  cos  (I  ïP  cos  a Ss  eus  hiV  cos  P + (fs  cos  cïP  cos  7 ==  0 

ou  bien  en  désignant  par  <fx,  fty,  âz  les  projections  de  os  sur  l(js  trois 
axes,  c’esl-ii-dire,  (îscosa,  o'scosi,  -fs  cos  c, 

JxiP  cos  a -H  ây’iV  cos  P oisP  cos  7 = 0. 

Cette  é(]uation  devant  avoir  lieu  pour  toute  direction  de  tfs,  doit 
subsister  pour  toute  valeur  de  Sx,  Sy,  Sz\  elle  se  décompose  donc 
dans  les  trois  suivantes 

ïP  cos  a ==  0 , ïP  cos  P = 0 , ïP  cos  7 = 0 

(]iii  sont  en  effet  les  é(]ualions  d’é(iuilibre  trouvées  précédemment.  On 
trouve  les  conditions  d’équilibre  d’uii  point  nialériel  tiré  par  la  force  R 
cl  assujetti  à demeurer  sur  une  surface,  eu  remarquant  que  la  vitesse 
virtuelle  Ss  doit  être  placée  sur  la  surface  ou  dans  le  plan  tangent, 
puisque  le  point  ne  peut  pas  sortir  de  la  surface;  désignant  doue  par  a 
l’angle  formé  par  R avec  às,  comme  l’équation  des  vitesses  v irliicllcs  est 

R cos  aSs  = 0, 


on  en  conclut  (pic  cos  a est  nul  ou  que  a est  droit  pour  tous  les 
déplacements  virtuels,  c’est-à-dire  que  la  force  R est  normale  à toutes 
les  lignes  tracées  sur  la  surface  autour  du  point  d’ajiplication , ou  que 
la  force  est  normale  h la  surface. 

Si  le  point  matériel  est  assujetti  à rester  sur  une  courbe,  la  vitesse 
virtuelle  sera  un  élément  de  eette  courbe  et  l’on  trouvera  comme 
plus  haut 


R cos  aSs  = 0 ou  cos  a = ü , 


et 


jr 


qui  exprime  que  R est  normal  à la  courbe. 

On  sait  que  lorsque  des  forces  ont  une  résultante,  le  moment  de 
celle-ci  par  rapport  à un  axe  (pielconque  est  égal  à la  somme  des 
moments  des  composantes  (N"  33),  ou  bien  comme  cette  résultante 
prise  en  sens  inverse  maintient  le  système  en  équilibre,  la  somme 
totale  des  moments  par  rapport  à un  axe , d’un  système  de  forces  en 
équilibre  est  égale  à zéro.  Pour  démontrer  ce  théorème  par  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,  décomposons  chaipic  force  P en  deux 
autres  P cos  S et  P sin  S,  l’une  parallèle  à l’axe  et  l’autre  perpendi- 
culaire, puis  imprimons  nu  système  une  rotation  u autour  de  l’axe. 
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Chaque  point  d'application  aura  une  vitesse  virtuelle  perpendiculaire 
à Taxe  et  par  consc<iucnt  aux  composantes  parallèles  P cos  J qui  n’au- 
ront pas  de  moment  virtuel;  quant  aux  composantes  P sine?,  si  on 
désigne  par  p 1a  distance  de  la  force  P à l’axe,  lu  rotation  u fera 
avancer  cette  composante  d’une  quantité  pu,  le  moment  virtuel  sera 
donc  poiP  sin  '}  et  l’équation  des  vitesses  virtuelles  deviendra 

ï-puV  sin  eî  = 0, 

ou  plutôt,  en  remarquant  que  la  rotation  u est  la  meme  pour  tout  le 
système, 

uiVp  sin  J = 0 c’est-à-dire  iPp  sin  J = 0 

<iui  est  le  théorème  énoncé  plus  haut,  puisque  P/)sin  i est  le  moment 
de  P par  rapport  à l’axe. 

Eiilin  on  trouve  les  conditions  d’équilihre  de  forces  appliipiécs  à un 
système  de  forme  iuvariahlc  en  lui  imprimant  successivement  six  dé- 
placements virtuels,  les  trois  premiers  |)arallèlcment  à chacun  des 
trois  axes  rectangulaires  auxquels  on  rapporte  les  points  du  système  et 
les  trois  autres,  autour  de  ces  trois  axes.  Si  a,  p,  7 sont  les  angles 
formés  par  P avec  les  axes  coordonnés,  cette  force  pourra  être  rem- 
placée par  les  trois  composantes  P cos  a,  P cos  j5,  P cos  7 et  dans  le 
déplacement  virtuel  s ]>arallèle  à l’axe  X,  la  composante  P cos  * aura 
seule  un  moment  virtuel  qui  sera  eP  eus  a;  la  somme  est  donc  ïfP  cos  a 
ou  plutôt  £ïP  cos  1,  parce  que  ce  déplacement  £ est  le  môme  pour  toutes 
les  forces.  Comme  les  forces  .sont  en  équilibre,  ou  doit  avoir 

£SP  cos  a — 0 et  par  conséquent  ïP  cos  a = 0. 

Les  déplacements  virtuels  parallèles  aux  axes  Y et  Z conduiront  aux 
deux  autres  équations  d’éipiilibre  dites  de  translation 

SP  cos  P = 0,  iP  cos  7 = 0. 

Quant  aux  déplacements  virtuels  autour  des  trois  axes,  on  vient  de 
voir  ([lie  les  équations  auxquelles  on  est  conduit,  expriment  ipie  les 
sommes  des  moments  des  forces  par  rapport  aux  trois  axes  sont  milles. 
On  .sait  que  ces  sommes  sont  données  par  ïP(ïcos,9  — ÿeos7), 
sP  (x  cos  7 — Z cos  a) , ïP  (ÿ  eos  a — x cos  8)  et  par  conséquent  les  trois 
équations  d’équilihre  dites  de  rotation  sont 

IP  (j  cos  P — y cos  7)  = O , ïP  (x  eos  7 — z cos  «)  = 0 , 
iP  (if  eos  * — X cos  P)  ==  0. 
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Observons  que  le  nombre  d'cquntioiis  d’équilibre  ne  saurait  être 
supérieur  à C et  que  par  roiiséi|ueut  de  nouveaux  déplacemenls  vir- 
tuels ne  peuvent  conduire  à d’autres  équations  de  condition,  (piand  le 
système  est  de  forme  invariable  ; en  elfet  si  le  système  se  eumposc  de 
U points  d’application  de  forces,  il  faut  et  il  sullit  pour  assurer  l'équi- 
libre, d’exprimer  que  les  3/i  coordonnées  de  ces  points  sont  constan- 
tes; on  doit  donc  avoir  3n  équations  de  condition  entre  ces  coordonnées 
et  on  ne  saurait  en  avoir  un  plus  grand  nombre.  Or  la  condition  de 
l'invariabilité  de  la  forme  du  système  est  exprimée  au  moyen  de 
3«  — C équations  de  condition  exprimant  d’abord  que  trois  des  points 
sont  entre  eux  à des  distances  invariables  ce  qui  ilonne  lieu  à 3 équa- 
tions et  que  les  n — 3 autres  points  sont  à des  distances  invariables 
des  3 premiers,  ce  qui  donne  encore  3 (n  — 3)  ou  3/»  — 1)  équations, 
ce  qui  fait  en  tout  3»  — ti.  On  ne  peut  donc  à ces  3;»  — 6 équations  en 
ajouter  au-delà  de  6 nouvelles,  et  celles-ci  suffiront  pour  que  les  coor- 
données des  n points  soient  déterminées. 

La  même  marche  conduit  aux  conditions  d’équilibre  d’un  système 
de  forces  parallèles,  mais  les  six  équations  se  simplineut;  en  effet  si 
les  forces  sont  parallèles,  les  angles  a,  p,  y sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  forces,  les  trois  équations  d'équilibre  de  translalion  deviennent 
donc 

cos  otSP  = 0,  cos  ^îP  = 0,  cos  yïP  = 0 , 
qui  SC  réduisent  à 

i^P  = 0; 

quant  aux  équations  d’équilibre  de  rotation,  elles  deviennent 
eos  p^Pz  — cos  yïP(/  = 0 
eos  yïPx  — cos  «ïPr  ==  0 
eos  alPy  — eos  jSïPx  = 0 

dont  l’une  est  visiblement  comprise  dans  les  deux  autres.  Ces  équations 
d’équilibre  ont  plus  de  généralité  que  celles  que  l’on  a trouvées 
au  N“  23;  mais  on  retrouve  ces  dernières  en  supposant  le  plan  des 
.\Y  perpendiculaire  aux  fon-.es,  car  alors  a et  p sont  des  angles 
droits,  y est  nul  et  les  deux  premières  équations  sc  réduisent  à 

ïP^  = 0,  ïPx  = 0. 

1)3.  Principe  des  vitesses  virtuelles  dans  les  murhiues.  — L’équation 
générale  des  vitesses  virtuelles  prend  une  forme  très  simple  dans  les 
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inucliines  qui  ne  contiennent  aucun  ressort  et  dans  lesquelles  les 
cordons,  s’il  y en  a,  sont  inextensibles;  en  effet,  tontes  les  fois  que 
les  forces  qui  s’y  font  équilibre  se  réduisent  à une  puissance  P et  une 
résistance  Q , le  jirineipc  donne 

Vo'p  -t-  Q*/  = 0 
ou 

P £7 

dans  laquelle  ip  et  9q  sont  les  quantités  iniiniment  petites  dont  les 
forces  P et  Q avancent  ou  reculent  lorsqu’on  écarte  très  peu  la 
niacliinc  de  sa  position  d’équilibre.  Coininc  les  variations  ’lp  et  iq 
doivent  être  de  signe  contraire  pour  que  le  second  incinbre  soit  positif 
comme  le  premier,  on  voit  que  si  l’une  des  forces  avance,  l'autre 
doit  reculer,  et  les  deux  forces  en  équilibre  sont  dans  le  rapport 
inverse  des  quantités  infiniment  petites  dont  elles  avancent  ou  reculent. 

C’est  ecltc  propriété  des  machines  qui  a mis  les  géomètres  sur  la 
voie  du  principe  génénd  dont  nous  nous  occupons.  On  en  déduit  fort 
simplement  le  rapport  de  la  puissance  à la  résistance,  sans  connaître 
la  cumposition  d'une  machine,  puisqu’il  suffit  de  mesurer  les  variations 
o'/)  et  iq.  On  peut  aussi  en  déduire  toutes  les  conditions  d'éipiilibrc 
qu’on  vient  de  trouver  pour  les  machines.  S'il  s’agit  du  le\ier  AOIÎ 
(lig.  78)  et  des  deux  forces  P et  Q , imprimons  lui  un  déplacement 
virtuel  autour  d’une  droite  quelconque  OB'  passant  par  le  point  fixe  0 
et  rencontrant  la  force  Q en  B';  la  vitesse  virtuelle  de  (J  sera  visible- 
ment nulle  et  l’équation  des  vitesses  virtuelles  se  réduira  à 

PJp  = 0 d’où  '}p  = 0. 

Pour  que  la  projection  o’/i  sur  P soit  nulle  ou  pour  que  la  force  P 
n’avance  pas,  il  est  nécessaire  que  P soit  coupé  par  toutes  les  droites 
telles  que  OB'  et  par  conséquent  il  faut  que  P soit  renferme  dans  le 
]dau  qui  contient  la  force  Q cl  le  point  0;  les  deux  forces  et  le  iKiiiit 
fixe  doivent  donc  être  renfermés  dans  un  même  |)lan.  Eu  second  lieu, 
si  on  abaisse  du  [loinl  0 les  per]ieudiculaires  Op  et  Oq  sur  les  direc- 
tions des  forces  et  qu’on  fasse  tourner  le  système  autour  de  O dans  le 
plan  de  ces  forces,  P reculera  de  pp',  O avancera  de  qq'  et  l’équation 
générale  devient 

P./)/>'  — Q.qq'  = 0 ; 

or,  en  désignant  par  u l’angle  de  rotation  infiniment  petit  pOp' 


Digitized  by  Google 


154 


aiAi>iTHË  i\. 


ou  qOff'  el  par  p et  g les  deux  perpundieuluircs  Qp  et  Og , ou  a 
pp'  = p.u,  gg'  = g.u-, 

d’où  il  résulte  que 

w — Q.f/.oi  = O ou  P. P = Q.g 
eomiiie  un  l'n  trouve  )>lus  haut. 

Pour  le  moufle,  il  est  visible  que  si  la  résistance  P (fig.  58)  desecnd 
d’une  quantité  e,  le  cordon  qui  enveloppe  les  poulies  s’ullongci'a 
de  n.e,  n étant  le  nombre  de  cordons  aboutissant  à la  ebajie  mobile 
et  il  viendra 

Qns  — Pê  = 0 

d’où 

P = «Q. 

Dans  le  treuil  (fig.  5!)),  en  imprimant  à la  machine  un  mouve- 
ment de  rotation  très  petit  w autour  de  l’axe,  la  corde  de  P s’en- 
rmdcra  sur  l'arbre  de  rayon  r,  d'une  quantité  oir,  la  corde  de  Q 
SC  déroulera  de  wH  et  il  viendra  comme  au  N°  71), 

Q.Rw  — Prw  = ü d’où  QR==P.r. 

Pour  trouver  les  conditions  d’écpiilibrc  d’un  corps  appuyé  par  un 
de  scs  points  C sur  le  plan  incliné  (fig.  C8),  menons  par  le  point 
C un  axe  quelconque  qui  vienne  rencontrer  la  force  P et  ini|)rimons 
un  mouvement  virtuel  autour  de  celte  droite;  ce  moment  virtuel 
de  P sera  nul  et  comme  la  somme  dcsmoiucnts  virtuels  de  P et  de  Q 
est  égale  à zéro,  le  moment  de  Q devra  aussi  être  nul  ce  (pii  ne 
peut  arriver  ipie  si  tous  les  axes  qui  rencontrent  P rencontrent 
aussi  la  force  Q,  ce  qui  exige  que  les  deux  forces  et  le  point  O 
soient  renfermés  dans  un  même  plan.  En  second  lien,  de  l’un  des 
])oints  de  la  force  y abaissons  une  normale  sur  le  |dan  Alî  et  impri- 
mons un  déplacement  virtuel  autour  de  eette  normale.  Il  en  résultera 
un  glissement  du  point  d’appui  C sur  le  plan  et  comme  le  mo- 
ment virtuel  de  Q est  nul,  celui  de  P devra  l’étre  également,  ce  qui 
exige  que  P soit  rencontré  par  cette  normale  et  par  conséquent  ipie 
les  forces  Pet  Q soient  renfermées  dans  un  plan  perpendiculaire  à .VH, 
plan  (pii,  roinnie  on  l’a  déjà  vu,  doit  passer  par  C.  En  troisième  lieu 
si  au  point  C on  élève  sur  le  plan  AR  une  normale  jusqu’.'i  la  force  Q, 
(pic  par  le  point  de  renconirc  1)  on  mène  une  droite  perpendiculaire 
au  plan  qui  contient  P,  D et  C et  ipie  l’on  imprime  au  système  un 
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moiivo.mrnl  de  rnlntion  aulour  de  retic  perpendiriilairc,  le  moment 
virtuel  de  Q sera  nul  et  par  conséquent  celui  de  I*  (pii  ne  pourra  ni 
avancer  ni  reculer  ce.  qui  exige  ipie  P rencontre  l’axe  de  rotation  et 
vienne  passer  par  le  point  D,  d’où  il  résulte  que  le  point  de  rcneonlre 
des  deux  forces  doit  se  trouver  dans  la  normale  élevée  au  point 
d’appui  sur  le  plan  incliné.  En  quatrième  lieu  si  on  comniuniipie 
au  système  un  mouvement  virtuel  autour  du  point  C dans  le  plan 
QDP,  en  désignant  par  ta  le  déplacement  angulaire  et  par  p et  c/  les 
perpendiculaires  C/i  et  Cf/,  Q avancera  de  q.ùi,  P reculera  de  p.u  et 
l’équation  générale  devient 

Q.q.u  — P./).cii  = 0, 

d’où  l’on  lire 

Q.(/  = P.p 

qui  est  la  quatrième  condition  d’équilibre. 

Enfin,  si  dans  In  vis  (lig.  72)  on  fait  faire  à l’écrou  une  fraction  0 
de  révolution,  le  point  C décrira  une  portion  0 de  la  circonférence 
<pii  a pour  rayon  oC  ou  l,  c’est-à-dire,  que  la  force  P avancera  de 
2;r.O/,  l’écrou  montera  d’une  portion  0 d’un  pas  de  vis,  c’est-à-dire 
que  le  poids  Q reculera  de  Op  et  le  principe  général  donne 

P.'ÎTf'J.l  — Q.O.p  = 0 

d’où  l’on  tire 

P ; Q = /)  : ‘irri. 

!t0.  Applications  à la  recherche  de  f/uelques  courbes  d’équilibre. — 
Appliquons  encore  le  principe  des  vitesses  virtuelles  à la  solution  du 
problème  suivant  : aux  deux  extrémités  d’un  fil  inextensible  PAQ 
passant  sur  une  poulie  A (fig.  79)  sont  attachés  des  poids  P et  Q. 
L’un  des  deux  P est  assujetti  o glisser  sur  une  courbe  donnée  BC. 
On  demande  quelle  doit  être  la  courbe  DE  pour  que  le  poids  Q glissant 
sur  celle-ci  fasse  constamment  équilibre  d P. 

En  désignant  par  p et  q les  distanees  Pp  et  Qq  des  deux  poids  à 
une  horizontale  HH'  passant  par  A , 1a  condition  d’équilibre  sera 

Pâp  -♦-  Qiq  = 0. 

Comme  celte  équation  doit  exister  pour  toutes  les  positions  des  poids 
ou  pour  toutes  les  valeurs  successives  de  (?;)  et  Sq , on  pourra  consi- 
dérer son  premier  membre  comme  une  différentielle  qui  est  eonstain- 
mcnl  nulle  et  en  intégrant  un  aura 

Py,  Qg  = C. 
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Si  ou  désigne  par  r cl  r'  les  rayons  vecteurs  AP  et  AQ  des  deux  courbes, 
par  l et  l'  les  angles  PAH  et  QAH'  et  par  l lu  longueur  totale  PAQ  du 
eordon , un  aura  visiblement 

J)  = r ain  t , f/  = r'  sin  r -t-  r'  — I ■, 
réqualion  d’équilibre  devient  done 

P (/  — r')  sin  I + Qr'  sin  t’  = C , 
ou,  si  t = tfr  est  l’équalion  polaire  de  BC, 

P (/  — r")  sin  y (/  — r')  Qr'  sin  I'  = C. 

Celle  relalion  entre  r’  et  C représente  réqualion  polaire  finie  de  la 
courbe  UE.  La  eonslunlc  arbitraire  C dépend  de  la  valeur  de  la  verti- 
cale AU,  c’est-à-dire  de  la  valeur  de  r'  correspondant  à t'  = l jr. 

Si  la  courbe  BC  est  un  arc  de  cercle  ayant  son  centre  en  O et  ayant 
OA  = « pour  rayon  , l’équation  polaire  t = yr  prend  la  forme 

r 

t = arc  sin  -—  ; 

2a 

. l — r' 

la  fonction  y (/  — /■')  devient  donc  arc  sin  et  on  trouve  pour 

l'équation  finie  de  la  courbe  DE, 

U — r'V 

P^ — J-  -A-  Qr'  sin  I'  = C. 

2a 

Quand  on  détermine  la  constante  C de  manière  que  AD  soit  nul,  et  qu’on 
fait  / égal  à nj/¥  et  ^ égal  à ^/2,  il  vient 


qui  est , comme  on  peut  s’en  assurer,  l’équation  de  l’cpicycloïde 
engendrée  par  un  point  du  cercle  du  rayon  a ^2  roulant  sur  un  autre 
cercle  de  même  grandeur. 

Ce  problème  trouve  son  application  dans  la  Ibcoric  de  la  construc- 
tion des  ponLs-levis.  Le  cercle  AB  est  celui  que  décrit  rextrémité  P 
d’un  pont-levis  OP  (lig.  80),  à laquelle  est  attachée  une  chaîne  PAQ 
jiassanl  sur  une  poulie  A et  tirée  par  un  contre-poids  Q glissant  sur 
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répicycloïde  AE  qui  esl  codduc  sous  le  nom  de  sinusoïde.  Le  poids  P 
représente  la  composante  du  poids  R du  pont  mobile  appliqué  au  cen- 
tre de  gnivité  G et  décomposée  en  deux  autres  appliqués  en  P et  en  O. 
Cette  dernière  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  O. 

Le  pont-levis  OA  (fig.  81)  peut  aussi  être  maintenu  en  équilibre  au 
moyen  d’un  parallélogramme  à charnières  BCOD  dont  un  côté  BD  pro- 
longé d’une  quantité  DQ  égale  à DO  porte  à son  extrémité  un  contre- 
poids Q glissant  contre  la  culée  OQ  du  pont.  La  condition  d’équilibre 

Rdr  — Qdq  = 0 

conduit,  comme  plus  haut,  à l’intégrale 

Rr  — Qq  = C , 

parce  que  l’équilibre  doit  subsister  dans  toutes  les  positions  et  cette 
équation  se  réduit  à 

Rr  — Qq  = 0 

parce  que,  quand  le  tablier  est  horizontal,  r et  q,  c'est-à-dire,  GH 
et  OQ  sont  visiblement  nuis.  Le  triangle  GlIO  donne  en  désignant  GO 
par  l et  l’angle  GOH  par  0, 

r = / sin  0. 


Le  triangle  isocèle  ODQ  donne  en  désignant  OD  ou  BC  jiar  a et  en 
remarquant  que  l’angle  DOQ  égal  à DQO  est  complémentaire  de  OaQ 
lequel  est  égal  à GOH  ou 

q = OQ  = 20d  = 2o  sin  0. 

L’équation  d’équilibre  devient  en  substituant, 

R 

R/  sin  0 = Q.2a  sin  0 ou 

Q ( 


qui  en  elTet  est  satisfaite  indépendamment  de  toute  valeur  de  0. 
Remarquons  que  puisque  dans  le  triangle  rectangle  aOQ  les  distances 
DQ  et  DO  sont  égales,  il  faut  que  oD  soit  aussi  égal  à ces  droites.  La 
longueur  de  Qa  est  donc  invariable  et  égale  à 2a,  cc  qui  apprend  que 
le  point  a de  la  tringle  BQ  reste  constamment  dans  une  droite  horizon- 
tale Oa. 

97.  Méthode  analytique  pour  appliquer  te  principe  des  vitesses 
virtuelles.  — Les  conditions  d’équilibre  d’un  système  de  forces  de 
forme  quelconque  se  déduisent  de  l’équation  des  vitesses  virtuelles 
d’une  manière  analytique  très  générale;  remplaçons  P par  scs  compo- 
santes X,  Y,  Z parallèles  à trois  axes  fixes  ; si  x,  y,  z sont  les  coor- 
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données  (lu  point  d’application  de  P,  un  déplacement  \irtuel  de  ce 
point  fera  prendre  h x,  y,  z les  accroissements  iy,  iz,  les  moments 
virtuels  de  X,  Y,  Z seront  \Sx,  'i^y,  T.iz  cl  l'équation  des  vitesses 
virtuelles  prendra  lu  forme  suivante  : 

S (XJx  'ihj  -t-  Z*)  = 0. 

le  signe  £ (l('signant  une  somme  de  même  nature  étendue  t'i  toutes  les 

forces  P,  P',  P” Les  variations  Sx,  Sy,  Sz,  Sx'....  St,  St'....  ne  sont 

assujetties  dans  cette  équation  qu’à  la  seule  eondition  d’être  compalililes 
avec  les  eoiiditions  de  liaisons  des  différents  points  du  système.  Ces 
eondilions  sont  en  général  exprimées  par  des  équations 

L = 0,  M = 0 

les  unes  de  la  forme 

{x-xy  + {y-yr  + {z-z'f:=l* 


- X")*  H-  (y  - y"Y  -e  {z  - *”)*  = r- 


cl  exprimant  que  les  distances  l des  points  (x,  y , i)  et  (x',  y',  z')  etc., 
sont  invariables  on  que  la  distance  des  points  (x,  y,  z)  cl  (x",  y",  z") 
est  égale  au  cordon  élastique  t ete.,  d’autres  de  la  forme 

/■{x,  y,  ;)  = 0 , f (x',  y',  z')  = (t 


exprimant  que  certains  points  [x,y,z],  (x',  y',  z')....  doivent  glisser 
sur  des  surfaces  données,  etc.  Les  déplacements  des  différents  points 
d'application , pour  être  compatibles  avec  les  conditions  des  liaisons, 
devront  donc  satisfaire  aux  équations 


(/L  (IL  (/L  , (iL  , , 

— <fx  -V-  -r-  dy  •4--T-0Î  — Jx  etc.  = 0 

dx  dy  ■'  dz  dx 


du 


(/M 


-j-Sx  -t-  01/  -e  etc.  = 0 

dx  dy  ■' 


î- 


dy  dz 


tsi  = (x  — x")  (Jx  — o'x")  -4-  (y  —y")  {Sy  — Sy")  (2  — z")  {Sz  — Sz') 


(pic  l’on  obtient  en  donnant  à x,  y,  z,  x',  y',  z',....  t,  ('....  dans  L,  M.... 
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les  accroissements  ox,  âij,  âz....  'U,  c’est-à-dire,  en  prciianl  les  dilîé- 
renticlles  de 

L = 0,  M = 0 

avec  In  earnetérisliqiic  J.  Si  nn  remplace  les  St  en  fonction  de 
Sx,  <fx"....  et  (pi’on  élimine  le  plus  grand  nombre  possible  de  varia- 
tions Sx,  Sy,  Sz,  Sx'  ...  entre  ces  dernières  cepiations  dilTércntiellcs  et 
l’équation  des  vitesses  virtuelles,  celle-ci  prendra  la  forme 

QrJx  HSy  -t-  SiSz  ■+■  etc.  = 0 

dans  laquelle  les  variations  restantes  Sx,  Sy,  Sz,  Sx'  etc.,  ne  seront 
plus  soumises  à aucune  condition  et  seront  par  conséquent  arbitraires. 
Il  résidte  de  là  que  les  cocITicicns  Q,  R,  .S....  doivent  être  nuis  sépa- 
rément, puisqu’on  pourra  supjioscr  sueccssivctncnt  tontes  ees  variations 
nullcs  à l’exception  d’une  seule  Sx  et  qn’alors  le  produit  O-fx  ne 
pourra  être  nul  que  par  le  fait  de  Q.  Les  conditions  d’éijuilibrc  seront 
donc 

Q=0,  R = 0,  S = Ü 

Ces  équations  expriment  des  relations  nécessaires  pour  l’éipiilibrc 

entre  les  coordonnées,  les  forces  .\,  Y,  Z et  les  tensions  T,  T 

A CCS  équations  il  faut  en  joindre  d’autres  de  lu  forme 

T = ?(,  r = •;,«■ 

exprimant  lu  loi  qui  lie  la  boision  du  ressort  à son  allongement,  lui 
qui  doit  être  donnée.  Ou  aura  ainsi  toutes  les  équations  nécessaires 
pour  déterminer  les  coordonnées  en  fonction  des  forces  ou  pour  lixer 
la  forme  d’équilibre  du  système. 

Comme  celte  métbode  générale  trouve  ses  principales  applications 
en  dynamique,  nous  nous  bornerons  à l’appliquer  à la  solution  du 
problème  suivant  ; un  point  matériel  peaani  P est  suspendu  par 
quatre  fils  obliques  t,  t',  t",  t"’  attachés  à des  points  fixes  A,  II,  C,  I)  de 
l'espace,  on  demande  la  position  d'équilibre  du  point  P sachant  que 
ces  fils  sont  élastiques  et  connaissant  leur  loi  d’élasticité. 

Prenons  le  point  A pour  origine  des  coordonnées  cl  désignons  par 
{a'b’c'),  (u"b''c"),  (a"’b"'c'"),  (xyz)  les  coordonnées  des  points  11,  C,  I) 
et  P,  par  T,  T’,  T”,  T''  les  tensions  des  quatre  cordons  et  par 
t,  t',  t",  t"'  leurs  longueurs.  L’équation  des  vitesses  virtuelles  dotinc 
en  supposant  Taxe  des  Z vertical, 

P*  -4-  T<ft  -4-  TSt'  4-  TSt"  -4-  V"St"’  = 0 
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h laquelle  il  faut  joindre  les  équations  de  condition. ..,.(1) 

t*  = X*  -t-  ÿ*  -t-  î’ 

t'»  = (x  — a')*  -+-(!/  — t')*  -4-  (î  — e’)* 
t">  = (x  — a")*  -4-  (y  — 6")’  -4-  (z  — c")* 
t"'>  = (x  — a'")*  -4-  0/  — «»"')’  -4-  (z  — c"7 
qui  donnent  en  diflerentiant, 

tJf  = xJx  -4-  yiîy  -4-  zJz 
= (x  — a')  <fx  -4-  (y  — 6')  <f y -4-  (z  — c')  (fz 
("(?("  = (x  — o")  (fi  -4-  (y  — 6")  Jy  -4-  (z  — c")^z 
= (x  — a'")  Jx  + (y  — 6'")  Sy  + {z  — c'")  3z. 

Si  dans  l’équation  des  vitesses  virtuelles  on  remplace  ôt,  3t\  3t",  3Ï" 
par  leur  valeur  et  qu’on  égale  à zéro  les  coeflicieiis  des  trois  variations 
indéterminées  «fx,  Sxj,  3z,  on  sera  conduit  aux  équations  suivantes  : 

f|4  ppr  rpt/  ppf// 

P -4- - z -4- -p  (z  - c')  + - (z  - c")  -4- — (z  - c'")  = O 

pp  ppr  rp// 

7 a:  -I-  - (x  — o')  -4-  -p  (x  — a")  -4-  -p-  (x  — a'")  = O (2) 


Pp  Pp/  PpPT  4p4^/ 

7 y + 7 (y  - 6')  + -p  (2/ - n (2/ - n = O- 


Aux  sept  équations  (1)  et  (2),  joignons  les  quatre  équations  qui 
expriment  la  loi  de  l’élasticité  des  fils , savoir 

t = ^T,  ('  = ?T,  r==?"T'',  r^/"T"' (3) 

et  l’on  disposera  de  11  équations  pour  déterminer  les  valeurs  des 
11  inconnues  x,  y,  z,  l,  t',  t",  t'",  T,  T',  T",  T'". 

En  admettant  que  les  allongements  des  fils  soient  proportionnels  à 
leur  tension  et  en  désignant  par  l,  t',  l",  l",  leur  longueur  avant 
qu’ils  ne  soient  tendus,  on  devra  poser 

t=/(i-i-oT),  t'=f (1-i-eT),  r=r(i-4-o"T''),  r=r(i-4-o"T"). 

Si  on  suppose  l’élasticité  proportionnelle  à la  longueur  des  fils,  on 
posera 

T = 0t,  T'  = 0'f,  T''  = û"l’',  T'’'=0"r". 
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Dans  ce  dernier  ejs,  on  trouve  pour  or,  y,  z,  les  valeurs  suivantes  : 
_ _ aO'  -A-  a"0"  a’"6'"  _ 6'9'  -i-  6"6''  -t-  6'"9"' 

^ e -t-  0'  0"  -4-  0"'  ’ ^ 0 0'  -4-  0"^  0"'  ’ 

_ _ c'6'  -4-  c"0"  -4-  c'"6'’'  — P 
6 -4-  6'  -I-  9"  -4-  9'" 

Il  est  remarquable  que  quel  que  soit  le  nombre  de  fils  et  la  loi  de  leur 
élasticité,  le  problème  dont  on  vient  de  s’occuper  est  entièrement 
déterminé,  pourvu  que  les  fils  soient  élastiques,  tandis  que  si  les  fils 
avaient  été  inextensibles,  le  nombre  d’équations  aurait  été  insuffisant 
et  le  problème  aurait  été  indéterminé.  Cette  question  est  visiblement 
-de  la  meme  nature  que  eelle  des  pressions  sur  les  points  fixes,  dont 
on  s’est  occupé  au  N°  50. 

98.  Maximum  et  minimum  dans  les  positions  d’équilibre.  Con- 
ditions d’équilibre  dans  les  machines  à poids.  — Lorsque  dans  l’équa- 
tion des  vitesses  virtuelles 

S (X-fx  ■+■  Yo'y  -4-  Ziz)  -4-  = O, 

la  somme  (X"îx  -4-  YSy  -4-ZJx)  -4-  (X'Jx'  -4-  Y’3y'  -4-  Z/iz')  -4-  etc.  est  une 

düTérentielle  exacte  d’une  fonction  ?(x,  y,  z,  x\  y’,  z! ) des 

variables  xyz,  x'y'z'  etc.  considérées  comme  indépendantes,  l’équation 
des  vitesses  virtuelles  sera  une  différentielle  totale  exacte,  puisque  les 
tensions  T sont  des  fonctions  des  longueurs  t des  liens  élastiques  et 
l’égalité  à zéro  de  cette  différentielle  exprime  que  la  somme  de  fonctions 

<f(x,  y,  z,  x',  i/,  z^ 1-  îj-t 

est  un  maximum  ou  un  minimum , c’est-à-dire , que  les  valeurs  des 
coordonnées  x,  y,  z,  etc.  dans  la  position  d’équilibre  du  système  cor- 
respondent au  maximum  ou  nu  minimum  de  ectlc  somme  de  fonctions. 
On  voit  par  IÎ4  comment  une  question  d'équilibre  peut  se  transformer 
en  une  question  de  maximum  et  réciproquement. 

Lorsque  toutes  les  forces  du  système  se  réduisent  à des  poids 
pouvant  s’appuyer  sur  des  surfaces  inflexibles  et  que  les  liens  sont 
privés  d'élasticité,  en  prenant  l’axe  des  Z vertical,  l’équation  des 
vitesses  virtuelles  devient 

imgiz  = 0 ou  ylm^z  — 0. 

Comme  Sm^i  est  la  différentielle  exacte  de  imz  correspondant  à un 
déplacement  quelconque , cette  équation  exprime  que  est,  dans  la 


Digitized  by  Google 


142 


CIIAPITIIK  IX.  — SIATIQI  E. 


position  d'équilibre,  un  ninximuni  ou  un  minimum  relativement  ù 
tontes  les  positions  voisines;  or  si  on  désigne  par  l’ordonnée  du 
centre  de  gravité  des  masses  m,  m'...,  on  sait  que  l’on  a 


imz 


ré(juilibre  dans  eetlc  machine  à poids  a donc  lieu  lorsque  z,  est  maxi- 
mum ou  minimum,  c’est-à-dire,  lorsque  le  centre  de  gravité  des 
[loids  est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible.  Ainsi  un  corps  pesant 
de  forme  quelconque,  dépourvu  d’élasticité  et  appuyé  sur  une  ou 
plusieurs  surfaces,  est  en  équilibre  lors(juc  de  quelque  manière  qu’on 
le  mette  en  mouvement  dans  tous  les  sens,  le  centre  de  gravité  ne  fait 
que  monter  nu  ne  fuit  que  descendre.  Si  le  corps  ou  les  surfaces  qui 
servent  d'ajypui  étaient  élastiques,  cette  proposition  ne  serait  plus 
généralement  vraie. 

On  dit  qu’un  é(]uilibrc  est  stable  ou  instable,  lorsqu’on  dérangeant  le 
système  de  la  position  d'équilibre,  celui-ci  tend  ù y revenir  ou  à s’en 
éloigner  indcfmimcrit.  Il  suit  de  là  qu’en  général  le  maximum  corres- 
jioiid  à un  état  d’équilibre  stable  et  le  minimum  à un  état  d’é<iuilibrc 
non  stable,  car  .si  est  maximum,  c’est-à-dire,  si  le  centre  de  gravité 
des  ])oids  est  le  plus  bas  possible  d’une  part,  ou  si  d’autre  part,  il  est 
le  plus  haut  possible,  on  peut  admettre  qu’une  légère  perturbation 
fera  descendre  indériniment  le  centre  de  gravité  s’il  est  le  plus  haut 
possible  et  n’im))rimera  au  système  que  de  légères  oscillations  si  le 
centre  est  le  plus  bas  |)ossiblc. 

Comme  toute  force,  quelle  que  soit  sa  cause,  jicut  être  remplacée 
par  des  poids,  au  moyen  de  poulies  de  renvoi,  il  en  résulte  que  l’on 
peut  dire  d’une  manière  générale  que  l’équilibre  est  stable  ou  instable 

suivant  que  f{x,y,z,x’ ) -a- est  maximum  ou  minimum. 

.Nous  reviendrons  du  rc.stc,  en  dynamique,  sur  ce  principe  pour  le 
démontrer  d’une  manière  plus  rigoureuse. 
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AUraclion  d'une  couche  sphérique  homogène  sur  un  point  extérieur.  Attraction 
d’une  sphère  sur  une  sphère.  — Attraction  d'une  couche  sphérique  sur  un 
poiiit  place  dans  I intérieur.  — Attraction  de  deux  corps  quelcontjucs. 

99.  Attraction  d'une  couche  sphérique  homogène  sur  un  point 
extérieur.  Attraction  d’une  sphère  sur  une  sphère.  — On  a be.soin  dp 
cunnnitrc  eu  dynamique  les  actions  que  deux  corps  exercent  l'un  sur 
I autre  par  leurs  attractions  mutuelles;  admettons  donc  par  anticipa- 
tion que  toutes  les  mtdéculcs  d un  corps  sont  attirées  par  les  molécules 
d'un  autre  corps,  et  que  rintensité  de  cette  force  aïtractive  est  inver- 
sement pruj)ortiunncllc  au  carré  des  distances  et  directement  propor- 
tionnelle aux  masses  des  molécules  attirantes.  En  désignant  par  h 
l’intensité  de  l'attraction  de  deux  points  matériels  d’une  masse  égale  à 
l’unité  et  placés  à l’unité  de  distance,  l’attraction  d’un  point  matériel 
d’nnc  masse  m sur  l’unitc  de  masse  sera  par  conséquent  h»i  et  l’attrac- 
tion de  m sur  un  point  d’une  musse  m'  à l’unité  de  distance  sera  hmm' 

...  , hmm' , ...  ...  , 

(pu  deviendra  — ~ lorsqu  ils  seront  places  a la  distance  l.  Cela  posé, 

.«proposons-nous  de  déterminer  l’attraction  qii’cxeree  une  couche  sphé- 
rique homogène  d’une  épaisseur  très  petite  et  uniforme  ABA'C  (lig.  82) 
sur  un  point  matériel  M d’une  masse  M placée  à l’extérieur.  Divisons 
la  couche  en  tranches  circulaires  A.\'  d’une  largeur  infininicnl  petite 
dx  perpendiculaire  à la  droite  MO  que  l’on  prend  pour  axe  des  X_. 
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l L'Ianl  la  distance  MA , l'attraction  d’un  élément  dm  de  cet  anneau 
, kildm 

sur  M est — - — et  sa  composante  suivant  1 axe  des  X, 


fcMdm  MD  kyidtn  x kMxdm 


La  composante  de  l’attraction  de  l’anneau  entier  s’obtient  visiblement 
en  additionnant  toutes  les  valeurs  précédentes  relatives  à tous  les 

éléments  dm  du  même  anneau  ; elle  est  donc  idm  ; or  en 

r 

désignant  par  p la  densité  de  la  couche , par  s son  épaisseur,  par  1/ 
l’ordoniiéc  AD,  par  a la  distance  MO,  par  r le  rayon  OC  et  par  ds 
la  portion  de  l’arc  de  cercle  BAC  comprise  dans  la  largeur  de 
ranneau  AA',  sa  longueur  sera  2jiy,  l’aire  de  sa  section,  sds  et  sa 
masse  ou  ïi/m,  '2mryids.  La  composante  de  l’attraction  devient  donc 


(/r*  — (i  — o)*  ds 


(2nx 


' — a*)* 


ou , en  remplaçant  du  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  du  cercle  BAC, 

xdx 


2orAM;-£ 


■(«) 


(2ai 


■ar 


Pour  ce  qui  est  des  coni|>osanles  de  rallraction  perpendiculaires  à 
l’axe  des  X,  la  symétrie  de  l’anneau  autour  de  cet  axe  fait  que  ecs 
composantes  s’entredétruisent  et  que  par  coiiséqucnl  il  ne  faut  pas  y 
avoir  égard.  L’attraction  de  la  couche  sphérique  entière  s’obtient  en 
prenant  la  somme  des  valeurs  précédentes  depuis  le  point  B Jusqu’au 
pointe,  c’est-à-dire,  en  l’intégrant  depuis  x—a  — r Jusqu’à  x=«-t-r; 
on  trouve  ainsi 

4,«rÂMl*£ 


En  désignant  par  M'  la  masse  de  la  couche  sphérique,  on  a 

M'  = 4&ffr*£ , 

ce  qui  fait  prendre  à la  valeur  de  l’attraction  la  forme 

AMM' 

O* 
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qui  SC  confond  avec  celle  qn’excrcerail  un  jioint  d’nne  masse  M'  sur 
une  masse  M placiic  à la  distance  a.  D’on  l’on  ronclnt  que  r<illrnrtioii 
couche  spbériijue  Iwnioijène  sur  un  point  matériel  M extérieur, 
est  la  même  t/ue  si  sa  masse  Jl’  était  concentrée  dans  son  rentre. 

Il  rcsnllo  de  là  que  si  une  sphère  est  composée  de  couches  concen- 
triques et  homogènes , son  attraction  sur  un  point  matériel  extérieur 
est  la  même  que  si  la  masse  de  la  sphh’e  était  concentrée  dans  son 
centre,  quelle  que  soit  du  reste  la  loi  suivant  luijuellc  varient  les 
densités  des  couches. 


Comme  le  jiroduit- 


représente  à la  fois  l'aUraclion  de  la  masse  m 


sur  m'  et  rattraction  de  m'  sur  ni,  il  est  visible  que  les  théorèmes 
précédents  régissent  aussi  l'attraction  (]n’e.\cree  un  point  matériel  sur 
une  sphère,  ün  voit  aussi  que  si  deux  sphères  de  masse  >1  et  .M' 
composées  de  couches  homogènes  s’attirent  mutuellement,  chaque 
élément  de  M est  attiré  par  l'autre  sphère  comme  si  la  masse  M'  était 
conecutrée  dans  son  centre,  et  comme  le  point  malériel  M'  jilaeé  au 
centre  attire  aussi  la  sphère  M de  la  même  manière  que  si  sa  masse  M 
était  concentrée  dans  son  centre,  on  est  conduit  à ce  tliéorème  géné- 
ral : deux  sphères  homogènes  ou  composées  de  couches  homogènes 
s'attirent  mutuellement  de  la  même  manière  que  si  leurs  masses 
étaient  concentrées  dans  leurs  centres. 

U)0.  .It  tract  ion  exercée  sur  un  point  placé  dans  l'intérieur.  — L’attrac- 
tion d’une  conche  sphérique  homogène  sur  un  |>oint  matériel  prend  une 
valeur  rcmarquahle  lorsque  ce  point  est  placé  dans  l’intérieur  de  la 
couche,  en  m par  exemple;  en  prenant  alors  l’intégrale  de  l’attrai'tion 
élémentaire  précédente  (1)  d’ahord  depuis  l’origine  des  coordonnées  m 
jusqu’à  C,  c’est-à-dire  depuis  x = 0 jusqu’à  x=o  -*-r  et  ensuite 
depuis  ni  jusqu’à  II,  c’est-à-dire,  depuis  x = I)  jusqu’à  x — — (r  — a), 
on  aura  d'une  part  l’attraction  exercée  sur  m jiar  les  tranches  qui 
composent  la  portion  oACAV  de  la  couche  sphérique  et  d’autre  part, 
rattraction  de  la  partie  aBa'.  Or  on  trouve  que  ces  intégrales  sont 
égales  cl  de  signe  contraire  ; les  attractions  exercées  par  les  éléments 
de  la  couche  sphérique  sur  m s’entredetruisent  donc  et  l’on  est  con- 
duit à ce  théorème  : un  point  matériel  placé  dans  l'intérieur  d'une, 
couche  sphérique  homogène,  n'éprouve  aucune  attraction  de  la  part 
de  celte  couche. 

Il  est  visible  que  ce  théorème  subsiste  quelle  que  soit  l’épaisseur 
uniforine  de  la  couche  sphérique,  |)oiirvu  ipi’ellc  se  comjmse  de 
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couches  homogènes  superposées  , puisque  aucune  de  ces  dernières 
n’exeree  d’aelion  sur  le  point  matériel.  On  eonclut  aussi  de  ec  théo- 
rème qu’un  point  plaeé  dans  l’intérieur  d’une  sphère  pleine  composée 
de  couches  homogènes,  n’éprouve  aucune  attraction  de  la  part  des 
couches  supérieures  ou  placées  entre  le  point  et  la  surface;  il  est  donc 
attiré  vers  le  centre  de  la  même  manière  que  si  ces  couches  étaient 
supprimées  et  que  le  reste  de  la  sphère  fut  concentré  dans  son  centre. 

Le  théorème  énoncé  plus  haut  peut  être  démontré  sans  calcul  par 
des  considérations  géométriques  très  élémentaires,  qui  permettent  de 
l’étendre  à une  couche  ellipsoïdale  unifurmément  épaisse  et  de  gran- 
deur quelconque  ; en  effet  si  par  le  point  M (fig.  83)  on  fait  passer  un 
cène  infiniment  mince,  eeliii-<-i  interceptera  deux  portions  iidiniment 
petites  de  la  couche  abcd  et  a'h'c'd',  dont  les  attractions  sur  m sont 
égales  et  opposées;  car  en  désignant  par  m et  m' leurs  masses  et  par  r 

A'.Mm  k\lin 

et  r les  distances  Ma  et  Ma  , ces  attractions  sont — ^ et  — ; or 

yi  r ' 

il  résulte  d’une  propriété  connue  des  elliiisoïdes  concentriques,  .sem- 
blables et  semblablement  disposés  que  les  longueurs  ac  et  nV  inter- 
ceptées sont  égales  ; les  masses  élémentaires  m et  m'  de  forme 
cylindrique  ont  donc  la  même  longueur;  d’un  autre  côté,  les  aires 
des  sections  de  ces  éléments  sont  visiblement  jiroportionncllcs  aux 
carrés  des  distances  Ma  et  Ma',  parce  que  dans  des  cènes  semblables 
les  aires  des  bases  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  distances  au 
sommet;  on  voit  donc  que  les  masses  m et  m'  sont  dans  le  rapport 
de  r-  à r'*,  c’est-à-dire  que 


m m' 

et  que  par  conséquent  les  deux  attractions  sont  égales.  Comme  il  en 
est  de  même  des  attractions  des  éléments  placés  dans  deux  directions 
opposées  quelconques,  on  en  conclut  que  la  couche  entière  n’excrcc 
aucune  action  sur  le  point  M. 

101.  Attraction  de  deux  corps  (juelconques. — Quand  deux  corps 
sont  placés  à de  grandes  distances,  ils  s’attirent  sensiblement  de.  la 
même  manière  que  si  leurs  masses  étaient  coneenirées  dans  leurs 
centres  de  gravité;  en  effet,  si  par  le  centre  de  gravité  G de  l’un  des 
corps  on  fait  passer  trois  axes  rectangulaires,  l’atlraetion  d’un  point  fi 
(fig.  84)  de  l’autre  corps  sur  un  point  m du  premier  ayant  une 
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ktJidin  , . , , . , 

masse  dm,  sera  — — — ou  bien  en  désignant  par  a,  b,  e et  x,  y,  z les 

eoordünnécs  des  points  {*  et  m , 

kfidni 

(«  — ac)*  -i-  {b  — I/)*  H-  (c  — î)* 

et  les  composantes  suivant  les  trois  axes  seront,  en  multipliant  par 
.a  — X b — y c — z 
1 


/ 


/ 


kyidm  > k[idm  --j,-"  > ou  kadm{(i — etc. 


En  représentant  pG  ou  j/ a*  -+-  Id  -f-  c*  par  R et  mG  ou  |/x*  -h  y*  -r-  z* 
par  r,  on  a 

/*  = (a  — x)*  -+-  (6  — y)*  -t-  (c — zy  ==  R*  — 2ax  — 2/>y  — 2cz  h-  r* 
ou  simplement 

= R^  — 2 (ox  -t-  by  -t-  cz), 

paree  que  r est  par  hypothèse,  petit  relativement  à R.  On  tire  de  là, 
en  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  — ^ et  se  bornant  aux 
. . . X U z 

termes  de  première  puissance  en  — i — > attendu  que  ces  coor- 

K U K 

données  sont  des  quantités  petites  relativement  à R, 


R>V, 


1 3 


^ ax  hy  c. 


10 


)■ 


Les  composantes  de  l’attraction  du  point  ^ deviennent  donc 


k. 

R’ 


dm 


(o  — x)  ^4 


^ ax  bu  -t-  cz 


) 


, etc.  etc. 


et  en  négligeant  x,  y,  z devant  <i,b,c,  dans  a — x,  b — y,  c — z, 
ku  , jku. 

--adm  ■+•  -r-i-(a*x  -t-  abii  -h  aez)  dm,  etc.,  etc. 

J|3  JJ..  \ J ,11 

Les  composantes  de  l’attraction  du  point  M sur  le  corps  G entier  sont 
donc 


3A‘ft 

lîÔ 


{a*  J'xdm  tib  J'ydm  -a-  ac  j'zdm),  etc.  etc. 


Digitized  by  Google 


U8 


CIlAI’ITnE  X.  — .''TATIQUE. 


En  dcsigiimil  par  M la  masse  du  corps  G cnlier  ou  f dm  cl  en  rcniar- 
«pianl  que  les  intégrales  ou  les  soniincs  de  moments  J'xdm,  fydm, 
fzdm  sont  milles,  parce  que  les  axes  passent  par  le  centre  de  gra- 
vité G,  CCS  eoinposantcs  deviennent 

A’Miio  kyiuh  AMiif 

IP  ’ ip~’  *Tp^ 


et  leur  résultante  a pour  valeur 


■r' 


j/a*  -t-  f’  = 


AM, a 
R* 


cl  l'ail  avec  les  axes  des  angles  ayant  pour  cosinus 


(/ a*  f*  a*  b*  -t-  c* 


d’où  l'on  conclnl  que  l’attraction  du  point  matériel  p sur  le  corps  G 
entier  et  par  conséquent  l’attraction  du  corps  sur  le  point  u est  la 
même  que  si  le  corps  avait  sa  masse  concentrée  dans  son  centre  de 
gravité  G.  Comme  il  en  est  de  même  de  l’attraction  exercée  sur  tous 
les  éléments  p du  deuxième  corps,  il  est  visible  que  le  théorème  se 
trouve  complètement  démontré.  On  arrive  au  même  iTsiillalen  rcmar- 
iiuant  que  puisque  les  deux  corps  sont  placés  à des  distances  très 
grandes  relativement  à leurs  dimensions,  les  droites  menées  d’un 
point  P d’un  des  corps  à tous  les  points  matériels  m de  l’autre,  sont  sen- 
siblement parallèles  et  égales;  d’où  il  résulte  que  les  intensités  des 
attractions  sont  aussi  sensiblement  égales,  eoinine  pour  les  attractions 
des  points  d’un  corps  par  le  centre  de  1a  terre,  auxquelles  on  jieut 
les  assimiler.  Elles  peuvent  donc  être  remplacées  par  une  attraclinn 
nniipie  dirigée  suivant  pG  et  l’on  ]icut  concentrer  en  G toute  la  masscM. 
On  reconnail'de  la  même  manière  que  l’altraclion  de  Jl  placé  en  G 
sur  le  corps  p entier,  a lien  de  la  même  manière  que  si  toute  la  musse 
du  cor(is  P était  aussi  concentrée  dans  son  centre  de  gravité. 
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.Mniivctnciil.  — Temps.  — Mouvement  unironne.  Vitesse.  — Inertie  de  la  matière. 
Force  d'inertie  ou  réaction.  Sa  loi.  — Musse  des  corps.  Mesure  de  l’inertie. 
Quantité  de  mouvement.  — Egalité  de  l'aetion  et  de  la  réaction.  Proportionnalité 
des  forces  et  des  vitesses  qu’elles  engendrent  dans  un  même  instant.  Parallélo- 
gramme des  vitesses.  — Pression.  Su  mesure  Mesure  d’une  masse  en  kilo- 
grammes. Unité  de  masse.  — Force  instantanée.  Force  continue.  Percussions. 

102.  Mouve.meiil.  Temps.  Mouvement  uniforme.  Vitesse.  — La 
dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  traite  du  mouvement  des 
corps.  Un  corps  est  dit  en  mouvement  quand  il  occupe  successivement 
dilTércnlcs  positions.  Cette  suecession  de  positions  cntraitie  l’idée  du 
temps  comme  conséquence  de  la  non  simultanéité.  Poitr  le  mesurer, 
il  est  nécessaire  de  convenir  de  ce  qu’on  entend  par  temps  kjaux  ; 
nous  considérerons  donc  comme  égaux  les  temps  employés  par  un 
même  corps  ou  par  deux  corps  identiques  et  placés  dans  les  mêmes 
circonstances,  pour  parcourir  des  espaces  égaux.  De  Ih  résiillc  la 
notion  de  rapport  entre  deux  temps;  car  si  l’espace  parcourn  dans  les 
mêmes  circonstances  est  double,  le  temps  sera  double  etc.  Pour 
recoiinailre  le  mouvement  d’un  corps,  un  rapporte  sa  position  à 
d’autres  corps  considérés  comme  fixes.  S’ils  le  sont  en  eflel,  le  mouve- 
ment observé  est  dit  absolu',  s’ils  sont  eux-mêmes  en  mouvement,  le 
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))rcmicr  corps  n’aura  qu’un  mourement  relui  if  n\\  du  moins  sou  nioii- 
vcnicut  relatif  sera  seul  aiqtréeiable. 

Pour  simplifier  les  idées  et  ne  pas  devoir  tenir  compte  de  la  l'orme 
du  eorps,  nous  le  supposerons  d’ahord  réduit  à un  point  matériel 
dans  lequel  toute  la  matière  sera  concentrée. 

On  dit  que  le  mouvement  absolu  ou  relatif  d’un  point  matériel  est 
unifurme,  si  ce  mouvement  reste  identiquement  le  même  à chaque 
instant;  dans  le  cas  contraire,  il  est  dit  varié.  Il  résulte  de  là  que 
dans  le  mouvement  uniforme,  les  csiwees  parcourus  sont  proportion- 
nels aux  temps  employés  à les  parcourir.  Le  mouvement  uniforme 
peut  donc  servir  de  mesure  au  temps. 

On  appelle  vitesse,  dans  les  mouvements  uniformes,  le  rapport  de 
l’espace  parcouru  au  temps  employé  à le  parcourir  ou  plus  exacte- 
ment, l’espace  parcouru  divisé  par  le  nombre  d’unités  de  temps  em- 
ployées à le  iiareourir;  en  désignant  donc  par  v,  e,  t la  vitesse,  resjiace 
et  le  temps,  on  a 

e 

e = - , 
l 

ï 

(pie  l’on  écrit  pour  abréger  de  cette  manière  : 

e 

Si  t était  égal  à l’unité,  il  viendrait  r = «;  on  voit  donc  que,  dans  les 
mouvcnients  uniformes,  la  vitesse  est  aussi  Vespace  parcouru  pendant 
l'unité  de.  temps. 

Nous  prendrons  dorénavant  pour  unité  de  temps  la  seconde  sexagé- 
simale et  pour  unité  de  longueur  le  mètre. 

On  eoneliil  de  l’équation  précédente  que  l’espace  parcouru  par  un 
|ioint  matériel  est  égal  au  produit  de  la  vitesse  par  le  temps  employé 
à le  parcourir  ou  plubU,  par  le  nombre  d’unités  de  temjis.  Si  avant 
de  compter  le  temps  t,  le  point  matériel  avait  déjà  parcouru  l’espace  a, 
on  mirait  évidemment 

f = O -t-  vt. 

Comme  dans  l’équation  •’  = j > l’espace  e est  quelconque,  la  vitesse  est 

aussi  représentée  par  lu  limite  du  rapport  de  l’espace  parcouru  au 
lemps  employé  à le  parcourir  ou  en  d’autres  termes,  en  désignant 
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|iur  de  l'espace  iiiliniiiiciit  petit  parcouru  dans  un  temps  dl  iiiliiiimciit 
petit,  on  a aussi 


t* 

Si  le  inoiivenicnt  éUit  varié,  le  rapport  - ne  ferait  pl 


us  connaître  ipie 


la  vitesse  moyenne  pendant  le  temps  (;  mais  si  l’on  considère  un 
mouvement  varié  comme  composé  d’une  suite  de  mouvenicnts  unifor- 
nics  avantchacun  une  durée  inriniment  petite  dt,  en  reprcsenlantencore 

de 

jiar  e l’espace  total  parcouru  à la  fin  du  temps  f,  le  rapport  ^ sera 


l’expression  de  la  vitesse  avec;  laquelle  l’espace  de  a été  parcouru  et 
par  conséipient  la  vitesse  du  point  matériel  à l’époque  marquée  t,  de 
sorte  (|uc  l’un  aura  dans  tous  les  mouvements  |>ossiblcs, 


i’  = 


de 

Jt 


103.  Inertie  de  la  matière.  Force  d'inertie.  Mesure  de  l'inertie.  — 
La  mécanique  est  fondée  sur  deux  propriétés  générales  de  la  matière, 
savoir  ; l’eVieW/e  de  la  matière  et  l'égalité  de  l’action  et  de  la  réaction. 
Occupons-nous  d’abord  de  la  première. 

L’expérience  journalière  nous  apprend  qu’un  corps  en  mouvement 
tend  à conserver  sans  altération  la  vitesse  dont  il  est  animé,  ainsi  i|uc 
la  direction  rectiligne  de  cette  vitesse  et  qu’il  ne  peut  changer  de 
Ini-niémc  son  état  de  repos  ou  de  mouvement;  ainsi  un  corps  étant 
en  repos,  l’intervention  d’une  cause,  extérieure,  c’est-à-dire  d’une 
force,  est  indispensable  pour  le  mettre  eu  mouvement  et  s’il  est 
en  mouvement,  il  faut  une  cause  étrangère  à la  matière  ou  une 
force  pour  accélérer,  retarder  ou  modifier  d’une  manière  qucli'onque 
ce  mouvement.  C’est  dans  cette  propriété  que  consiste  l’inertie  de 
la  matière. 

Les  propositions  suivantes  sont  des  conséquences  immédiates  de 
cette  propriété  : I”  Si  le  mouvemeut  d’un  corps  est  varié,  soit  dans 
sa  vitesse,  soit  dans  sa  direction,  une  cause  extérieure  agit  néces- 
sairement sur  lui;  2"  si  celte  cause  extérieure  c’cssc  tout  à coup 
•l'agir,  le  corps  devra  prendre,  à partir  de  cet  instant,  un  mouve- 
ment uniforme  et  rectiligne;  ô"  si  ces  causes  extérieures  font  dé- 
crire avec  une  vitesse  (luelconquc  une  courbe  au  point  matériel  et 
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qu’elles  ecssenl  loul  n coup  d’agir,  ce  point  devra  suivre  d’un  inou- 
vrinent  uniforme  la  tangente  h la  courbe  au  point  ou  il  se  trouvait 
lorsqu’il  a etc  soustrait  h ces  actions  étrangères,  puisque  le  dernier  élé- 
ment de  la  courbe  représente  la  direction  de  la  vitesse  au  moment  où 
ces  actions  ont  cessé  d’agir. 

L’inertie  des  corps  se  manifeste  par  la  résistance  qu’ils  opposent 
à tout  changement  d’état.  Cette  résistaniÆ  qui  s'évanouit  aussitôt  que 
le  changement  est  produit,  a été  nommée  force  d'inerlie  ou  plutôt, 
réaction  diie  à rinertie. 

La  loi  suivant  laquelle  se  développe  cette  résistance  ou  cette  réac- 
tion n’est  guère  susceptible  de  démonstration  d priori  ; c’est  pourquoi 
on  est  forcé  d’admettre  une  hypothèse  dont  l'exactitude  ne  tarde  pas, 
du  reste,  h devenir  aussi  iueontcstable  que  les  axiômcs  qui  servent  de 
fondement  aux  mathématiques  pures,  è cause  de  la  facilité  avec  la- 
quelle elle  rend  compte  de  toutes  les  circonstances  qui  accompagnent 
le  mouvement  des  corps  et  surtout  de  l’accord  parfait  que  l’on  a 
constamment  remarqué  entre  les  résultats  des  observations  et  ceux 
déduits  de  cette  hypothèse  par  le  calcul.  Celle-ci  consiste  en  ce  que 
toute  vitesse  th  coiumuinqiiée  pendant  un  temps  dl  d un  corps 
en  repos  ou  en  mouvement  dans  une  direction  quelconque,  y fait 
naître  instantanément  une  réaction  opposée  ou  force  d inertie  pro- 
portionnelle ri  cette  vitesse  dv  et  indépendante  de  l'état  actuel  de 
mouvement  du  corps,  c’est-à-dire  que  la  l'éaction  est  .‘t  chaque  instant 
proportionnelle  à la  vitesse  dv  engendrée  pendant  un  élément  de 
temps  dt,  quelle  que  soit  la  vitesse  qui  anime  le  corps. 

104.  Masse  des  corps.  Mesure  de  l'inertie.  Quantité  de  mouvement. 
— Tous  les  curjis  n’opposent  pas  la  même  résistance  à un  changement 
d’état  môme  idcntiipie,  c’est-à-dire  que  la  résistance  due  à l’inertie 
n’est  pas  la  même  dans  tous  les  corps.  Cette  circonstance  ne  peut  pro- 
venir que  de  ce  qu’ils  ne  referment  pas  la  même  quantité  de  matière 
inerte  que  nous  appellerons  masse.  Il  existe  doue  une  dépendance 
entre  la  masse  d’un  corps  et  la  réaction  instantanée  qu’il  ojipose  à 
tout  changement  d’état.  Comme  nous  n’avons  aucun  moyen  pour 
apprécier  la  masse  absolue  des  corps  et  que  les  différences  entre 
les  masses  ne  se  manifestent  à nos  sens  que  par  ce  plus  ou  moins 
de  résistance,  il  est  naturel  de  regarder  deux  masses  comme  égales, 
lorsque  les  réactions  instantanées  qu’elles  opposent  à un  meme  ac- 
croissement de  vitesse,  sont  elles-mêmes  égales.  Il  suit  de  là  qu’une 
masse  double  opposera  une  réaction  double,  puisqu’on  pourra  consi- 
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ili'i’cr  celle  masse  double  comme  composée  de  deux  masses  idciiti(|ues 
jiixta-posces.  Kn  général  lex  réactions  instiuilances  que  deux  points 
matériels  opposent  à un  même  ucrroisscmenl  de  vitesse  sont  propor- 
tionnelles aux  masses  de  ces  points. 

En  rapprochant  celte  proportion  de  l’hypothèse  admise  plus  haut, 
on  voit  que  les  réactions  R et  R'  de  deux  points  matériels  de  masses 
m et  m'  dont  les  vitesses  augmentent  de  dv  et  do'  dans  un  instant  -dt, 
sont  proportionnelles  aux  produits  des  masses  par  les  accroissements 
des  vitesses,  c’est-à-dire  que  l’on  a 

R : R'  = mdv  : m’dv' 


ou  plutôt,  en  divisant  par  dt  pour  n’avoir  à considérer 
quantités  finies. 


, dv 
R : R = w -T-  : m 
dt 


,dd 

dt  ’ 


que  des 


les  réactions  de  deux  points  matériels  sont  donc  à chaque  instant 
proportionnelles  aux  produits  des  masses  par  les  dérivées  des  vitesses 
prises  par  rapport  au  temps. 

Si  on  choisit  pour  terme  de  comparaison  un  point  materiel  idéal 
ayant  une  masse  m'égale  à l’unité  et  acquérant  dans  chaque  unité  de 

. . dv' 

temps  un  accroissement  de  vitesse  égal  a l’unité,— sera  égal  à 
l’unité,  R'  sera  runitc  de  réaction  et  la  proportion  précédente  deviendra 


dv 

R m dt 

T ""1  T ’ 


que  nous  écrirons  pour  abréger  de  cette  manière  : 


R 


On  peut  donc  dire  qu’««c  réaction  se  mesure  par  le  produit  de  la 
masse  par  la  dérivée  de  la  vitesse  prise  par  rapport  au  temps, 
pourvu  que  l’on  entende  par  là  que  le  nombre  d’unités  de  réac- 
tion est  représenté  pur  le  nombre  d’unités  contenues  dans  lu  masse 

, dv 

multiplié  par  le  nombre  d’unites  de  vitesse  contenues  dans  • 


dv 

Si  le  mouvement  de  m était  tel  que-^lï'il  constant  ou  que  la 
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vitesse  t)  prit  des  aeeruisseitieiils  égaux  dans  eliuiiue  inters  aile  dl , 
(ie 

la  derivee  exprimerait  cvidcmnicnl  lu  vitesse  gagnée  dans  l’unité 
de  teni|)s,  que  nous  désignerons  jiar  o et  il  viendrait 

It  = tii  r , 


e’est-à-dire  qn’alors  la  réaclinn  se  mesure  par  le  produit  de  la 
musse  par  la  vitesse  acf/uise  pendant  l'unitc  de  temps. 

Le  produit  d’une  masse  par  sa  vitesse  se  nomme  quantité  de  mou- 
vement. On  voit  donc  qu’une  réaetiou  sc  mesure  dans  ec  ilernier  ras 
par  la  quantité  de  mouvemeut  communiquée  pendant  l’unité  de  tciu|)s. 
On  a vu  plus  haut  que  la  vitesse  r est  représentée  j»ar  la  dérivée 

-I  • 1 ^ 

— ; il  suit  de  la  que  la  force  de  réaction  est  aussi  exprimée  par 
m et  ipic  par  conséquent  la  dérivée  du  second  ordre  -jp  mesure  la 


réaction  d’une  portion  de  la  masse  égale  d l’unité. 

lOii.  Egalité  de  l’action  et  de  la  réaction.  Proportionnalité  des 
forces  et  des  vitesses  qu'elles  engendrent  dans  un  même  instant. 
Parallélogramme  des  vitesses.  — La  seconde  propriété  générale  qui 
sert  de  fondcmciit  à la  mécanique,  ou  le  principe  de  l’égalité  de 
l’action  et  de  la  réaction,  consiste  en  ec  que  la  réaction  duc  à l’inertie 
est  toujours  égale  et  opposée  à la  force  qui  a produit  le  cliaiigemcnl 
d’état.  C’est  encore  l’expérience  coiifiriiiée  par  l’accord  parfait  des 
données  du  calcul  fondé  sur  ce  principe  et  des  résultats  des  obser- 
vations, qui  légitime  l’adoption  de  cette  loi  générale. 

Il  résulte  de  ces  deux  principes  combines  qu’une  force  motrice  comme 

une  force  d’inertie  se  mesure  par  le  [iroduit  ou,  si  la  foix*c 

est  constante,  par  le  produit  mv  de  la  masse  du  point  matériel  sur  lequel 
clic  agit  par  la  vitesse  qu’elle  engendre  dans  l’unité  de  temps  et  que 
|iar  conséquent  deux  foi’ccs  sont  jiroportionnelles  aux  vitesses  qu’elles 
communiquent  à un  même  point  materiel  pendant  riiiiilé  de  temps  ou 
plus  généralement,  pendant  un  même  instant  dt  et  leur  sont  op|iosées. 
On  conclut  de  là  qu’on  peut  appliquer  à ces  vitesses  les  principes  de 
la  composition  et  de  la  décomposition  des  forces,  puisque  celles-ci  pour- 
ront être  représentées  par  les  vitesses  qu  elles  engendrent.  Ainsi  si 
un  point  matériel  est  soumis  à l’action  de  deux  forces  simultanées 
I’  P'  formaiif  un  angle  * et  capables  de  lui  communiquer  chacune 
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srparL'inonl  les  vitesses  v cl  v'  cii  agissant  pendant  l'imite  de  temps,  ce 
point  matériel  prendra  une  vitesse  (|iii  sera  représentée  en  grandeur 
et  en  dircetion  par  la  diagonale  du  parallélograinine  eonstriiit  sur  les 
deux  vitesses  eoinposantes  v et  r'.  C’est  en  eela  que  consiste  le  prin- 
cipe lia  parutlélutjraiivne  îles  vitesses.  De  même,  si  plusieurs  forces 
agissent  ensemble  ou  sueeessiveinent  sur  un  point  matériel  suivant  la 
même  droite,  la  vitesse  finale  sera  égale  à la  somin?  des  vitesses 
qu’auraient  engendrées  ces  forces,  si  elles  avaient  agi  suceessivemeiit  ; 
et  si  l’on  décompose  une  force  suivant  trois  axes  rectangulaires,  la 
composante  suivant  chaque  axe  n’mira  aucune  iniluencc  sur  la  vitesse 
du  point  matériel  parallèlement  à chacun  des  deux  autres  axes,  de 
sorte  que  le  mouvement  parallèlement  à chacun  d’eux  sera  le  même 
que  si  le  point  était  mu  par  chaque  composante  séparément. 

106.  Vitesses  uniformément  accélérées  ou  retardées.  Chute  des 
corps  (jraves.  — Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  qu’une  force 
constante  agissant  d’une  manière  eontinuc,  doit  engendrer  une  vi- 
tesse uniformément  accélérée,  c’est-à-dire  qui  augmente  projiortion- 
ncllciueiit  au  temps;  en  effet,  si  b est  la  vitesse  engendrée  pendant  la 
première  unité  de  temps,  h sera  aussi  1a  vitesse  engendrée  pendant 
la  seconde  unité  et  la  vitesse  totale  sera  26;  elle  sera  de  même 

~)b,  ib à la  fin  de  la  troisième,  de  la  quatrième  unité  et  cidin 

après  un  nombre  ( d’unités  ou  de  fractions  d’unités,  c’est-à-dire  après 
un  temjis  t,  cette  vitesse  t'  sera  i)  = bt  proportionnelle  au  temps.  Si 
un  point  matériel  animé  d’une  vitesse  uniforme  a est  tout  à coup 
soumis  à l'action  d’une  force  constante  dirigée  dans  le  sens  de  la 
vitesse  ou  dans  un  sens  directement  opposé,  et  qu’on  représente  par  b 
la  vitesse  que  cette  force  engendre  dans  l’unité  de  temps,  la  vitesse  v 
du  point  matériel  sera,  au  bout  du  temps  t dans  l’un  ou  l’autre  cas, 

v=.a-r-bt  ou  v = a — bt. 

Dans  le  serond  cas,  la  vitesse  est  dite  uniformément  retardée. 

Réciproquement,  si  l'on  s’est  assuré  (pi’un  point  matériel  est  animé 
d’une  vitesse  uniformément  accélérée,  on  doit  en  conclure  que  la  force 
qui  agit  est  constante , puisque  dans  chaque  unité  ou  portion  d’unité 
la  vitesse  engendrée  sera  la  même  et  qu’il  n’y  a que  les  forces 
constantes  qui  engeiulreiil  dans  chaque  instant  des  vitesses  égales. 
Lorsque  la  force  motrice  est  constante,  si  ou  désigne  (lar  u la  vitesse 
engendrée  pendant  l’unité  de  temi>s,  mu  sera  la  mesure  de  la  réac- 
tion de  la  masse  m et  par  conséquent  rc|)résenlera  1a  valeur  de  la 
force  motrice. 
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I.M  chute  des  corps  en  vertu  de  l’action  de  la  pesanteur  olFrc  un 
exemple  d'un  mouvement  unirormément  accéléré  : on  reconnaît  pur 
expérience  que  les  vitesses  croissent  proportionnellement  au  temps; 
d’où  l’on  conclut  que  l’action  qu’exerce  la  terre  sur  un  corps  est  une 
force  sensiblement  constante  pendant  la  durée  du  mouvement.  On 
trouve  à Paris,  & = que  l’on  représente  par  ÿ.  En  supposant 

le  corps  lant^  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  a,  on  aura  à 
une  époque  quelconque  t du  inouveincut, 

v = u~,jl. 

107.  Pression.  Lorsqu’une  force  que  nous  supposerons  constante, 
agit  sur  un  point  matériel  retenu  par  un  obstacle  fixe,  elle  détermine 
dans  cet  obstacle  une  réaction  appelée  pression  et  qui  est  évidemment 
proportionnelle  a la  force  comprimante  et  par  conséquent  à la  quan- 
tité de  mouvement  que  eelle-ci  engendrerait  dans  l’unité  de  temps  si 
le  point  était  libre;  de  sorte  que,  si  P et  P'  sont  deux  pressions 
exemres  par  des  masses  m et  m'  soumises  à l’action  de  forces  constan- 
tes (]ui  engendreraient  les  vitesses  e et  u'  dans  l’unité  de  temps  si  ce> 
points  étaient  libres,  on  aura  la  proportion 

P mr 
P'  in'? 

qui  devient,  en  prenant  pour  unité  de  pression  P'  celle  qui  est 
exercée  par  l’unité  de  masse  m'  animée  d’une  force  qui  ferait  pren- 
dre l’unité  de  vitesse  v'  dans  l’unité  de  temps, 

P ni  V 

ou  P=-i»e, 

et  qui  signifie  que  le  nombre  d’unités  de  pression  est  égal  au  nombre 
d'unités  comprises  dans  la  masse,  multiplié  par  le  nombre  d’unités  de 
vitesse  que  la  force  engendrerait  dans  l’unité  de  temps. 

Cette  équation  permet  de  mesurer  le  nombre  d’unités  de  masse  con- 
tenues dans  un  corps;  en  effet,  si  on  suppose  que  la  pression  provienne 
de  la  pesanteur,  pression  qui  prend  alors  le  nom  particulier  de  poids, 
V sera,  comme  on  l’a  vu  (N°  104)  égal  à g et  en  prenant  pour  unité  de 
pression  celle  qu’cxei-ce  un  décimètre  cube  d’eau  distillée  et  amenée 
à son  plus  grand  degré  de  condensation,  c’est-à-dire  le  kilogramme, 
P sera  exprimé  en  kilogrammes  et  donné  par  les  balances,  et  il  viendra  : 

P 

m ==  - 
,9 
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ir’est-ÙHlire , que  le  nomlii'c  (runitt*s  de  masse  qui  entre  dans  un  corps 
est  égal  il  son  poids  exprimé  en  kilogrammes,  divisé  par  !(,80!). 

Pour  ce  qui  est  de  runilé  de  masse  p (|ui  maintenant  cesse  d’être 
arliitraire,  on  la  détermine  en  remarquant  que,  d’une  part,  l’unité 
de  pression  est  celle  cpie  produit  l’unité  de  masse  soumise  ii  nue  force 
capable  d’engendrer  l’unité  de  vitesse  dans  ruiiité  de  temps,  c’est-à- 
dire  qu’elle  est  égale  à p.l"  et  que,  d’un  autre  côté,  r’iiuité  de 
pression  est  aussi  le  kilogramme  nu  la  pression  |u-oduite  par  la  masse 
a d’un  décimètre  cube  d’eau  soumise  à l’action  de  la  pesanteur  ou 
il’imc  force  qui  engendre  une  vitesse  g dans  l’imité  de  temps,  c’cst-?i- 
dire  que  cette  unité  de  pression  est  aussi  égale  à a.  g',  on  a donc, 
en  égalant  ces  deux  valeurs  de  runité  de  pression, 

a.g  — ^.i'’,  d’où  p = a.ÿ 

c’est-à-dire  que  l’imité  de  masse  est  représentée  par  la  masse  d’un 
décimètre  cube  d’eau  prise  9,809  fois. 

1Ù8.  Forces  continues.  Forces  instantanées  ou  île  percussion.  Leur 
mesure.  — Les  géomètres,  trompés  par  certaines  apparences,  ont 
longtemps  admis  l’existence  de  deux  espères  de  forces,  les  unes 
n’agissant  que  pendant  un  instant  et  produisant  instantanément  une 
quantité  de  mouvement  finie,  les  autres  agissant  pendant  un  temps 
plus  ou  moins  long  et  ne  produisant  une  vitesse  finie  que  dans  un 
temps  fini;  les  forces  provenant  des  percussions  étaient  rangées  dans 
la  première  catégorie;  la  pesanteur  et  les  forces  d’attraction  l’étaient 
dans  la  seconde.  Plus  tard,  lorsqu’on  s’est  formé  une  idée  plus  juste 
du  principe  de  continuité , on  a reconnu  que  cette  distinction  n’était 
pas  fondée  : qu’il  était  impossible  qu’une  force  quelconque,  à moins 
qu’elle  ne  fut  infiniment  grande,  produisit  une  quantité  de  mouve- 
ment finie  dans  un  temps  infiniment  petit  ou  dans  un  instant  : que 
la  quantité  de  nionvement  obtenue  au  moyen  d’une  percussion  con- 
sidérée à tort  autrefois  comme  engendrée  instantanément,  est  en 
réalité  engendrée  dans  un  teni|)s  (|ui,  sans  être  infiniment  petit,  est 
ce|)endant  trop  minime  pour  être  facilement  appréciable,  et  enfin  que 
pendant  ce  tenqis,  les  deux  corps,  quebpic  durs  qu’on  les  suppose, 
se  compriment  plus  nu  moins  en  s’applatissant  et  se  transmettent  de 
l’un  à l’autre  et  d’une  manière  eontiiiue,  une  partie  de  leur  vitesse 
jusqu’à  ce  que  la  conqiression  soit  terminée,  ce  qui  arrive  lorsque 
les  corps  ont  pris  des  vitesses  égales  dans  le  sens  de  lu  percussion. 

:>l 
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Il  csl  donc  [dus  exact  de  eonsidci’cr  les  l'ort^cs  dites  iiistaiituimw 
eüiinne  ii’agissanl  ijiic  |iciidunt  un  temps  extrêmement  court  (|ui  leur 
sullil  cependant  pour  produire  dos  quaiilités  de  mouxement  linics 
parce  cpie  les  forces  de  cette  nature  sont  incumparabicinent  plus 
grandes  que  celles  qui  proviennent  des  attractions,  etc.  Comme  on 
ne  compare  ipie  des  objets  de  même  ordre  de  grandeur,  on  ne  peut 
êtablii'  de  rapports  entre  ces  deux  esiièees  de  forces.  On  se  borne  à 
comparer  entre  elles  les  forces  provenant  de  percussions  et  dans  l’im- 
possibilité  où  l’on  est  d’apprécier  avec  un  peu  d’exaelitnde  la  durée 
du  piiénomène,  on  ]>rcnd  pour  leur  mesure  et  iionr  mesure  de  l'inertie, 
le  produit  de  lu  musse  du  point  matériel  sur  lequel  agit  cette  force 
par  la  vitesse  engendrée  pendant  la  durée  de  lu  compression,  quelle 
que  soit  cette  durée,  que  l’on  suppose  la  même  dans  tontes  les  per- 
enssions. 
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Théorie  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel.  Équation  difTérenticllc  du 
mouvement.  Force  accélératrice.  — Lois  de  la  chute  des  corps  pesants.  — Pro- 
hlùincs. 


109.  Théorie  du  mouvement  rectiligne  d’un  point  matériel.  Équa- 
tion différentielle  du  mouvement.  Force  accélératrice.  — Pour  qu’un 
poiul  matériel  décrive  une  ligne  droite,  il  faut  que  la  force  qui  agit 
sur  lui,  ou  plutôt  la  résultante  des  forces  auxquelles  il  est  soumis, 
soit  dirigée  constamment  suivant  cette  droite.  La  théorie  du  mouve- 
ment rectiligne  consiste  & déterminer  à chaque  instant  la  position  du 
point  matériel  sur  cette  droite  et  les  circonstances  de  son  mouvement 
connaissant  la  force  ipii  le  fait  mouvoir,  ou  à trouver  cette  dernière 
connaissant  les  circonstances  du  mouvement.  Soit  x la  distance,  au 
bout  du  temps  (,  du  point  matériel  m à un  point  fixe  pris  sur  la 

dv  , 

droite  qu’il  décrit  et  <p  la  force  motrice  ; comme  m est  1 expression 

générale  de  la  force  d’inertie  qui,  d’après  ce  qu’on  a vu  (M"  104),  est 
égale  à la  force  motrice,  on  a • 

dv 

m^=,. 


Cette  équation,  qui  exprime  lu  lui  suivant  laquelle  s’engendre  la  vi- 
tesse, est  dite  Véqiiution  différentielle  du  mouvement.  Comme  v est 

donne  par  -r-  > ou  peut  lu  mettre  sous  la  forme 
' dt  ' 


d-x  y 
di*~m 
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dans  laquelle  — est  cvidcnimeiit  la  force  qui  en  agissant  sur  Tunilc  de 

masse,  lui  communique  le  même  mouvement  que  la  force  9 eonimu- 

nique  h lu  musse  m.  Lu  force  — ro])j)orlL-e  uinsi  à runilc  de  masse  se 

nomme  force  accélératrice,  pour  la  distinguer  de  la  foree  motrice  f 
qui  agit  sur  lu  musse  entière  m. 

Si  la  force  ? est  connue,  on  déduira  de  cette  équation  par  deux  in- 
tégrations successives,  les  valeurs  de~et  de  x en  fonction  de  t.  Si 

au  contraire  la  position  du  point  matériel  est  connue  à chaque  instant, 
e’est-à-dirc  si  on  connaît  x en  fonction  du  temps  ou  x = fl,  on  en 

d^x 

déduira  par  deux  différentiations  successives,  la  valeur  de  -jp  et  par 

suite,  la  force  motrice  y.  Dans  le  premier  de  ces  cas,  rintégralc  finale 
renferme  deux  constantes  arbitraires  qu’il  faudra  déterminer  au  moyeu 
des  circonstances  initiales  du  mouvement,  comme  on  le  verra  dans  les 
applications  suivantes. 

HO,  Lois  de  la  chute  des  corps  pesants.  — Proposons-nous  de  dé- 
terminer les  circonstances  du  mouvement  d’un  corps  pesant,  tombant 
verticalement  dans  le  vide,  x éUmt  la  distance  verticale  du  point  ma- 
tériel h un  imint  fixe  et  mg  la  mesure  de  la  pesanteur  ou  de  la 
force  motrice,  on  a 


»'f/  •>» 


d’où  l’on  tire  en  intégrant, 


'n  n.  I. 

— ou  n = qf-t-C.,  X = — — hC<-t-D. 
dt  ’ 2 

« 

Pour  déterminer  les  constantes  C et  D,  observons  qu’en  faisant  t égal 
à zéro,  V et  X se  réduisent  à ces  deux  eonstantes  qui  représentent  par- 
conséquent  la  vitesse  et  la  distance  au  j)oint  fixe,  lorsque  le  temps  t 
commence  à être  compté.  Si  ces  valeurs  initiales  sont  milles,  c’csl-a- 
dire,  si  le  point  matériel  part  du  repos  et  que  le  tcmiis  commence  à 
compter  nu  moment  où  le  point  quitte  l’origine,  il  viendra 


v = gt,  x = -ÿ(*. 
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On  voit  donc  que  les  vitesses  seront  alors  à chaque  inslaiil  pnqioi' 
tionnelles  au  temps,  et  les  espaces  parcourus,  proportionnels  aux 
carrés  des  temps.  En  éliminant  le  temjis  t entre  ees  deux  équa- 
tions, on  trouve 

O*  = -2(jx  et  v=  (/  2(jx 

qui  donne  la  vitesse  correspondant  à chaque  hauteur  x de  la  chute. 
Dans  cette  équation  f s’a])pelle  la  vitesse  dite  à la  hauteur  x de 
lu  chute.  Cette  vitesse  est  proportionnelle  à la  racine  carrée  de  la 
hauteur. 

Si  le  point  matériel  est  lancé  de  bas  en  haut,  en  comptant  les  x 
vers  le  haut  à partir  d’un  point  fixe,  la  force  motrice  tiuj  agira  en 
sens  inverse  et  sera  négative;  on  aura  donc 

d*x  d*x 

d’où  l’on  tire  en  intégrant,  ' 

„ = x = _ lÿt» et -t- D, 

dans  lesquelles  C est  la  valeur  de  v correspondant  à < = 0,  c’esl-à-diir 
la  vitesse  initiale  de  projection,  et  D,  la  hauteur  du  point  matériel  au- 
dessus  du  point  fixe  à l’instant  où  le  temps  t commence  il  compter. 
1)  sera  nul  si  on  fait  coïncider  le  commcnccnicnt  du  temps  et  de  la 
distance. 

On  déduit  de  la  première  de  ees  valeurs,  la  durée  du  mouvement 
ascensionnel,  car  ce  mouvement  durera  jusqu’à  ce  que  l’on  ait  v = O 
et  il  vient  alors 

..  . C 

— qt  -I-  C = 0 d ou  t = - . 

Ouant  à la  hauteur  de  l’ascension  dùc  à une  vitesse  de  projection  C, 
on  l’obtiendra  en  remplaçant  t par  la  valeur  précédente  dans  l’expres- 
sion de  X,  et  il  viendra 


1 C'- 


On  a trouvé  précédemment  pour  le  cas  d’un  point  matériel  pesant 
(|ui  tomlic  librement, 

r = fft  et  0*  = 2ÿj-, 
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et  |mm)iiscquciit 


t- 

I = -, 


9 


Kn  rn|ipr(»cliant  ces  valeurs  des  précédentes,  on  voit  (|ii’un  point  ina- 
lériel  pesant,  lancé  verticalement  de  lias  en  haut,  s’élève  à la  hauteur 
d’où  il  devrait  tomher  pour  acquérir  une  vitesse  égale  l'i  la  vitesse  de 
projection  et  la  durée  de  l’élévation  est  1a  même  que  celle  de  la  chute. 
De  jdus,  si  on  élimine  t cnti'c  les  valcui's  de  v et  de  x,  dans  le  cas  de 
l’ascension,  on  trouve  pour  la  vitesse  correspondante  à une  hauteur  x 
mesurée  de  bas  en  haut, 

0 = ± — 2ÿX, 


d'où  l’on  conclut  que,  en  chaque  endroit  de  la  verticale,  la  vitesse 
du  point  est  la  même  en  montant  et  en  descendant,  car  après  avoir 

atteint  la  hauteur  — , sa  vitesse  en  descendant,  après  avoir  parcouru 

C* 

l’espace  x' égal  à-^ x,  sera 

nu 


Si  le  point  matériel  pesant  était  assujetti  à glisser,  sans  frottement, 
sur  une  droite  inclinée  d’un  angle  « sur  l’horizon , il  est  visihic  (jiie 
la  force  motrice  iiuj  se  décomposerait  à chaque  instant  en  deux  forces 
mg  cosa  et  m^.sina;  la  première,  perpendiculaire  à la  droite,  est 
détruite  par  sa  résistance  et  mesure  une  pression  , la  seconde  ren- 
fermée dans  celte  droite,  détermine  le  mouvement;  si  doue  on  repré- 
sente pur  X la  distance  à une  épmprc  (iiielcouqiie  I du  imiul  matériel 
.à  un  point  fixe,  comptée  sur  cette  droite,  réipialion  différentielle  du 
mouvement  sera 

f/^X 

m = mg  sin  «, 


il’où  l’on  tire  en  intégrant, 

dx  , , 

— ou  î)  = (J  sin  a . f -r-  C et  x = </  sin  a ■ — U -e  I). 

Kn  faisant  < = 0 dans  ces  deux  intégrales,  on  voit  que  les  eonstanles 
arhitraircs  C et  11  sont  encore  les  valeurs  initiales  de  la  vitesse  et  de 
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la  Jislanvc  x , el  si  l’on  l'ompai'c  ccs  valeurs  à relies  que  l'on  a 
Irouvécs  pour  la  chute  verlirale  des  corps  graves,  il  est  visible  que 
les  lois  du  mouvement  sont  identiquement  les  mémos  en  changeant 
la  gravité  ly  en  ry  siii  a. 

Lorsque  les  valeurs  initiales  de  la  vitesse  et  de  la  distance  à l'origine 
sont  mdics,  e.es  équations  se  réduisent  à 


r = (/<  sin  a et  * = (/— sina 


r*  =.2jy.r  siti  «. 


Si  AE  (iig.  8li)  est  une  verticale,  AC  la  direction  du  inouvemeni  el 
An  l’espace  x parcouru  pendant  le  temps  (,  en  abaissant  la  perpen- 
di(tulaire  BD  sur  AE  et  faisant  AD  — h , on  a 

h = AB  . sin  ABD  = x sin  a 


el  par  conséquent 


ti*  = '2(jh  ; 


or  si  le  point  matériel  était  tombé  librement  de  A en  D,  sa  vitesse 
acquise  serait  aussi  ]/'i(jh;  d’où  il  suit  que  la  vitesse  aetjuise  à 
chaque  instant  par  un  point  matériel  glissant  le  long  d'une  obliipie, 
est  égale  à la  vitesse  qui  serait  due  à la  hauteur  <le  la  chute  estimée 
dans  le  sens  vertical.  Cette  propriété  n’est  qu’un  cas  particulier  d’une 
propriété  plus  générale  qui  sera  démontrée  plus  loin. 

On  tire  aussi  de  l’une  des  équations  précédentes,  pour  la  durck-  de 
la  descente  de  A en  B, 


t — 


et  si  l’on  décrit  le  demi  cercle  ABE  ayant  son  centre  dans  la  verti- 
cale AE,  on  aura  pour  la  durée  de  la  chute  de  A en  E, 


ou  liien , 


en  rcinanpiant  que  AE  = 


AB 

sin  AEB 


X 

sin  a 
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On  voit  (Umc  que  la  iluréc  de  la  descente  le  long  de  la  curdc  Al)  est 
la  même  que  la  durée  de  la  cliiilc  de  A en  E.  Il  suit  de  là  que  le 
leinps  de  la  descente  est  le  nièine  pour  tonies  les  cordes  parlant  du 
point  A.  Cette  durée  est  aussi  la  niénie  pour  toutes  les  cordes  snpplé- 
nienlaires  lîE,  car  elle  est,  d'après  ce  qu’on  vient  de  voir. 


__  /_2RE /-2MI 

IJ  sin  DUE  y/  I)  eos  DEli  ej 

Si  le  point  inalériel  éprouvait  en  glissant  le  long  de  l'oMiipie  AH 
une  résislanre  due  .ni  frolteinent,  il  l'audrait  de  la  force  inolrice  pro- 
venant de  la  pesanteur,  retrancher  celle  qui  provient  du  froltenienl. 
E’evpérience  apprend  que  cette  force  est  toujours  représentée  pai' 
une  portion  invariable  de  la  pression,  e’esl-à-dire  qu’elle  est  propor- 
tionnelle H la  pression  wi</cosa;  on  a donc,  en  désignant  par  / 
(<•  roi-ffiririil  ihi  frollcmeiil , 

III  = III  <)  sin  a — ml  g cos  a 

dont  les  intégrales  font  eonnailre  toutes  les  circonstances  dn  nioine- 
tnenl. 

Si,  outre  le  froltenienl,  on  avait  égard  à la  résistance  de  Pair 
alinosphériquc  que  rexpérience  a prouvé  être  projiorlionnelle  au 
carré  de  la  vitesse,  il  faudrait  de  la  foree  motrice  précédente, 
relranclier  un  terme  de  la  forme  iiv*,  n étant  un  coeflieicnl  constant 
qui  ne  dépend  que  de  la  nature  de  Pair,  de  sa  densité  que  nous  siqi- 
poserons  conslanle  et  de  la  forme  du  point  matériel  ; l’équation  dilfé'- 
riMiliellc  du  inoiivement  serait  doue 


d'x 

III  = ni  ('/  sin  a ■ 
f/t* 


• fg  eos  a)  — ne’. 


Pour  intégrer,  on  la  met  sons  la  forme 
dr 


’^dv 


dl 


III  (il  sin  a — fg  cos  «)  — «»*  d'on  iH  = ,-tt r-  » 

•'  '■  (A-  — r’) 


en  posant 


(g  sin  1 — fg  eos  a)  = nk°. 
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l'inlcgralioii  donne,  en  faisant  la  constante  arbitraire  égale  h zéro 
pour  que  la  vitesse  soit  nulle  avec  le  temps  , 


m , k -h  V . . . / 

1=— log, > doue,  ccsl-a-dire,  -r.  — k 

'2kfi  k — t)  *" 


Ai«(  km 

c — e " 


c"  >4-  c 

et  en  intégrant  une  seconde  fois  en  faisant  commencer  x avec  ( , 


1 / ^ 


Cette  équation  donne  l'espace  parcouru  à une  époque  quelconque  t. 
On  peut  aussi  obtenir  l’expression  de  la  vitesse  en  fonction  de  l’espace 
parcouru  ; il  sullit  pour  cela  de  remplacer  t par  sa  valeur  en  u dans 
la  dernière  équation  et  il  vient 


Tandis  que  l’espace  parcouru  x augmente,  le  terme  e ""  ou  'a 


e “ 

en  diminuant  et  finil  par  être  négligeable  devant  l’unité;  l’expression 
de  V approche  donc  de  plus  en  plus  de  k ou 

c’est-à-dire  que  la  vitesse  tend  coutinuclleinent  vers  l’uniformité. 


v/ 


(g  sin  g — fg  cos  a)  m 


Si  l’on  fait  a égal  à - dans  les  formules  précédentes,  ce  qui  donne 


; = V/^ctqu’, 


bn  fasse  ensuite  n nul,  on  doit  retrouver  pour  x 

et  f les  valeurs  obtenues  pins  haut  pour  le  eas  de  la  chute  des  corps 
graves  dans  le  vide.  C’est  eu  effet  ce  qui  arrive,  si  l’on  développe  en 

ltp»f  kmt  y~  ■„ 

. — — il/  ^ -1 1/  * 

sériés  les  exponentielles  e",e'“etc'"oue  "etc  ", 

ainsi  que  les  logarithmes.  La  dernière  valeur  de  v,  par  exemple, 

devient  alors 


w = 


4/1 ’x* 

-t — ;; — ; etc. 

ônr 


•2-i 
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Kili 


/,  / MX*  2m*x’  \ 


fl  en  faisanl  m = 0, 


ti  = (/2yx  ou  V*  — 2ÿx. 

Si  le  mouvement  avait  lieu  en  montant,  la  composante  de  la  jiesanteiir 
(f  sin  a serait  négative  ainsi  que  les  résistances  dues  au  frottement  et  à 
la  présence  de  l’air,  attendu  que  ces  deux  forces  sont  toujours  oppo- 
sées au  mouvement;  l’équation  différentielle  serait  donc 


d*x 


a 


fg  cos  o)  — «e*. 


et  en  faisant 


q sin  a + fq  cos  a — ~ k- 


011  pourrait  la  mettre  sous  la  forme 

m dp 

n itW' 


On  en  tire,  en  représentant  par  a la  vitesse  initiale  ou  la  vitesse  de 
projection. 


d’où 


et 


Ml  ( a PI 

f = -^  j arc  tang  ^ — arc  laiig  ^ j i 


tang 


nkt ^ a — f 

Ml  • ot>  -t-  A‘* 


, fikt 

nkt  , 

nkl 

a — k tanc  — 

a cos— — k 

sin  — 

Ml 

-k 

Ml 

, nkt 

. nkt  , 

nkt 

A*  -H  a lanc  — 

a sin h A* 

cos  — 

m 

Ml 

Mi 

Si  l’on  remplace  v qu’on  intègre  une  seconde  fois,  on  trouve, 

en  supposant  que  x = 0 quand  t = 0 et  en  remarquant  que  le  nuiiié- 
ralcur  est  la  dérivée  du  dénominateur, 


«I , / nkl  a . nkl\ 

X = — logl  cos 1-  ysin — I • 

« V m K m J 
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nkl 

1 . lailg 

nkl  nkl  , , m 

Eli  remplaçant  siii  — cl  cos — par  leurs  valeurs 1 

A 

% / 1 -t-  lang’  — 
V »t 


i + tang* 


— et  teiiunt  eoniplc  de  la  valeur  de  lang  — trouvée 
nkl 


plus  haul,  il  vient  aussi 

m , O*  -t-  k* 

Comme  rascension  n’est  terminée  que  lorsque  la  vitesse  est  nulle,  on 
en  trouvera  la  durée  et  l’étendue  en  égalant  ü zéro  la  vitesse,  c’est-à- 
dire  en  posant 

nkt  , . nkl  « 

(I  cos fcsin — =0,  d ou  tang — =7  cl  < = — are  taiiK-r  > 

ni  m m k nk  -k 


Ces  rurinules  l'ont  cunnaitre  les  luis  du  mmivemeiil  ascensionnel  d’un 
point  matériel  suivant  une  verticale;  car  il  suflit  d’égaler  1 à ^ ce  qui 
fait  prendre  à k la  valeur  , 


Si  on  fait  ensuite  n égal  à zéro,  on  doit  retrouver  les  formules  du 
mouvement  ascensionnel  dans  le  vide,  ce  qui  arrive  en  effet  en  déve- 
loppant en  série  le  sinus  et  le  cosinus  ainsi  que  le  logarithme,  déve- 
loppements dont  on  peut  toujours  faire  usage,  puisque  ces  séries  sont 
toujours  convergentes.  (Traité  d’analyse  N"  47.) 

Nous  avons  supposé  la  gravité  (j  constante  dans  les  formules  pré- 
cédentes, ce  qui  n’est  permis  que  pour  des  hauteurs  de  chute  très 
petites  relativement  au  rayon  de  la  terre.  Pour  des  espaces  illimi- 
tés, il  faut  tenir  eompte  de  la  variation  de  la  pesanteur  avec  la 
distance  au  centre  de  la  terre.  On  verra  plus  loin  que  l’inten- 
sité de  la  gravité  varie  dans  le  rapport  inverse  du  carré  de  la  distance 
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au  cpiitre  ; si  donc  (j  est  la  gravite  à la  surface  de  la  terre  ou  à 
une  disluiiec  r du  centre,  la  gravité  à une  hauteur  x au-dessus 

i/r* 


de  la  surfaec  ou  à une  distance  r -v-  x du  centre,  sera  ■ 


qu’il 


(x  r)* 

faudra  substituer  à g dans  réiiuatiun  dilTcreiiliclle  du  inuiivcinent. 
Celle-ci  devient  en  rendant  le  mouveinciit  vertical,  c’est-à-dire,  en 


faisant  a = - > 


d’x 

di* 


mgr‘‘ 
(x  -V-  r)* 


ne’. 


Si  on  suppose  n constant,  ce  qui  revient  à considérer  l'air  eoinine 
étant  partout  identique,  on  intégrera,  en  remarquant  que 


d*x 

~dl*  '' 


dv 

di 


vdv  dx  , dx 

:-7— > parce  que  — =v  et  dt  = — i 
dx  ' ‘ V 


et  on  fera  ensuite  v*  égal  à une  nouvelle  variable  i.  On  sera  conduit 
ainsi  à une  équation  dilTércnlielIc  linéaire  du  premier  ordre. 

Si  l’on  tient  compte  de  la  variation  de  la  densité  de  l’air  atmos- 
phérique aux  différentes  hauteurs,  on  remarquera  que  le  cocITicicnt 
n est,  comme  on  le  verra  plus  loin,  proportionnel  à la  densité  de 

l’air,  laquelle  est  pour  une  hauteur  x,  représentée  par  pe  f,  p étant 
la  densité  à l’origine  ; le  coclficient  « devra  donc  être  remplacé  par 

n'pe  ’’  dans  laquelle  «'"est  un  certain  facteur  indépendant  de  la 
densité;  l’équation  différentielle  du  .mouvement  devient  alors 


m 


il^ 

dr- 


mgr‘‘ 


n'pe  fe*. 


Si  l'on  suppose  l’étendue  du  déplacement  assez  petite  pour  qu’on  puisse 
regarder  la  gravité  comme  constante,  l’équation  du  mouvement  prend 
la  forme 

d*x 

m -777=  — »ig  -t-  Il  pe  ’’  v* 


([ui  se  déduit  d’ailleurs  de  la  précédente  en  remarquant  que  l’on  a 


r 

r -h  X 


(r  -4- 1)‘ 
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cl  que  quand  x esl  polit  relativement  au  rayon  r de  la  (erre,  le 

seeond  membre  sc  réduit  sensiblement  à l’imité. 

Celle  dernière  équation  diirérentiellc  s’intégre  en  observant  que 

d*x  tdv  , . .....  ... 

— =■—  et  en  remplaçant  tJ’  par  une  nouvelle  variable  z;  elle  de- 
al*  dx 

vient  alors  linéaire  cl  du  premier  ordre;  mais  la  quadrature  ne 
peut  être  obtenue  que  par  approximation. 

En  tenant  compte  de  la  variation  de  la  pesanteur,  les  lois  du 
mouvement  d’un  point  matériel  dans  le  vide  sont  données  par 
d*x  mgr* 

dt*  (r  + x)*  ’ 

d’où  l’on  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  2dx, 


L'nc  seconde  intégration  fera  connaître  x en  fonction  de  l. 

iH.  Problèmes.  — Occupons-nous  encore  du  problème  suivant  : 
déterminer  te  mouvement  d’un  point  matériel  m soumis  à l’action  de 
de  detix  forces  répulsives  émanant  de  deux  points  fixes  A e(  B de 
la  droite  AmIJ,  l’intensité  de  ces  forces  étant  inversement  propor- 
tionnelle aux  distances  m\  et  niB  du  point  m aux  points  fixes. 

En  représentant  par  o et  6 les  intensités  des  deux  forces  agis- 
sant à l'unité  de  distance  et  sur  l’unité  de  masse,  elles  deviendront 

à des  distances  respectives  x et  / — x,  égales  à - et  j— ^ — > de  sorte 
que  l’équation  difTércnliellc  du  mouvement  sera 
d*x  a b 

dt*  X l — x’ 

d’où  l’on  tire  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx  et  intégrant, 

'"6 X ■*-  "ib  log  (l  — x)  -i-  i log  C = 2 log  j Cx“  (/  — x)*j. 

Si  on  représente  pur  e la  distance  initiale  du  point  matériel  au 

dx 

point  A,  et  qu’on  détermine  C par  la  condition  que  — ou  la  vitesse 
soit  nulle  lorsque  x est  égal  à e,  il  viendra 


c“  (/  — e)* 
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el  par  conséquent 


dx 

it 


(1). 


La  l’olation  entre  l’espace  parcouru  et  le  temps  s’obtient  en  effectuant 
une  deuxième  intégration.  Quoiqu’on  ne  puisse  trouver  celte  Intégrale 
sous  forme  finie,  on  reconnaît  cependant  que  le  point  matériel  w 
oscille  indéfiniment  entre  deux  points  fixes  C cl  C'  placés  entre  A 
et  B;  car  dans  les  points  où  la  vitesse  change  de  direction,  cellc-ci 
doit  être  nulle  ; les  valeurs  correspondantes  de  x sont  donc  données 
par  l’équation 


i|ue  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 


ar*  (f  — ar)  = e*  (/  — e) , ou  x"+'  — Ix'  + e*  (<  — c)  = O , 


eu  renij)laçant  ^ par  n,  et  il  est  visible  que  celle  dernière  donne 


pour  X deux  valeurs  positives  au  plus,  puisque  l’équation  ne  présente 
<|uc  deux  variations  de  signes;  d’où  il  résulte  que  m oscillera  indé- 
finiment entre  deux  points  fixes  C et  C’,  dont  run  n’csl  autre  «pie  le 
point  de  départ  correspondant  à x = e.  Quant  aux  solutions  négatives, 
s’il  y en  avait,  elles  seraient  évidemment  étrangères  à la  question 
de  mécanique,  car  pour  que  x pût  devenir  négatif,  il  faudrait  que 
pendant  le  mouvement  il  passjU  par  zéro,  ce  qui  ferait  prendre  à la 
vitesse  une  valeur  imaginaire. 

Il  y a tinc  position  où  le  point  matériel  resterait  immobile  si  on 
l'y  plaçait  sans  vitesse  initiale.  C’est  évidemment  celle  où  les  deux 
forces  motrices  sont  égales;  sa  position  est  donc  donnée  par  l’équation 


U 

X 


; = 0,  d’où  X 

t — X 


al 

a -i-  b 


Si  l’on  eherehc  le  lieu  où  la  vitesse  est  un  maximum , un  trouve  qu’il 
coïncide  avec  le  point  précédent. 

L’intégration  de  (I)  devient  possible  lorsque  le  point  matériel  ne 
s’écarte  que  très  peu  de  la  position  d’équilibre,  c’est-à-dire,  du  point 
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. ...  , 

donne  par  x = r;  remplace  e par .■ 

' O H-  />  a ^ - I) 


par— h Z,  £ el  : étant  des  quantités  très  petites,  l’équation  dilTé- 

« -t-  6 

al 

rentiellc  (1)  deviendra,  en  représentant par  p, 


et  en  développant  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z et 
de  £ les  logarithmes  de  p -v- z,  p — £,  I — p — z,  t — p-t-£,  il 
vient,  en  bornant  les  développements  aux  termes  de  seconde  puis- 
sance de  z et  de  £ , 


ilont  l’intégrale  est 

arc  sin  - 
£ 

la  constante  arbitraire  étant  déterminée  par  la  condition  que  I soit 
nul  quand  z = 0.  On  tire  de  là 


Il  est  visible  que  z ou  l’écart  de  la  position  d’équilibre  passera  |)ar 

les  valeurs  0,  -4-  £,  ü,  — £,  0,  -t-  £,  etc.,  lorsque 

égalàO,  etc.;  d’où  il  résulte  que  le  point  matériel  ni 

fera  une  suite  indéfinie  d’oscillations  dont  la  durée  uniforme  est 


à la  distance  des  deux  points  A et  H. 


• Cette  durée  est  proportionnelle 


Le  mouvement  qu’on  vient  de  déterminer  est  celui  que  prend  une 


sphère  placée  dans  un  tube  cylindrique  de  même  diamètre,  fermé  aux 
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deux  cxtrcniilés  et  rempli  d’air  atmosphérique  des  deux  eûtes  de  la 
sphère.  La  force  élastique  de  l’air  augmentant  proportionnellement  à 
la  eompression,  il  est  visible  que  la  sphère  est  soumise  b l’aetioii  de 
deux  forces  répulsives  inversement  proportionnelles  aux  distanees  aux 
deux  extrémités  du  tube,  et  si  on  la  place  de  manière  à comprimer 
fortement  l’air  placé  d’un  côté  et  qu’on  l’abandonne  ensuite  b elle- 
même,  elle  oscillera  comme  on  vient  de  le  voir  entre  deux  positions 
lixes  C et  C'. 

Si  l’on  tenait  compte  du  frottement  exercé  par  la  sphère  contre  les 
parois  du  tube,  en  représentant  par  f celte  force  rapportée  à l’unité 
de  masse,  c’est-ii-dirc,  en  représentant  par  mf  \a  force  totale  du 
frottement,  l’équation  dilTércntielIc  du  mouvement  deviendrait 

fl*x  a h 


lU* 


a 

X 


l — 


dont  l'iiitégrulc  première  est 


'■2b  log  (/  — x)  — 2/x  C , 
ou,  en  déterminant  la  constante  arbitraire  comme  plus  haut. 


dx 

'Ü' 


Cette  valeur  donne  lieu  h une  discussion  semblable  à celle  qui  précède 
et  on  reconnaît  que  le  point  matériel  effectue  une  suite  d’oscillations 
dont  l’amplitude  va  constamment  en  diminuant.  Si  le  point  ne  s’écarte 

al 

r » en 


(juc  très  peu  de  la  position  d’équilibre  donnée  par  x 

al 

~1> 


remplaçant  comme  plus  haut  e et  x par 


£ et 


al 


o -4-  Il  n -H  6 

£ et  Z seront  des  quantités  très  petites  et  la  valeur  de  v deviendra, 


bf 


ahl* 


= /i 


£ H-  r 


V 


(a  ■+■  by 
abt* 


L’étendue  ou  l’amplitude  de  la  première  oscillation  se  détermine  en 
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ri‘iu»n|iiiint  <|uc  dans  les  deux  innnicnls  extrêmes  la  vitesse  n est 
nnllc;  on  a dune  pour  ecs  deux  points, 

Lu  première  équation  donne  — e pour  l’éearl  à ganelie  au  coinmenee- 

...  ....  . . . 

ment  de  1 osedlution  ; la  seeonde  donne  pour  z,  è — 7—= — r--  qui  est 

(rt  -H  0)’ 

l’érart  à droite.  Il  résulte  de  là  que,  à cliaquc  oscillation  à droite  ou 
à gaiielic,  l’écarl  du  point  matériel  de  la  |>osition  d eqnililirc  diminue 
'Ifahl* 

de^-i-^-yp)  puis([u’on  voit  «pic  cette  diminution  est  indépendante  de  e. 

Reinarquons  aussi  (jue  pour  que  la  valeur  de  v soit  réelle,  c’est-à- 
dire  pour  qu’il  y ait  commcneemenl  de  mouvement  après  (|ue  le  point 
a été  écarté  de  la  position  d’équilibre  d’une  quantité  e,  il  faut  ijuc 
pour  cet  instant  on  ait 


(«  -H 


(s  — z)  — i/’>0,  ou  £> 


O 


\f<M‘ 


^ (a-^-hY  ■ ' 

«•t  eomnie  z prend  alors  la  xalcur  — s,  on  doit  nécessairement  avoir 
^ 'IfuhP  fahl* 

d’où  il  suit  que  pour  que  le  point  se  mette  en  mouvement,  il  doit 
être  écarté  de  la  position  d’équilibre  d’une  quantité  supérieure  à 

. 1-1/^  1.-  I-  • 

— ' — ,r  » smon  le  point  reste  immobile.  Comme  1 écart  (liniinue  a 
(n  -1-  6)- 

cluupic  oscillation  à droite  ou  à gauche,  dc^-^-— on  voit  que  le 

nombre  d'oscillations  à droite  ou  à gauche  comptées  depuis  l’instant 
on  le  point  n été  écarté  d’une  quantité  e,  jusqu’au  moment  du  repos, 

on  jusipi’ù  ce  que  l’écart  devienne  moindre  que-T-^— est  donné 

(o  -H  hy 


par  - 


(a  -t-  hy 


-2fabl*  2fubl* 


e,  ou  plutôt  par  le  nombre  entier  immédialc- 


(n  -+-  by 
ment  inférieur. 

Il  résulte  aussi  de  la  discussion  de  la  valeur  de  r,  que  si  le  point 

25 
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mobile  est  ccarlé  île  la  position  (réqiiilibrc  d’une  uiiaiitité  e=-, > 

‘ ' (o  -1-  (>)- 

^ /{a  H-  hy  , 

la  vitesse  se  réduit  h r = j/s  -f-  : W ~ " > “ ““  ’’  •‘‘‘*"'1'’ 

que  : ne  peut  pas  prendre  une  valeur  positive,  c’est-à-dire  que  le 

point  glissera  jusqu’à  la  position  d’éipiilibre  et  s’y  arrêtera.  Si  e est 

2f,iM‘  fahl^  . . , . /■"W*  f,  I 

eonipris  entre  ~ ~ et  — — on  est  égal  a ; , -+-  8,  la 

' (o  -4-  i>y  (n  -4-  hy  ^ (il  -I-  by 

valeur  de  devient  j/c -4- £*  / W 0 _ - r ; don 

fuhl* 

il  suit  que  : doit  rester  négatif  et  ne  peut  dépasser  ^ — 0 on 

que  le  point  ne  parcourra  qu’un  espace  égal  à 28. 

Enfin , en  intégrant  l’équation  différentielle  qui  donne  la  valeur  de 

-î-j  depuis  < = 0 eorrespondant  à : = — f , on  trouve  pour  intégrale 


/bi/*  / /bb/*  \ 

‘ (a -4- b)’  V («  + /')’ A ' 

Comme  à la  fin  de  l’oscillation , z est  égal  à e — 
pour  la  durée  t d’une  oscillation  entière, 


(a  -4-  hy 


(a  -4-  hy 


(a  -4-  hy  ,,  . / (tt  -4-  hy 

4wr^— '•  'V 


ot  T_ay/ 

Cette  valeur  étant  indépendante  de  l’éeart  e,  il  en  résulte  que  toutes 
les  oscillations  ont  la  même  durée,  quelle  que  soit  rarnidiludc.  Cette 
durée  est  aussi  indé|)cndantc  du  frottement.  La  durée  totale  du 
mouvement  du  point  matériel  est  représentée  par  le  produit  de  I'  par 

, . , . / obfi  , 

le  nombre  d’oscillations,  ou  par  le  produit  de  - *' 


le  nombre  d’oscillations,  ou  par  le  produit  de  - *' 

, (a  -4-  hy  , . . , Il 

plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cest-a-dire  ipi  elle 

est  sensiblement  égale  à ^.\  / i'Ali*!.. 

V iih 
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Si  le  tube  était  ouvert  ù ruiic  de  scs  extrémités,  il  fuudruit  faire 
/)  = O et  011  aurait  pour  la  vitesse 

« = y/2  log  Qy  — <if{x  — e) 
dont  le  maximum  correspond  a 


X 


a 


r 


Telle  est  évidemment  la  longueur  qu’il  faut  donner  au  tube  pour  ipie 
la  sphère  soit  lancée  nu  dehors  avec  la  plus  grande  vitesse  possible , 
puisque  la  vitesse  maximn,  acquise  au  moment  où  le  projectile  sortira 
du  tube,  est  celle  qu’il  conserverait  iudérinimciit  dans  le  vide  sans 
l'action  de  la  pesanteur. 
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Théorie  du  momcinent  curviligne  d’uii  point  matériel  libre.  — Propriétés  de  ce 
mouvcnicnt.  — Force  cciitrirugc.  — Mouvement  d’un  point  matériel  dans  un 
milieu  résistant. 

112.  Théorie  du  mouvement  curviligne.  — Un  inouvcnicnl  cur- 
viligne c,st  celui  que  prend  un  point  iiiiitérirl  qui  décrit  tine  certaine 
courbe  dans  respncc  eu  vertu  des  forces  qui  ruuimcnt.  Pour  sc  rendre 
eoiuj)le  de  la  génération  d'un  semblable  mouvement , supposons  <]u’à 
une  époipie  quelconque,  le  point  matériel  soit  anime  d'une  certaine 
vitesse  dans  la  direclimi  uli  (lig.  8(i);  si  aucutic  force  extérieure  ne 
vient  agir  sur  ce  point,  il  conservera,  à cause  de  son  inertie,  sa 
vitesse  et  la  direction  de  son  mouvement;  mais  si,  arrivé  en  h,  une 
force  extérieure  vient  agir  sur  lui  pendant  un  instant  dl,  il  sera  dévié 
de  sa  direction  ah  et  en  représentant  par  bc  et  bc  la  vitesse  anté- 
rieure et  la  vitesse  que  la  force  est  capable  d'engendrer  dans  le 
temps  dl,  le  point  matériel  suivra  la  diagonale  bd  du  parallélogramme 
construit  sur  be  et  bc , avec  une  vitesse  repré.seutée  par  bd.  Arrivé 
en  d,  s’il  reçoit  une  nouvelle  impulsion  suivant  df,  il  suivra  la  dia- 
gonale dh  du  parallélogramme  constrint  sur  df  et  sur  dg  = dh,  et 
ainsi  de  suite;  le  point  matériel  décrira  ainsi  le  [lolygone  ou  plutôt 
la  courbe  ubdh.... 

La  théorie  de  ce  mouvement  consiste  principalement  dans  la  dé- 
termination de  la  position  que  le  |)oint  occupe  à (diaipie  insUuit  dans 
l’espace,  ainsi  que  de  la  courbe  ou  trajectoire  «ju’il  décrit,  ün  voit 
donc  qu’en  rapportant  1a  position  du  point  matériel  à trois  plans  ree- 
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liuigiiliiirus  et  <;ii  rupréseiitanl  par  x,ij,  z les  trois  ruordumiccs  de  sa 
position  ail  bout  du  temps  I,  cette  lliéorie  a pour  but  de  trouver  les 
valeurs  de  ecs  conrdoiinées  en  runetion  de  l.  L’élimination  de  t entre 
deux  des  trois  équations  donnera  lieu  à deux  équations  entre  deux  des 
roordonnées,  qui  seront  évidemnient  les  équations  des  projeetions  de 
la  trajeeloire  sur  deux  de  ees  (duiis. 

Comme  dans  l’intervalle  f/tccseourdonnéesatigmcntentdcdx,  dij,  dz, 

■ . ‘f'Z  ....  . . 

il  en  résulte  que  — i -r  sont  a 1 instant  l les  vitesses  du  point 
lit  dl  (Il 

matériel  dans  le  sens  des  trois  axes  ou  les  eoinposaiiles  suivant  les 
axes,  de  la  vitesse  dans  l’espace,  lai|uellc  est  pur  conséquent  repré- 

, , , ds 

ui  est  égalé  a , puisque 

ds  ou  rélémcnl  de  la  courbe  décrite  est  égal  à j/ dx*  -t-  dij*  ■+■  dz'‘. 

Représentons  ]iar  X,  Y et  Z les  trois  eomiiosuntcs  de  la  force  luolriee 
suivant  les  axes;  comme  cette  force  est  égale  et  opposée  à la  réaction  , 
il  est  clair  que  les  trois  composaiilcs  X,  Y,  Z de  la  première  sont  égales 
et  opposées  aux  trois  composantes  de  cette  dernière;  or  une  force  de 

</r 

réaction  étant  représentée  jiar  m —,  la  réaction  dans  le  sens  de  l’axe 


sentée 


dr 


des  X est  donnée  par  m - 


d-x 


ou  m ■.  7 en  jiremmt  le  tenqis  t 


dl  ■ dl^ 

pour  variable  indépendante,  et  l’on  est  eoiidiiil  aux  trois  équations 
d-x 


m~  = X,  >n-^-,=  y-7 


qui  forment  les  éq«ofioHS  du  moiivemeiil  du  /toiiil  malériel  m,  |iarce 
que  leur  cnscinldc  reiirésentc  la  loi  du  inouvemeiit  du  point  malériel 
dans  l’espaee.  Si  X,  Y,  Z sont  respectivement  fonctions  de  x,  y etr, 
on  pourra  intégrer  séparément  ees  trois  équations  en  multipliant  les 
deux  membres  par  2(fx,  'idy,  et  '2dz  ; car  il  viendra 
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d'où  l’on  tirei'ii,  en  re]>résenlanl  paryx,  y'y,  et  -/'s  les  sceonds  niem- 
Ijrcs  de  ces  é<|imtions, 

dt  = }/m  — — î d(  = |/ni  , dt  = j/m  ~ > 

K KÿV  K ?' * 

et  une  nouvelle  quadrature  donnera 

t = !fX,  t = fy,  t = -y's. 

En  éliminant  t entre  deux  de  ees  équations,  on  aura  les  projections 
de  la  trajectoire  sur  les  plans  coordonnés. 

Si  .\,  Y,  Z étaient  donnés  en  fonction  de  I,  on  trouverait  aussi  im- 
inédiateincnt  par  de  simples  quadratures,  les  équations  de  la  tra- 
jectoire; car  en  multipliant  par  dt  et  intégrant,  il  vient 

f/x  „ . du 

= = Yr/<  C'  = yt, 

ni  /"/.dl  H-  C"  = y"l . 
lit 

puis 

uix  = J''ftdt  H-  1),  — J yl'tl  -t-  mz—  J'y'tdl  -i-  D". 


l’ar  rélimination  de  t,  on  obtiendrait  ensuite  les  équations  des  pro- 
jections de  la  trajectoire. 

Les  intégrations  précédentes  ne  seraient  plus  possibles  immédiate- 
ment si  les  forces  motrices  \,  Y,  Z étaient  fonctions  d’une  ou  plusieurs 
variables,  autres  que  celles  indiquées  plus  haut;  dans  ce  cas,  il  fau- 
drait considérer  les  trois  équations  «lu  inouvenient  eomine  formant  un 
système  d'équations  dilférentielles  simultanées,  et  on  les  inti'grerait 
.soit  en  les  combinant  de  manière  ii  séparer  les  variables,  soit  en 
employant  la  méthode  générale  iiidii|uée  dans  le  traité  d'analyse  N"2H. 

Les  trois  intégrales  premières  font  eunnaitre  les  compo.sanles  de  la 


di.  du  dz  ...  , ... 

vilcsse-r»  -Tl  et  par  suite  la  vitesse  elle-m«*ine  «pii  est  donnée 
dt  dt  lit 


lion  ilu  mouvement  dans  l'espace  à 


Elles  déterminent  aussi  la  diree- 
unc  époque  qucIconi|iie,  c’est-à- 


dire,  1.1  direction  «le  la  tangente  à la  Irajcetoirc,  car  on  sait  que  les 


cosinus  des  angles  que  forme  la  tangente  à une  courbe  au  |)ointx,  ?/,  r 
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avi’c  les 


trois  axes  sont  -t-ï 
tis 


ily  (iz  , . 

et  — que  I ou  iieiil  eepire  sous 
(fs  (U 


dx  dtj  dz 

, dl  dl  dt  . . 

la  lonue  — > — et  qui  reviennent  a 

fis  ds  ds 

dt  dt  dl 


dx 

dt 


115.  Prapriétis  dit  moiivcmeiil  curviUffHe.  Loi  des  aires.  — Ou 
(lêiliiit  lies  équations  générales  du  niouvement  d’un  point  matériel 
|iliisieurs  lois  ou  jiriqiriélés  qui  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de 
jiropriélés  plus  générales  que  nous  déinonlrcrons  lorsque  nous  nous 
oeeiijicrons  du  inüuveiurnl  d’un  système  de  points  matériels. 

.Si  l’on  comliine  deux  à deux  par  voie  de  soiislractioii  les  équations 
du  mouvement 


iPx  iPy 

m — = , m — — Y, 


dp 


dp 


ni 


Z, 


après  les  avoir  multipliées  respeetivement  par  y et  par  z,  par  x et 

par  Z , par  x et  par  ly,  on  en  déduit 

XfPij  — yiPx  , ^ zd-x  — xd-z 

m — — , = XI  — i/\  , m rz = z\  — x/, 

dp  ’ 


dp 

yiPz  — ztPy 


or  les  .sceonds  membres  sont  nuis  si  la  l'orcc  motrice  dont  X,  Y,  Z 
sont  les  romposantes,  est  dirigée  eonstammenl  vers  l’origine  fixe  des 
coordonnées,  si,  par  exemple,  cette  force  résulte  d’une  attraction 
ou  d’une  répulsion  émanant  de  ce  point;  car  ces  seconds  menilires 
sont  les  moments  de  la  force  par  rajiport  aux  trois  axes,  moments  qui 
sont  nuis  si  la  force  rencontre  les  trois  axes  ou  passe  par  l’origine. 

Les  seconds  membres  sont  encore  nuis  lorsque  le  point  maU-riel 
n’est  soumis  îi  l’action  d’aucune  force  motrice,  c’est-à-dire,  lorsque 
X,  Y,  Z sont  mils;  dans  l’un  ou  l'autre  cas,  on  a donc  : 

^*iy  — yd*x  ^ ZfPx  — xdH  ^ ^ n 

lÎP  ' dP  ' ’ lÎP 
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H si  l’on  iiilègrc  après  avoir  multiplié  par  dl , on  mn.irijiiani  ijiio 
les  niimcralciirs  sont  les  (liiïérenliellcs  de 

xdif  — ydx , zdx  — xdz , ijdz  — zdij , 


on  trouve  : 

xdy  — ydx  „ zdx  — xdz 

df  “ ^ ’ df~~  = ^ ’ 


C. 


(les  trois  oonstanlcs  arbitraires  sont  déterminées  ipiand  on  eonnait  le 
point  de  départ  dit  point  matériel  ainsi  que  la  vitesse  initiale  et 
sa  direetion;  car  on  coniiaitia  dans  ce  eàs  les  valeurs  de  x,  y,  z, 

dx  du  dz  . , , . , , 

17’  Il  17  ‘ ‘'"'®  premiers  membres  de  ees  trois 

équations. 

.Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  respectivement  par  z,  y et  x, 
un  trouve  , en  additionnant , 

Cx  -I-  C'y  C'z  — 0 , 


qui  l'ait  voir  que  les  coordonnées  de  lu  trajectoire  satisfont  à réquation 
d’un  plan  ])assanl  par  l’origine,  c’est-à-dire  que  la  trajectoire  ext 
jdane,  ce  qui  du  reste  est  évident,  puisque  si  la  force  juisse  par 
l’origine,  il  n’y  a aiieun  motif  pour  que  le  point  matériel  sorte  du 
plan  passant  par  la  direction  de  la  vitesse  de  projection  primitive  et 
par  le  centre  d’attraction. 

Pour  interpréter  les  trois  équations  dilTércntiellcs  qui  précèdent, 
considérons  la  première  se  rapportant  évidemment  à la  projection  de 
la  trajectoire  sur  le  plan  des  XY  ; elle  donne,  en  intégrant  une 
seconde  fois  et  en  faisant  eomracnccr  l'intégrale  avec  le  temps,  ec 
(jiii  fait  disparaitre  la  nouvelle  constante  arbitr.iirc, 

xdy  — ydx  = C"dt , y (xdy  — ydx)  = C"(. 

Si  l’on  passe  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées 
polaires  r et  0,  en  prenant  l’origine  pour  pèle  et  en  comptant  Ic-s 

angles  à partir  de  l’axe  des  X,  on  aura 

« 

X = r cos  6 , y = r siii  0 , 


cl  l’intégrale  devient 


frhl(>  = C"t. 


On  sait  que  l'aire  élémentaire  comjirise  entre  deux  rayons  vecteurs 
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l'aisiiiil  un  aiijjlc //O,  csl  ri‘|ircscnU'c  [)!ir  - et  qur,  |iar  foiiüctiiicnt, 
l'aiiT  À"  que  déci'il  le  raum  vcolcur  priulant  le  lenips  t esl  expriim'e 
par  d'où  il  l■ésllllc  cpie  l’oii  a 


l•’csl-il-di^e  que  l’aire  V est  proporlimmclle  an  lenips  (.  Les  deux 
antres  dilTcrenlielles  conduisent  aussi  aux  relations 

* — 2 ^ * > * — 

Il  suit  de  là  que,  lursqn'nn  point  matériel  en  inunvemcnt  n'est 
soumis  qu’à  l’action  d’une  force  dirigée  vers  un  point  fixe,  la  trajec- 
toire est  toujours  renfermée  dans  un  plan  passant  par  ce  point  et  le 
momcinrnt  a lieu  de  manière  que  les  aires  que  décrivent  les  trois 
projections  du  rayon  vecteur  de  l'espace  sur  les  trois  plans  eooialoiinés 
sont  proportionnelles  nu  temps  eniiiloyé  à décrire  ces  aires,  le  centre 
des  aires  étant  placé  à l’origine,  qui  csl  le  centre  d'allraelion. 

lin  représentant  par  L l’aire  plane  que  décrit  le  rayon  vecteur  de 
l’espace  et  dont  à,  >.',  V'  sont  les  projections , on  sait  qu’on  a 

L = j/).* + Y'*, 

et  parlant 

L=1 


c’est-à-dire,  ipic  celle  aire  de  l’espace  esl  aussi  |)roportionnelle  au 
temps  employé  à 1a  décrire. 

Les  trois  intégrales  premières  auxquelles  nous  avons  été  conduits 
plus  haut,  savoir 


xdtj  — ijilx 
~^t 


C,  rtc.,  etc. 


ont  aussi  une  signification  géométrique  fort  simple; 


comme 


ilx 

Tl' 


±J 
,ll  ’ 


ilz  . ...  . . , ■ , <l’l 

sont  les  composantes  de  lavilessedu  point  materiel,  x—j  — etc., 

etc.  sont  les  moments  de  celle  vitesse  par  rapport  aux  axes,  de  môme 
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que  xY  — j/X,  etc.,  de.  soiil  les  moments  de  la  Ibrce  (.\YZ)  et  ces 
trois  intégrales  premières  expriment  que  les  moments  de  la  vitesse 
du  point  par  rapport  aux  axes  sont  invariables. 

Réciproquement,  si  celte  loi  des  aires  se  vérifie  dans  le  mouve- 
ment d’un  point  matériel,  ou  doit  en  conclure  que  ce  point  est  soumis 
à l’acliuii  d’une  force  dirigée  vers  l’origine  des  coordonnées , car  si 
on  dérive  deux  fois  les  trois  cqualinns  qui  ex])rimcnl  celte  loi,  on 
est  conduit  aux  suivantes 


d-iy  </'x 


qu’on  peut  remplacer  par 

xY  — ÿX  = 0,  de.,  de. 

à cause  des  équations  du  niouvcmcnt  d’un  point  matériel.  Ces  dernières 
équations  expriment  que  les  moments  de  la  force  motrice  par  rapport 
aux  axes  sont  nuis,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  force  est  dirigée 
vers  l’origine. 

114.  Équation  des  forces  vires.  Multiplions  les  trois  équations  du 
mouvement  respectivement  par2rfx,  idij,  ^2dz;  il  vient  en  les  ajoutant, 

m ^2  f/x  -r-  2 ^ dy  -+-  2 dz^  = 2 (Xrfx  -i-  Yi/iy  -i-  7Jz). 

Or  le  premier  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 
2(/xrf*x  -I-  ‘idyd-ij  -c-  2dzd*z 

(fi* 

cl  le  numérateur  n’est  autre  elioscqiiela  dilfércntielle  dc(/x*-+-dy'*-t-f/-*, 
c’est-à-dire,  de  ds*;  on  a donc 

m — 2 (Xrfx  Yrfy  -*■  7.dz) , 

et  en  intégrant  et  remarquant  vitesse  l'du  point  matériel, 

m ==  -*'  2 /'(.Xrfx  ^ rfy  Zdz). 

Cette  équation  peut  servir  à déterminer  à chaque  instant  la  vitesse 
en  fonction  des  forces  motrices  X,  Y,  Z,  pourvu  que  ces  forces  ne 
soient  que  des  fonctions  des  variables  x,  y,  z dont  les  dilTérentielles 
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dx,  dy,  dz  nntrcnt  sous  le  signe  d’intégration  et  que  le  trinùme 
Xrfx  -A-  \dy  -4-  'Ldz  soit  une  diiïércnticllc  totale  exaete  d’une  fonction 
de  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z,  ce  qui  exige  que  l’on  ait 

dX_^  (/Y_(/Z  dX^dZ 

dy  dx  dz  dy  dz  dx 

ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  le  calcul  intégral  (N"2i)0).Si.X,  Y et  Z contenaient 
d’autres  variables  que  x,  y,  z,  ou  si  ce  trinôme  n’était  pas  une  diffé- 
rentielle  totale  exacte,  l’intégration  serait  impossible,  l’expression 
précédente  serait  eomplèlemenl  illusoire  et  1a  vitesse  ne  pourrait  être 
exprimée  par  une  fonction  de  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z. 

La  constante  arbitraire  est  déterminée  si  l’on  coiinait  la  vitesse  u, 
du  point  matériel  au  premier  instant  du  mouvement;  car  en  prenant 
l’intégrale  depuis  cet  instant,  on  a 

C = 

et  par  conséquent 

mu*  — »«v„*  ’='!  f (Xdx  Y dy  ■+■  Zdz) , 

l’intégrale  étant  prise  depuis  le  point  où  la  vitesse  est  v„  jusqu'à 
celui  où  elle  est  v.  Cette  équation  peut  être  mise  sous  une  forme  plus 
simple;  si  R est  la  résultante  de  X,  Y,  Z,  le  système  des  forces  X,  Y,  Z 
et  — R sera  en  équilibre  autour  du  point  m;  qn  désignant  donc 
par  dr  la  projection  du  déplacement  virtuel  de  — R eorrespondant 
aux  déplacements  dx,  dy  et  dz  de  X,  Y et  Z,  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  donne 

Xdx  -i-  Y dy  ■+■  Zdz  — Ri/r  = 0, 
qui  fait  prendre  à l’équation  supérieure  la  forme 
mu*  — muo*  = 2 / Rrfr. 

Cette  équation , comme  la  première , ne  peut  être  employée  à déter- 
miner la  valeur  de  u que  si  Rdr  est  une  différentielle  exacte,  c’est-à- 
dire,  si  R est  fonction  de  r,  ce  qui  a lieu  si  r est  la  distance  du 
point  m à un  point  fixe  et  si  R étant  fonction  de  r est  constamment 
dirigée  vers  ce  jioint  Oxc. 

Cette  relation  entre  la  vitesse  et  la  force  motrice  ne  renferme 
aucune  trace  de  la  direction  des  axes  coordonnés  et  eu  est  par  con- 
séquent entièrement  indépendante;  pour  énoncer  la  propriété  qu’elle 
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exprime,  il  esl  iiéccssiiii’c  de  convenir  de  (|neli|ue^  nouvelles  délini- 
lions.  On  iippelle  force  vive  d'nn  corps  en  mouvement,  le  produit 
de  sn  masse  par  le  carré  de  sa  viUwse,  et  ijnantilé  d'uctioii  élémentaire 
développée  par  une  l'orce  K,  le  produit  de  l’eirorl  exercé  par  celle 
force  et  de  l’espace  inliuiinenl  petit  dr  parcouru  pur  le  point  d’nppli- 
ealion  de  celte  force,  ou  pur  le  point  matériel,  dans  la  direction  de 
lu  force.  L’intégrale  J'ihlr  [irise  entre  deux  époques  du  mouvemeul 
est  par  conséquent  la  somme  des  quantités  d’action  élémentaire , ou 
simplement,  la  (/uantilé  d'arlinn  développée  entre  ces  deux  é|ioques, 
et  l’équation  précédente  exprime  que,  entre  deux  épu<fiies  quelconques, 
r accroissement  de  force  rive  d’un  point  matériel  est  égal  au  double 
de  la  quantité  d'action  que  produit  lu  force  motrice. 

Il  est  à remarquer  que  la  force  vive  gagnée  ou  me*  — mr,-  n’est 
autre  chose  que  le  douille  de  la  quantité  d’action  due  à la  force  irincrlie; 
en  effet,  cette  force  d’inertie  dirigée  en  sens  inverse  du  mouvement 
dv 

estw  — > le  chemin  parcouru  dans  riutcrvallc  dt  avec,  la  vitesse  t’ 

dv 

esl  rdt\  la  (iiiantité  d’action  élémentaire  est  donc  m — vdt  = medr  et 
' dt 

1 I 

la  quantité  d’action  entre  deux  instants  est /’mc(/r  nu  ^ «ir* — -mc„*; 

l'équation  des  forces  vives  ne  fait  donc  qu’cx|irimer  l’égalité  îles 
quantités  d’action,  fournies  [lar  la  force  motrice  et  [lar  sa  réaction 
dans  un  meme  intervalle  de  temps. 

La  relation  que  l’un  vient  de  trouver  entre  la  force  vive  d'un  [loinl 
matériel  cl  la  quantité  d’action  développée  [lar  la  force  motrice  est 
connue  sous  le  nom  d'équation  des  forces  rires  [loiir  un  [loinl  maté- 
riel. On  verra  plus  loin  le  [larti  que  l’on  peut  en  tirer  dans  la  méca- 
nique a|ipliquéc  il  laquelle  elle  sert  en  quelque  sorte  de  fondement; 
hornons-nous  pour  le  inomenl  à remarquer  que  comme  l’intégrale  du 
second  memhre  ne  peut  être  obtenue  que  lorsi|uc  la  force  est  donnée 
en  fonction  de  r,  comme  cela  a lieu  si  U est  une  force  dirigée  vers  un 
point  fixe  et  fonction  de  la  distance  r à ce  [loint,  la  quantité  de  fui-ec 
vive  est  alors  représentée  par  une  fonction  de  la  distance  r et 
loulcs  les  fois  ([lie  celle-ci  passera  [lar  la  même  valeur,  la  force  vive 
rcdeviemlra  la  même,  ijucllc  que  soit  la  trajectoire  [larcouriie.  C’est 
dans  cette  propriété  que  consiste  la  conservation  de  la  force  rive  [loiir 
un  point  matériel.  Llle  ne  snhsislerait  [dus  si  li  dé|)cndail  d’une  autre 
variable  que  r,  [luisque  dans  ce  cas  l'équation  précédente  ne  pourrait 
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plus  s<T\ir  à d(■((■^rllille^  la  vitp-isc,  altcmlii  iiuc  t’intégi'alo  do  Wilr 
nVxislcrait  plus  et  que  <|uaiid  liiuii  iiiciiuî  elle  oxislorait , elle  iio 
serait  plus  IdiK-liuii  de  la  seule  variable  r. 

lia.  Kf/iiations  du  wouremeiit  relatif.  — Les  équations  préré- 
deiiles  se  rapportent  loiiles  au  inonvement  d’un  point  ntalériel  rap|iorté 
Il  des  axes  lixes,  c’csl-à-dire , qu’elles  fout  connaître  le  moi/remc/il 
(ihsolii  d’un  point  dans  l’espaec.  Si  l’origine  était  mobile,  les  axes 
reslant  parallèles  à cux-inéincs,  les  coordonnées  x',  y',  z'  du  point 
rapporté  a ees  axes,  ne  donneraient  plus  la  position  absolue  dans 
rcs|iace,  niais  sa  position  par  rapport  aux  axes  mobiles,  c’est-à-dire, 
sa  po.tilioH  relative  et  par  suite,  toutes  les  eireonstances  de  son  uiuiivc- 
meut  relatif  et  en  désignant  par  x,  y,  z et  a,  h,  r.  les  coordonnées 
du  |ioint  m et  de  l’origine  mobile  0 rapportés  à des  axes  fixes  -XYZ 
(lig.  87),  on  aurait 

x'  = x — U,  y'==y  — b,  r'  = z — c. 

dx'  , , dx  da  ... 

etc.  eeaux  a r-j  etc.  se  nomment  vitesses  relatives  du 

dt  ° dt  dt 

point  m.  Le  mouvement  relatif  sc  nomme  aussi  mouvement  apparent, 
parce  que  c’est  celui  qu’aperçoit  un  observateur  placé  à l’origine 
mobile. 

La  diirérentiellc  x'dy'  — y'dx'  et  par  conséquent  son  intégrale  ont 
aussi  des  significations  diirérentes  de  celles  trouvées  pour  le  ras 
des  axes  fixes,  car  O et  m étant  les  (irojertions  des  jiositioiis  de 
l’origine  mobile  O (fig.  87)  et  du  point  m à une  é|ioquc  t,  O'  et  wi’  les 
mêmes  positions  après  un  lein(is  dt,  si  on  désigne  mO  par  r',  par  0' 
l’inrlinaison  mO.V  de  niO  sur  l’axe  des  .\'  et  par  x'y'  les  coordonnées 
de  m relatives  aux  axes  X'  et  Y',  on  trouverait  eoinnie  jdiis  liant 

x'  = r'  eos  0',  y'  = r'  siii  0' 

et  par  suite 

x'dy'  — y'dx'  = r'~dV  ; 

or  si  par  O ou  mène  «i”0  parallèle  à m'O',  eoininc  d'i'  est  l’aeeroisse- 
inent  de  0'  dans  le  temps  dt , d'i'  représente  l’angle  mOm"  et  par 
conséquent  les  deux  inenibres  de  cette  équation  représentent  le 
double  de  l’aire  du  secteur  mOm"  eorrespondanl  à un  déplaee- 
menl  oim"  du  point  matériel,  déplaeement  ipii  n’est  autre  chose  que 
son  déplacement  apparent  par  rapport  aux  axes  .\'Y'  dans  le  temps  dt, 
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CHAPITRE  XIII. 


uii  |iliil()t  sa  projection  dans  le  plan  XY,  tandis  ipic  mm'  est  son 
déplacement  effectif  dans  l’espace.  Cette  aire  est  dite  pour  ee  motif 
projection  de  l’aire  apparente  décrite  par  le  rayon  vecteur  et  l’inté- 
grale de  jc'di/'  — y’d.x'  est  la  somme  de  ces  aires  apparentes  dé- 
crites par  le  rayon  vecteur  dans  chaque  instant  dt  qui  sépare  les 
deux  limites  de  l’intégrale,  c’est-à-dire,  la  projection  de  l'aire  ap- 
parente totale. 

Quand  on  connaît  les  mouvements  absolus  du  point  matériel  mobile  m 
et  de  l’origine  mobile  0,  il  est  facile  de  trouver  toutes  les  circonstances 
du  mouvement  relatif  ; car  si  l’origine  est  elle-même  un  point  matériel 
mobile  m'  dont  le  mouvement  absolu  est  dû  aux  forces  motrices  A,  B,  C 
et  si  X,  Y,  Z sont  les  forces  motrices  qui  déterminent  le  mouvement 
absolu  du  point  m,  les  équations  des  mouvements  des  deux  points 
seront 


d*x 


dt 


dhj 


, = X,  m^  = Y 


d^z 

m^,  = Z....(l) 


,d*a  ,d*b  ,d"c 

m-  = B,  m 


dt* 


C 


d’où  l’on  déduit  en  divisant  par  m et  m’  et  retranebant  membre  à 
membre , 

^_X_A 

dt*  m m’’  dt*  m m'  dt*  m m'  ' 


à cause  des  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  x',  ty',  z'.  Ces  équations 
sont  celles  du  inouvement  relatif,  parce  qu’elles  donnent,  étant  inté- 


orées,  les  valeurs  des  coordonnées  relatives  x',  i/',  et-— — ■ — -etc., 

° m m 

sont  appelées  forcen  accélératrices  relatives.  Si  l’origine  mobile,  au 

lieu  d’être  un  point  materiel  soumis  à l’action  d’une  force,  était  un 

point  géométrique  ayant  dans  l’espace  un  mouvement  connu,  a,  b,  c 

seraient  des  fonctions  connues  y,  y',  f"  du  temps  t,  c’cstrîi-dirc  que 

l’on  aura 


o^_d*v  dV,  _dW  d*c  d*?' 
T/F^df*’  dF^dF’  dt-~llF 


et  en  les  retrunebant  des  équations  (I)  du  mouvement  absolu  du 
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, d*x  il*a  <l*x'  , . 

poinl  m cl  rcni plaça n t *"*  conilml 

aux  équations  suivantes  du  mouvement  relatif, 

^_X_^y  _IÜ?L 

</t*  m rff*  ’ rfl*  m dt*  ’ dl^  m dt* 

qui,  étant  intégrées,  feront  connaître  les  coordonnées  relatives  x',  y',  z'. 

llü.  Loi  des  aires  dans  les  mouvements  relatifs.  — En  combinant 
deux  à deux  les  équations  (2)  d’abord,  puis  les  équations  (3)  eoniiiie 
au  N"  113,  on  est  conduit  dans  le  premier  cas,  aux  suivantes. ...(!•) 

- ,/  = X Y-  - - V 1/ Y-  - - 

dt*  dt*  y»»i  m'J  \m  m' 

" dt*  dt*  \ni  m'J  \m  m'J 

_ X' = . Y- - - V xY- 

dt*  dt*  \ni  m' J \m  m'J 

et  dans  le  second  cas,  à celles-ci 

f/l*  dt*  dt*  J \m  dl*J 

./  'Ü£  _ .'!üy’  - CL  __  _ -YI  _ ‘Ll\ 

■'  dt*  " dt*  dt*  J ' \m  dt*  J 

* dt*  ^ dt*  * \m  dt*  J * \m  dt*  )' 

Si  lu  force  relative  du  point  m est  constamment  dirigée  vers  l’ori- 
gine mobile  O,  les  seconds  membres  dans  les  C équations  sont  nuis, 
puisqu’ils  représentent  les  moments  de  cette  force  par  rapport  aux 
axes  mobiles  et  l’on  a 

d*u'  d*x’ 

^ ~jfi  — y ^77  = '*’  


En  nuiltipliant  ces  équations  (!>)  par  dt  et  intégrant  deux  fois  comme 
au  N°  113,  on  trouve 


C'. 


I'(x'dif  — y'dx')  — etc.,  etc (li) 
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Les  trois  intégrales  premières  imillipliécs  respeeliveiiient  par  a:',  y' 
et  ndiiitioiiiiées  ensuite  dümieiil  aussi 

(V  I Cy -4-  C'V  = tl. 

('.elle  dernière  éipintion  ipii  est  linéaire  par  rapport  aiiN  coordonnées 
relatives  x’,  y',  ~ exprime  que  la  Irajceloire  relative  dn  point  matériel 
est  lin  plan  passant  par  l’origine  mobile  ou,  en  d’antres  termes,  que  la 
Irajeeloire  dn  point  matériel  est  runstaniment  renrermée  dans  un  plan 
passant  par  l’origine  mobile  et  eonservant  une  position  invariable  par 
rapport  aux  axes  mobiles.  Les  trois  intégrales  premières  signilienl  que 
les  moments  de  la  vitesse  rclatiic  on  u|)parentc  par  rapport  aux  trois 
axes  mobiles  sont  invariables  et  enfin  si  on  se  rapporte  à ee  qui  a été 
dit  an  commenrement  du  X"  ll’j,  il  est  visible  que  les  trois  intégrales 
secondes  expriment  que  les  projections  de  l’aire  apparente  décrite 
par  le  rayon  xeeteur  du  ])oint  matériel  mené  à l'origine  midnle  sont 
priqiortionnelles  an  temps  employé  a la  décrire.  Si  on  désigne  par 
),  ees  trois  projections  et  par  I.  l’aire  elle-même,  comme  cette 
dernière  est  plane,  on  a aussi 

l’aire  apparente  décrite  par  le  rayon  vecteur  c.st  donc  aussi  propor- 
tionnelle au  temps. 

Héciiiroqiiement , si  la  loi  des  aires  apparentes  s’observe  dans  le 
mouvement  relatif  d’un  point  matériel,  on  doit  en  conclure  que  la 
force  relative  est  dirigée  vers  l’origine  mobile  des  coordonnées,  car  en 
dérivant  deux  fois  les  trois  équations  (ti)  qui  expriment  cette  propriété, 
on  retrouve  les  équations  (5)  et  par  conséiiuent  les  seconds  membres 
des  équations  (4)  doivent  être  nuis , ce  qui  indique  (|uc  la  force  rela- 
tive passe  par  l’origine,  puisqu’ils  en  sont  les  moments  par  rapport 
aux  axes. 

L’Iiypotlicse  que  nous  avons  faite  sur  la  force  relative  supposée 
eonstamment  dirigée  vers  l’origine  mobile,  se  réalise  dans  dilférents 
cas.  Cette  cireonstanee  se  présente  évidemment  lorsque  la  force  qui 
agit  sur  cliaeun  des  deux  points  matériels  est  dirigée  vers  l’autre 
|u)int  et  que  run  des  deux  est  pris  pour  origine  mobile,  comme  cela 
n lieu  quand  on  clierelic  le  inoiivement  relatif  d'un  point  par  rapport 
.'i  l’autre,  les  deux  points  n’étant  soumis  qu’à  des  attractions  mntiielles. 
L’hypothèse  se  vérilie  encore  lorsqu’un  point  matériel  m est  soumis  à 
l’action  d’une  force  (.\Y7.)  eonstamim'iit  dirigée  vers  l’origine  mobile. 
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pourvu  que  cette  origine  ait  dans  l’espace  un  inouvcmenl  rectiligne 

. -,  , , (l«  <lf>  . 

et  uuilornie,  car  alors  les  composantes  -p  > -pi  -p  «le  sa  vitesse 

dt  dt  dt 


seront  constantes,  les  (icri\ées 


d*a 

dJ*’ 


d*l, 

dl*' 


d*c  d*'j 


di* 


dy 

IF 


seront  nulles  et  les  forces  relatives  m 


\m  dt*J 


etc.,  etc. 


se  réduiront  à la  force  motrice  (XYZ)  qui  passe  par  l’origine  mobile. 

Il  résulte  de  ce  qui  |iréccdc  que  lorsqu’un  point  matériel  mobile  est 
soumis  d l’action  d'une  force  constummenl  dirigée  vers  une  origine 
aijant  dans  l’espace  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  lu  trajec- 
toire relative  du  point  matériel  est  une  courbe  plane,  l'aire  relative 
décrite  par  le  ragnn  vecteur  est  proportionnelle  au  temps  employé  <1  la 
décrire  et  les  projections  de  ces  aires  sur  les  plans  coordonnés  sont 
proportionnelles  au  temps.  Les  mêmes  propriétés  subsistent  lorsque 
deux  points  matériels  sont  soumis  à leurs  actions  mutuelles  et  que 
l’un  des  deux  tient  lieu  d’origine  des  coonlon nées. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  ruiic  «les  forces  est  la  réaction  de  l’autre, 
les  forces  motrices  A et  X , H et  Y , I’.  et  7.  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires et  les  équations  du  mouvement  relatif  (2)  du  N”  llb  devien- 
nent 


d-x  m -H  w' ^ d-g'  in  -¥  m'  d^z'  m -+- 
«//*  mm'  ’ dt^  mm'  ’ «/<*  mm' 


ou  plutcil,  en  désignant  par  K la  force  qui  agit  entre  les  deux  points, 

X*  il'  z' 

par  r leur  distance  et  par  conséquent  |>nr  R — j U— > R — les  coin- 

r r r 


posantes  de  la  force  suivant  les  aves,...  .(7) 


</*x'  m -4-  m' x’  „ 

ot-y-=  — , R, 

m r 


f/^i/ 


m -h  Ui  y 

■ t 

m r 


dH' 
‘ dt* 


’"-"'".iR. 

m'  r 


il7.  Eejuatiou  des  forces  vives  dans  les  mouvements  relatifs.  En 
niulli|iliunl  respectivement  par  2«/x',  '2dy',  ~2dz',  les  trois  é«piations  du 
niouveincnt  relatif  (2)  N"  115,  il  vient 


\ dt* 


dx'  -t-  2 -J  Y d II'  ■ 
dt*  ■’ 


dt* 


V)=2(.V, 


dx'  y'dg'  7,'dz') 


dans  laquelle  X',  Y',  71  sont  les  etimposanles  «le  la  force  motrice  rela 

2-5 
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f— ) , etc.  etc.  Son  intéeralion  conduit  à la  suivante 

ym  ni/ 

|(ï)’  - CD’  * (Dl  - 


où  le  premier  membre  est  le  carré  de  la  vilesse  relative  multipliée 
par  la  masse  cl  si  l’on  prend  l’intégrale  depuis  le  moment  où  elle 
est  vJ  Jusqu’à  relui  où  elle  est  v',  on  trouve 


— »ir.'*  = 2 f(\'dx'  -4-  YWi/'  + Z’dz’). 


Cette  équation  des  forces  vives  relatives  est  de  même  forme  que 
celle  des  forces  vives  absolues  et  exprime  des  propriétés  analogues. 
Ainsi  -1°  la  vitesse  relative  restera  invariablement  la  mémo,  si  les 
forces  relatives  sont  nullcs;  2“  la  vitesse  relative  variable  reprendra  la 
même  valeur  toutes  les  fois  que  le  point  matériel  repassera  par  la  même 
position  relative,  pourvu  que  le  trinôme  différentiel  soit  la  différen- 
tielle exacte  d’une  fonction  des  trois  variables  x',  y',  z'  considérées 
comme  indépendantes,  ce  qui  a toujours  lieu  lorsque  la  force  relative 
est  dirigée  vers  l’origine  mobile  et  est  fonction  de  la  distance  à ce  point. 
S’il  s’agit,  par  exemple,  du  mouvement  relatif  de  deux  points  materiels, 
soumis  à des  attractions  mutuelles,  dont  l'une  est  la  réaction  de 
l’autre,  on  a vu  au  numéro  précédent  que  X',  Y',  Z'  sont  égaux 

, ni  -H  w'  x'  „ , ...  , . 

a ; R,  etc.  etc.  et  I équation  des  forces  vives  devient 

171  r 


mu'*  — mu„'*  ' 


-/R 


( 


2x'rfx'  -I-  2y'rfy'  -+-  2i'f/i' 


) 


ou  plutôt,  à cause  de  r’  = x'*-+-y'*  s'*, 


ni  u'*  — nii’o'*  : 


/Rrfr 


et  l’intégration  sera  possible  si  R est  fonction  du  rayon  vecteur  r. 

118.  Force  tangentielle.  Force  infléchissante.  Force  d'inertie  tan- 
gentielle.  Force  centrifuge.  — Si,  à une  époque  quelconque  du  mouve- 
ment curviligne  d’un  point  matériel , on  décompose  la  force  qui  agit 
sur  lui,  en  deux  autres,  l’une  dirigée  suivant  la  tangente  à la  trajectoire 
et  l’aiilrc  perpendiculaire  à cette  direction,  la  première  composante 
nommée  force  tangentielle  tend  à accélérer  le  mouvement  du  point 
matériel  dans  le  sens  de  la  courbe,  la  seconde  n’a  d’autre  effet  que  de 
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fiiirc  dévier  à chaque  instant  le  point  matériel  de  lu  direction  recti- 
ligne cl  a été  noniinéc  par  quelques  auteurs,  force  iujlèclnssante,  mais 
est  plus  généralement  connue  sous  le  nom  de  force  centripète. 

La  force  de  réaction  duc  à l’inertie  du  point  matériel  donne  lieu  à 
la  même  décomposition;  la  première  composante  est  la  réaction  tan- 
gentielle  cl  la  seconde  est  connue  sous  le  nom  de  force  ou  réaction 
centrifuge.  Celle  dernière  représente  l'elTorl  que  fait  le  point  matériel 
en  vertu  de  sou  inertie , pour  conserver  le  mouvement  rectiligne  dans 
le  sens  de  la  tangente,  Umdis  que  la  réaction  tangentielle  représente 
l’effort  que  fait  le  point  matériel  pour  conserver  un  mouvemeul  uni- 
forme suivant  la  tangente. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à cherclicr  les  valeurs  de  la  force 
tangentielle  cl  de  la  force  centripète;  nous  nous  bornerons  à déter- 
miner les  réactions  de  ces  deux  com|iosantes,  e’csl-à-dirc , la  réaction 
tangentielle  et  la  force  centrifuge  ; pour  cela,  observons  que  puisque 
(Ix  dg  dz  , . , 

-7->  et  -r  sont  les  eosinus  des  angles  que  fait  une  tangente  a la 
O.S  (is  d» 

trajectoire  avec  les  trois  axes , on  a pour  la  somme  des  coinpo- 
rf*x  d*z 

saules  (le  m —i  tangente,  ou  pour  la 

réaction  tangentielle , 

d^x  dx  d*ij  dii  d*z  dz 

'I  = m -H  in  -+-  ni  -j—  -r 

dl-  ds  dt*  ds  dt-  ds 


qui  se  réduit  à 


d-.s  dv 

I = m -T—  = «t  — - 1 

dt*  dt 


en  observant  que  l'équation 

ds*  = dx*  + dg*  + dz* 
donne  par  la  différentiation  , 

dsd*s  = dxd*x  -+-  dgd*g  -t-  dzd*z. 

Celle  valeur  s’accorde  avec  ce  (ju’on  a vu  (N"  104),  qu'une  force  de 
réaction  est,  en  général,  représentée  par  le  produit  de  la  masse  par 
la  dérivée  de  la  vitesse  par  rapport  au  temps , et  l'on  voit  (jne  celte 
valeur  subsiste  encore  dans  le  mouvcmeiil  curviligne. 

Quant  à la  force  centrifuge,  en  la  représentant  par  /'et  par  ),  /*,  v, 
les  angles  qu’elle  fuit  avec  les  axes,  si  l’on  observe  que  la  réaction 
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Uingcnticllc  cl  In  réaction  ou  la  force  centrifuge  tiécomposées  :>nivunt 

d^x  dh/ 


les  trois  axes  doixent  reproduire  les  forces  de  réaction  m 
dH 

m-r-if  on  aura  : 
dt* 


dl* 


dl- 


m 


d*x 

dï^ 


d*s  dx 

">  ~r 
dl*  ds 


d^y  d*s  dtj 

f cos  l,  m J-  ^ m - -j-+f  cos  p , 


d*z  d^s  dz  , 

m -j-r=  m -;-r  t OOS  1 

,//i  tlli  //v  ' 


</(*  ds 


Pour  tirer  de  là  les  xaleiirs  de  /",  i,  p et  v,  on  mettra  ces  étjualions 
sous  In  forme 


et  si  on  les  additionne  inemlirc  à memlire,  apres  les  avoir  élevées 
au  carré  , en  reinunpinnt  que 


cos*  X -H  cos*  P cos*  ï = 1 , 


on  trouvera 


f- 


On  sait  qu’on  a pour  expression  du  rayon  de  courbure  (traité 
d’analyse  N“  106) 


1 


v-W^H-îf 


la  valeur  de  / devient  donc 
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(liiiis  li)i|iiL'llc  V est  la  vitesse  du  point  inntériel.  On  voit  que  la  foia;e 
ou  rêaclion  eentril'iigc  en  un  point  quelconque  de  lu  trajectoire  est 
rcprcscntcc  par  la  l’orce  vive  du  point  inaU'riel  divisée  par  le  rayon 
de  eouriturc  de  la  courbe.  Si  on  reinploce  / par  sa  valeur,  on  trouve 
pour  déterminer  ).,  p et  v, 


Ces  valeurs  sont  celles  des  cosinus  des  angles  que  fait  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  avec  les  axes  ; lu  force  centrifuge  est  donc  dirigée 
dans  le  sens  du  rayon  de  courbure.  C'est  celte  propriété  qui  lui  a fait 
donner  son  nom,  parce  qu’elle  parait  tendre  a éloigner  le  point 
matériel  du  centre  de  l'are  qu’il  décrit. 

On  peut  arriver  à cette  expression  de  la  force  centrifuge,  ou 
plut<'>t  (le  la  force  centripète  qui  lui  est  égale  cl  opposée,  d'une 
manière  fort  simple  en  observant  que  le  point  matériel  tend  par  son 
inertie  à continuer  à se  mouvoir  suivant  la  tangente  MT  (lig.  88), 
prolongement  de  l’élémenl  m.M  de  la  trajectoire,  tandis  que,  par  l'cITcL 
des  forces  motrices,  il  décrit  Tare  MM'  = tis  dans  le  tcuijis  dl  ; si  donc 
par  la  tangente  MT  et  Télémcnl  .M.M',  c'est-à-dire  ]iar  deux  éléments 
consécutifs  de  la  courbe,  on  fait  passer  un  plan  , ce  plan  sera  le  plan 
usculateur,  une  normale  MO  à la  tangente  MT  renfermée  dans  ce  plan, 
donnera  la  direction  du  rayoti  de  courbure  et  la  force  centripète  aura 
pour  effet  d’écarter  le  point  .M  de  la  direction  rectiligne  .MT  qu’il 
avait  au  point  M,  ou  ce  qui  revient  au  même,  de  le  déplacer  dans  le 
sens  du  rayon  de  courbure  MO,  d’une  quantité  Ma  que  Ton  obticul 
en  menant  M'a  parallèlement  à .MT;  or  si  pendant  le  temps  <ll  la  force 
motrice qtti  fait  parcourir  l’espace  Ma  est  supposée  eonslante,  on 
sait  (voir  N”  1 10)  que  l’espace  parcouru  est  égal  à la  moitié  de  la  force 

accélératrice  — multipliée  par  le  carré  du  temps,  c’est-à-dire  que  Ton  a 


d'où  Ton  lire 


/ = m 


2.  Ma 
■(<i/)ï' 


et  en  considérant  M.M’  comme  un  arc  de  cercle  ayant  pour  rayon  .MO, 
ou  pour  diamètre  MC,  la  corde  MM' (|ui  se  confond  avec  Tare,  sera 
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inovcniie  proportionnelle  entre  le  diamètre  MC  et  le  segment  adjaeent 
Ma  ; d’où  il  suit  que  l'on  a 


Ma 


"mc' 


ee  qui  conduit  a la  valeur  de  /"trouvée  plus  haut. 

119.  Appticaliun  au  nwuveinent  parabolii/ue  d'un  point  matériel 
pesant.  Après  avoir  donne  les  princip&s  généraux  du  iiiouveiiieiil  cur- 
viligne, nous  appliquerons  nos  formules  à quelques  exemples.  Considé- 
rons en  premier  lieu  le  mouvement  curviligne  d'un  point  matériel 
pesant  m lancé  dans  l’espace  supposé  vide  , avec  une  vitesse  initiale 
donnée;  la  force  inutriec  duc  à la  pesanteur  étant  mg , si  a,  y re- 
jiréseiitcnt  les  angles  formés  par  1a  direction  de  cette  force , ou  1a 
verticale,  avec  les  trois  axes  pris  du  cèté  positif,  scs  trois  composantes 
seront  mg  eos  a,  mg  eos  ,9,  mg  cos  y et  les  équations  du  niouvement 
deviendront 

(i*  Z 

m — = 7ng  eos  « , ^ = «»</  cos  p , »«  ^ ==  ”'3  cos  y, 


il’où  l’on  tire 

gtestsa-h  C,  ^ eos  p -4- C',  gt  cosy -t- C", 

1 1 

ar  = - ÿt*  cos  a -I-  C/  -1-  D,  g = -gt‘  cos  ^ -h  Ct  -t-  1)', 


Z = -^gf^  cos  y -t-  C"t  -+-  D". 


Les  trois  premières  font  connaître  les  vitesses  dans  le  sens  des  trois 
axes  et  leur  résultante  e„st  la  vitesse  dans  l’espace  à une  époque  quel- 
conque l.  Les  constantes  arbitraires  C,  C',  C"  sont  évidemment  les 
vitesses  initiales  suivant  les  axes,  ou  lorsque  ( = 0;  si  doue  k est  la 
vitesse  initiale  et  a,  ù,  c les  angles  que  forme  sa  direction  avec  les 
axes,  on  dcvi’a  faire 

C = A‘  cos  a , C = k cos  b,  C"  = k cos  c. 


Les  valeurs  de  x,y,  z font  connaitre  à chaque  instant  la  position 
du  |)oint  inaUM’icl.  Les  constantes  I),  D',  D"  sont  les  valeurs  de  x,  g,  z 
lorsque  < = 0,  c’est-à-dire  que  ce  sont  les  enordonnees  à l’époijuc 
initiale.  Kn  éliininant  successivement  t entre  deux  de  ecs  trois  équations, 
on  obtient  des  i-elations  entre  x et  y , y cti,  x et  i qui  sont  les 
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oqualioiis  des  projections  de  la  trajectoire  sur  les  jdans  coordonnés. 

Remarquons  que  puisque  sont  constants,  les  déri- 
vées ~ , . --  sont  milles;  d’on  il  suit  qu’elles  rendent  idcnliqiic 

d(5  dt^ 

l’éqnation  de  condition  suivante  : 

{d'yd^z  — d^zdhj)  dx  + (d^zd^x  — d^xd^z)  dy  {d-xiV'y  — dhjd^i)  dz  = O, 

qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

^d*y  dH  d'z  d^y'^  dx  ^ _ (£x  ^ 


dl*  dl^  dt*  dO 


dO  dl^  dt*  dt^J  dl 


/d*x  d’y  _ d^  dz  _ ^ 
\dt*lf^~'di*  dlO  dt 


et  qui  exprime  (voir  le  traité  d’analyse  X"  IH)  <iuc  la  cmirlie  de 
l’espace  est  plane;  et  en  effet,  si  l’on  prend  pour  origine  le  point  de 
départ  du  point  matériel , pour  axe  des  Y la  verticale  dirigée  vers  le 
liant  et  pour  plan  des  XY  celui  qui  contient  la  direction  de  la  vitesse 
de  projection  ou  de  la  vitesse  intialc , il  faudra  faire 

« = v=f.  c = I)  = D’  = D"=0, 

ee  qni  réduit  les  inU'gralcs  précédentes  à 

j^  = kcosa,  ^==  — gt -I- fcsina,  = 

x=kt  cos  a,  »/  = — - gt* -H  A't  sin  « , r = O. 

La  dernière  fait  voir  que  la  trajectoire  est  enlicrcnicnt  renfermée  dans 
le  plan  des  XY.  En  éliminant  l , on  trouve  pour  son  équation  , 

1 g , 

1/  = X tang  a — x 

2 k*  eos*  « 

qui  appartient  à une  parabole.  En  faisant  g = <1,  on  est  (fig.  8!>)  eon- 
duit  il 

A*  k* 

AR  = 2 — sin  a eos  a = — sin  2n. 

9 9 
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On  voit  que  celle  dislance  AU,  que  l’on  iqqiellc  umpliluite,  esl  In  plus 
grande  pussiblc  lorsque  sin  î2a  = l , c’csl-à-dire,  jiour  a é^al  à Ab 
. < 

degrés.  Si  l’on  lire  de  l’eqii.'ilion  In  valeur  de  ou  lroii\e 

dii  ax 

— = laug«  — - , 

ax  eos*  rt 


et  parlant,  au  point  A , 


(Ix 


tang  a, 


d’où  l’on  conclut  que  la  tangente  à la  trajectoire  au  point  de  dépari 

tin 

e.st  représentée  par  la  direction  de  la  vitesse  initiale.  Eu  égalant -j- 

à zéro,  pour  avoir  le  point  C le  idus  élevé  de  la  trajectoire,  on  trouve 

. AU  A-  . ^ 

AD=  — sinocos(i=--  » CD  — — siiro. 


.«y 


Transporlons  l’origine  des  roordonnées  au  ]inint  C,  ce  qui  se  fera  en 

A*  A-* 

reinplaeant  a'  el  u par  .t  -r sin  aensa  cl  1/  h siii^n;  l’équalioii 

.y 

devieni  alors 

1 (/X* 


ou,  en  eliangeant  la  direction  de  l’axe  des  Y, 

I f/x’ 


'2  A-«  ( 


Ou  voit  par  cette  éqiialion  que  la  Irajeeloire  décrite  par  ou  point 
inalériel  pesant  lancé  dans  le  vide,  esl  une  pnrniiole  dont  l'axe  esl 
vertical. 

On  peut  déduire  de  l’aniplilude  AU  = /,  la  vitesse  de  projeelion , 
connaissant  l’angle  île  projection  a ou  TAU;  car  on  a 

Ai  = — 

sin  "2(1 

On  voil  aussi  ipi’avee  la  inéine  vitesse  de  projection,  on  peut  atteindre 


Digitized  by  Google 


I!»7 


la  inènic  amplitude  sous  deux  indinaisons  dilfércntes  « et  «'  de  la 
xitessc  de  (intjeetion;  car  il  suHit  que  l’on  ait 

sin  tJn  = sin  2ii', 


ee  qui  exige  que 

= K — '2u'  ou 


a a'  = 


7! 

2 


e’est-à-dire,  que  les  deux  iueliuaisuiis  (jui  douiient  la  iiièiue  aui|di(ude 
sont  eom|iléiueu(aires. 

Si  l’on  voulait  eouuaitrc  l'auglc  sous  lequel  le  poiiil  matériel  doit 
être  lancé  avec  une  vitesse  déterminée  k,  pour  alleindre  un  but 
connu  F. , il  suflirait  de  remarquer  que  les  coordonnées  x'y'  de  ec 
jioint  doivent  satisfaire  à l’équation  de  la  trajectoire,  ce  qui  donne 


y’  = x'  tang  « — 


1 

2 k*  eus*  a 


d'où  il  faudra  tirer  la  valeur  de  a. 

On  aura  l’enveloppe  de  toutes  les  trajectoires  obtenues  en  lançant 
le  point  matériel  en  A sons  tontes  les  inclinaisons  possibles  et  avec 
une  vitesse  initiale  constante,  en  prenant  la  dérivée  de  l’équation 
générale  des  trajeeptires  par  rapport  à a et  éliminant  eette  quantité 
entre  la  dérivée  et  réqualion  primitive.  Ou  trouve  ainsi  pour  l’éapia- 
lion  de  celle  enveloppe. 


éipialion  ipii  forme  la  limite  des  points  qu’il  est  possible  d'atteindre 
avec  une  vitesse  de  projection  constante  k.  Cette  équation  appartient 
à une  parabole  dont  l’axe  se  confond  avec  l'axe  des  Y et  dont  le  foyer 
est  placé  à l’origitie 

120.  Applicaliuii  au  mouvement  elliptiffue.  — Pour  seconde  ai)pli- 
calion,  nous  elierclierons  le  mouvement  d’un  point  matériel  attiré 
par  un  point  fixe  .M  avec  une  intensité  ipii  varie  dans  le  rapport 
inverse  du  carré  de  la  distance  à .M. 

En  prenant  le  point  fixe  pour  origine  des  coordonnées  et  repré.sen- 
tant  par  x,  y,  : les  trois  coordonnées  du  point  matériel  à nne  épo(]ue 
(pieleonque  t et  par  r sa  distance  à l'origine,  l'inlensilé  de  l’attraction 

sur  l’unité  de  masse  est  ^ (N“  !)ft),  cl  comme  celle  droite  r fait  avec 


2ti 
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X y Z 

U's  axes  clos  analrs  iloni  les  eosimis  sont  - j - cl  - > les  trois  conino- 

r r r 

santés  de  la  foiTC  aceclératriee  dirigée  vers  l’origine  sont  exprimées 

AMar  AMi/  AMi  . , . , 

a donc  pour  les  ecpialions  du 


par  — 


AMi/ 
^ et 


AMi 

75-; 


r»  r’ 

mouvement,  en  remarquant  (pie  r — y/x*  -h  1/*  savoir  : 

il*x  AM.C 

-f  it  = s ’ 


(i* 


■ zr 


<r>/ A My d*z 

■“  /,  J ^ 

(x*  -t-  y*  -+-  z*y 


AMx 


Aucune  de  ees  équalioiis  n’esl  intégrable  isolément;  ce  n’est  qu’en 
les  eonibinnnt  d’une  manière  eonvenablc  (]uc  l’on  parvient  à trouver 
leurs  intégrales.  La  eoinbinaison  ([ui  a ronduit  à la  loi  des  aires  donne 
eoniine  on  devait  s’y  attendre  , 


(l*y  d-x  d*z 

~~dî^^  ' 'dï^~^  d? 


», 


d’où  l’on  lire,  en  mullipliant  part/l  cl  en  intégrant  ensuite  cbaque 
lerme  par  parties, 


X 


'Il 

di 


dx  dz 

dt  dl 


= C' 


(pii  foriuenl  les  trois  intégrales  premières.  Elles  ne  sont  autres  (pie 
celles  fournies  jiar  le  [iriiieipe  des  aires,  (pii  devait  évideinnienl  se 
vérilicr  dans  cet  exemple.  On  di^duil  aussi  de  c.cs  inti'grales  l'éipialion 
du  plan  dans  Icipiel  est  renrermée  la  trajectoire,  éipiation  qui  est 

Cx  -t-  C'y  C"z  = 0. 


La  position  de  ce  plan  fixée  pur  les  valeurs  de  C,  C',  C"  se  détermine 
par  la  condition  que  le  point  matériel  placé  priinitivcinent  au 
point  («,  b,  c),  ait  reçu  une  vitesse  d’impulsion  p dirigée  suivant 
une  droite  faisant  avec  les  axes  des  angles  a,  |3,  y;  comme  les  valeurs 


initiales  de 


dx 

h’ 


dy  dz 
-f  cl  — , 

dl  dt 


■omposantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes. 


sont  i*  vos  et,  P cos  P,  P cos  7,  on  a 


«P  eos  6 — Ap  eos  a = C",  bu  cos  7 — ru  cos  (i=C,  rp  cos  a — ap  cos  7 = C, 
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et  l’éqiiiilioii  (1(1  |il(iii  (lc\ienl 

H {z  tos  — IJ  eus  ■/)  + I)  (x  eos  7 — z eus  it)  +c  {j  eos  * — x ros  — O. 

On  vient  de  vnir  (]uc  la  irajertuire  Un  point  matériel  est  plane;  celle 
eireonslanee  permet  de  réduire  à deux  les  éqnations  du  niun\eiiie((l 
en  prenant  pour  plan  des  (X,  Y)  le  jdan  même  de  la  trajectoire.  Il  vient 
alors , puisque  le  z est  eonslainment  nul , 


rf*x 

7/F' 


AMx 


(X*  -4-  jr 


fJ!.'/ 

dF' 


AM»/ 


(X*  -4-  ijÿ 


•(I) 


d’où  l’on  tire  comme  ci-dessus, 
d*ij  »/’x 

^JF-'ilF 


0 


.'h 

dt 


dx 

TF 


<pii  est  une  des  inté-gralcs  premières  des  deux  équations  (1)  du  mouve- 
ment. On  obtient  la  seconde  intégrale  ju-emière  en  multipliant  (f) 
respectivement  par  'idx  et  ‘idy  et  en  les  ajoutant;  on  trouve  en  effet 

d*x  d^ii  ,,  2xrfx 2»/»/»/ 

2(/x  -r;  -4-  •idy  -p?  = — 

dt*  dt*  , t T* 

(x*  -4-  y*y 

et  en  intégrant, 


Cette  équation  qui  n’est  antre  que  celle  l'ouriiie  par  le  principe  de 
la  l'orce  vive,  fait  connaitre  la  vitesse  du  point  matériel  à une  é|)(»pie 
quelconque,  puisque  le  premier  membre  représente  le  carré  de  cette 
vitesse. 

L'intégration  des  deux  équations 


qui  doit  nous  conduire  à la  solution  complète  du  problème,  présente 
des  longueurs  que  l’on  évite  en  transformant  les  coordoum’cs  rectan- 
gulaires en  coordonnées  polaires;  on  sait  en  effet  qu’on  a,  en  eouip- 
taiit  l'angle  à partir  de  l’axe  des  X et  en  eonservant  la  même  origiiu», 

x = r cos  VI , y = rünyï. 


Digitized  by  Google 


(:il\MTIIË  XIII. 


il’oi'i  l'on  tiiT 


il >j 


— = cos  y) -J-  — r siii  >1  — > — = siii  il  — - -I-  r cos  >i  -7- 

dt  (Il  (Il  (Il  (Il  'lit 

cl  nos  deux  cqiialioiis  difTcrciilicIlcs  dcvicnnciU  par  la  sulistiliitinii , 

4:-.  

Kn  éliiuinaiil  ill  011  trouve 


r |/C'r*  -t-  2AMr  — C‘ 

que  l'on  ])cul  iiitcgrcr  par  la  inclhodc  gciiéralc  des  ruiiclioiis  irralioii- 
iiclles,  ou  plus  siniplcnicnl,  en  rcniplacanl  r pur  une  nouvelle  varia- 

Idc  -•  On  trouve  ainsi  : 

U 


■ E — arc  cos 


= E -V-  are  cos 


tMi— C* 
r l/C'C-  H-  A-M‘ 


et  par  conséquent, 

, ÂMr-C* 

cos  (■/,  — E)  = — — 

i (/ C’C* -t- /t*M 


r (/C’C*  -t-  /t*M’  ÂM  — y/' t’ M’  -4-  Ct^*  cos  (>1— E) 

L’éipialion  polaire  d’une  section  conique  ra|)porlée  à l'iiii  de  ses 


fovers  est 


U (1  — e») 
I — e cos  s 


ilans  la(|uclle  r est  le  ravon  vecteur,  e l’angle  qu’il  l'ail  avec  le  granil 
axe,  n le  demi  grand  axe  cl  e rexccnlrieili'  ou  la  dislaiice  des  foyers 
divisée  par  le  grainl  axe.  On  voit  donc  que  la  trajectoire  est  une 
seinidalde  courbe  dans  laipiclle  a cl  e ont  les  valeurs  suivantes  : 

,,  r.»  . /.M 

-'■)  = , Jî»  •I<-  « = -7.7- 


/ 1 ^ 

V 
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Pour  rendre  les  lieux  valeurs  de  r ideiiliques,  on  doit  poser 
s = — !■; , ou  Vj  = e K 


dans  laquelle  les  angles  et  e sont  eomptds,  le  premier  à partir  de 
l’ancien  axe  des  X et  le  second  à partir  du  grand  axe  de  la  scetioii 
conique;  on  voit  donr  que  la  constante  arhitrairc  K représente  l"in- 
elinaison  du  grand  axe  de  la  courbe  sur  Taxe  des  X.  On  sait  que  cette 
courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole  suivant  que 
l’on  a e <1,  e=l  ou  e > i ; l’on  aura  donc  l’une  de  ecs  trois 
courbes  selon  que  C'  sera  négatif,  nul  ou  positif,  puisque  l’on  sait  que 

Les  valeurs  des  trois  constantes  arbitraires  C,  C'  et  E se  déduisent 
de  la  position  et  de  la  vitesse  initiales  du  point  matériel. 

Pour  déterminer  la  durée  d’une  révolution  elliplique,  on  élimine 
dit  nu  lieu  dt  entre  les  équations  (2),  après  avoir  reniplaec  C'  par 
— C'  jiour  que  le  mouvement  soit  elliptique.  On  trouve  ainsi 


- dont  l'intégrale  iudélinie  est 
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cl  l'intc^ralc  tlcfiiiic  prise  depuis  le  plus  {^rand  rayuu  vecteur  justpi’au 
plus  petit,  e’est-ii-dirc,  depuis  r = o (1 -t- e)  jusqu’à  r = a (1 — e) , 
donne 

t 

l/El 

La  durée  d’une  révolution  elliptique  est  donc  égale  à — • Si  on 

l/El 

cliange  le  signe  de  C ou  si  on  le  rend  nul,  c’est-à-dire,  si  le  niouvc- 
nient  est  liyperholiquc  ou  paraholicpic,  on  trouve  jxiur  1a  durée,  une 
valeur  imaginaire  ou  une  valeur  itinuic,  ce  qui  indique  que  dans  les 
deux  eus  la  révolution  ne  se  termine  jamais.  Il  résulte  de  ces  équa- 
tions ipic,  lors(|u’iin  point  matériel  mobile  est  attiré  vers  un  point  fixe 
])ar  une  force  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance, 
1“  la  trajectoire  est  une  courbe  plane;  2"  l’aire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  est  proportionnelle  au  temps  employé  à la  décrire; 

la  trajectoire  est  une  section  conique  dont  le  point  lixe  est  le  foyer, 
et  quand  les  mouvements  sont  elliptiques,  les  carrés  des  temps  des 
révolutions  de  deux  jtoinls  matériels  attirés  par  le  même  point  lixe, 
sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  des  ellipses  décrites, 
puisque  pour  un  autre  |)oint  matériel  tournant  autour  du  même 
centre  on  aurait 

‘ “ AM 


121.  Afouvcinenl  ellipli<iue  relatif.  — Si  le  centre  d'attraction, 
au  lieu  d’être  fixe,  était  lut-méme  un  point  m.ilériel  M mobile  soumis 
à l'attractiou  réciproque  du  point  m et  qu’on  voulût  connaitre  le 
mouvement  de  l’un  m des  deux  points  relativement  à l’autre  M ou  le 
mouvement  apparent  de  m |)our  un  observateur  i)lacé  en  M,  on  pose- 
rait, d’après  ce  qui  a été  dit  à la  lin  ilu  N"  lUi,  les  CMpialiuns  du 
mouvement  relatif 


i/*x'  m -i-  >1  x’  m 

ill^  wM  r ’ m.M 


U'  ■>  it 

r ’ ■ mM  r 

Ehil 


en  remiilaçant  l’attraction  mutuelle  11  par  - ^ {>’"  !tD),  ce  (pii  leur 

fait  prendre  la  forme 

d^x’  X*’ 

-^=A-(m -A- M)p,  etc.,  etc. 
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qui  sont  iilcnliqiioinenl  les  inèincs  que  celles  que  nous  fwons  olilenties 
(eoiniiicncenient  «lu  120)  pour  le  mouvement  absolu,  si  ce  n’est 
que  M se  trouve  remplacé  par  M -t-  m.  Il  résulte  de  celle  observation, 
1°  que  la  trajeetoire  ap|)arcnte  est  une  courbe  plane  passant  par  b' 
(•entre  mobile.  M et  ayant  pour  é(|ualiun 

Cx’  C’y’  "4-  C”jî  — 0 , 

2"  que  cette  trajectoire  est  une  section  conique  dont  le  loyer  est  placé 
au  point  M;  ô“  que  le  demi  grand  axe  apparent,  rexeentrieité  et  la 
durée  d’une  révolution  npj)arcnte  sont  donnés  par 


k (M  -4-  m) 


C 


CT.- 

'(Mnhwf’’ 


T'*  = 4s* 


t(M-4-ni) 

On  avait  déjà  vu  (N“  110)  que  l’aire  apparente  décrite  par  le  ra3^on 
vecteur  est  proportionnelle  au  temps  employé  à la  décrire.  Les 
lois  du  mouvement  elliptique  uiijiarcnt  sont  donc  les  mêmes  que 
celles  du  mouvement  elliptique  absolu.  La  quatrième  loi  est  la  seule 
qui  ne  se  vérilic  pas  coniplèlcmcnt,  puisque  pour  deux  points  maté- 
riels III  cl  m'  tournant  autour  de  M mobile,  on  a pour  les  durées 
respectives  des  révolutions, 

....  4r*o'.' 


T» 


K (M  -4-  m)  ’ 


T;. 


K(M  -4-»i  ) 


et  par  conséapicnl 


M 


(pii  dilTèrc  essentiellement  de  la  proportion 
T”  : T*  = o”  : a” 

* 4 

trouvée  jdus  baiil  quand  le  eciilrc  attirant  était  fixe. 

Cependant  lorsipic  les  masses  m et  m'  sont  très  petites  relative- 
ment à M , ces  deux  proportions  se  confondent  sensiblement. 

122.  AppliralioH  an  mouveinenl  d'un  jioint  matériel  pesant  dans 
l'air.  Pour  dernière  application,  projiosons-noiis  de  déterminer  la 
trajectoire  d’un  point  matériel  pesant  lancé  dans  l'espaee  avec  une 
vitesse  de  projection  donnée,  en  ayant  égard  à la  résistance  que  l’air 
oppose  à son  mouvement.  On  a vu  (N"  119)  que  si  l’on  ne  lient 
pas  compte  de  cette  résistance,  la  trajectoire  est  rcnfernnic  dans 
un  plan  vertical.  La  résistance  de  l'air,  qui  est  conslammenl  dirig(‘e 
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en  siMis  inverse  «lu  inouvcnicnl  du  point,  et  qui  est  par  ennséqiicnt 
eontenne  entièrement  dans  ee  plan  verlieal , ne  saurait  donc  en  faire 
sortir  le  point  mobile  qui  déeriru  eiieore  une  trajeeloire  |•cnfcrnlée 
dans  un  plan  vertical  passant  par  la  direction  de  la  vitesse  de  pro- 
jection. Prenons  la  verticale  dn  point  de  départ  pour  axe  des  Y et  pour 
axe  des  , la  projection  de  la  direction  de  la  vitesse  initiale  sur  un 
plan  liorizonlal  (lig.  !(0).  Kn  représentant  jiar  met  II  la  masse  du  point 
matériel  et  la  résistance  de  l’air  et  par  a l'angle  que  forme  avec  l'axe 
des  une  tangente  quelconque  à la  courbe  on  la  direction  de  U,  les 
deux  équations  dn  inoiivemenl  sont 

f/*x  , (/’i/  „ . 

m . - = — Il  cos  or  m - - = — mq  — R sin  ot 
df’  ’ dt*  ■' 


et  en  reniaripiant  que 

dx  du 

cosot  = -7-,  Sina  = -5Îi 
ds  ds 

elles  deviennent 


d*x  R dx  d*y  R dtj 

dl’  m ds'  df'  ^ m ds 


Il  a été  reconnu  par  expérience  que,  pour  un  même  corps,  la  résistance 
de  l'air  est  pi'iqiorlionnelle  an  carré  tle  la  vitesse  et  à la  densité  de  l’air, 
dn  moins  loi-sque  1a  vitesse  est  considérable  eomnie  celle  d’un  bou- 
let lancé  par  une  boucbci'i  feu;  si  donc  on  suppose  la  densité  constante 

dans  loirte  rélenduc  de  1a  trajectoire , le  coellicient  ~ pourni  être  re- 
présenté par  ui’‘,  ft  étant  un  facteur  constant  pour  un  inêinc  corps,  mais 
dé|ieiidanttlcsa  forme  et  de  la  densité  de  l’air;  lesci]uations  du  mouvement 

1 ■ . . ds 

ticvicnncnt  donc  , en  observant  que  la  vitesse  e est  cxprinicc  par  yj  > 

d*x  ds  dx  d'y  ds  dy 

di^  = "'‘dtd?’  di'^-^-^JiTt 

Telles  sont  les  équations  simultanées  qu’il  s’agit  d'intégrer.  La  pre- 
mière mise  sons  la  forme 

d'x 

dt 

— — =t  U fis 

dx 

17 
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iloiinL'  iiiiim'diaU'nicnt , en  rin(égr<iii(, 

log = — fis  ■+■  log  C,  i/x  = Ce~^iU (2) 


■iOi. 


Lu  consluntc  arbitraire  C sc  (Iclerniinc  en  remurqunnt  qu’à  l’origine 
dx 

— est  lu  composnnie  suivant  l’axe  des  X de  la  vitesse  de  projection, 
e’est-ù-dire,  hcosu;  on  a donc,  en  faisant  s nul, 

C,  = k cos  a. 


La  seconde  équation  dilTércntielIc  n’csl  pas  intégrable  immédiatement; 
mais  si  l’on  introduit  une  nouvelle  variable  p,  représentant  la  déri- 


vée ou  la  tangente  trigonométrique  de  l’inclinaison  de  la  touchante 

à la  trajectoire  sur  l’axe  des  X,  inclinaison  qui  varie  avec  le  temps, 
on  trouve 


di/  = jidx  ou 


'li 

dt 


dx 


d’on  l’on  tire  en  dérivant  par  rapport  an  temps, 

f’i/  d'x  dp  dx 
-4  = » -r-  -i- 


(/t* 


(//*  dt  dt  ’ 


. , (L'y  (/*x , , ■ 

en  substituant  a l‘^ur  valeur  ^1),  il  vient 

dp  dx 

dt  lit  !/""W 


et  après  avoir  éliminé  dt  entre  (2)  et  (3), 


'Il 

dx 


■ (^) 


On  a aussi 


d.s  = (/x  -I-  /)*, 

le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  plus,  parce  (|iie  s et  x 
croissent  ensemble;  si  donc  on  élimine  </x  entre  ees  deux  dernières, 
il  vient  • 

-4-  y*  dp  = — ^ e^^ds , 

27 
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dans  laquelle  les  varialiles  ;i  et  x sont  séparées.  I.'iiitégratioii  donne 

,3  P |/i  ^ l".^  (p  -*■  p1  = C’  — ^ e^" (:>) 

C'  se  détenninc  par  la  condition  qu’a  l’origine,  ,s  est  nul  et  ;i  ou 
</(/  , 

j^egal  a laiig  a,  ce  i|ui  donne 

C'  = ;i|angof/i  -i-tang’n  + 7,  log  (tang  « -i- |/l  langui)  h- 


Kii  éliiiiiiiant  s entre  les  équations  (l)  et  (5),  on  trouve 

dp 


ft-dx  : 


On  trouve  aussi,  en  rcniarquaiil  que  dx  est  égal  à — > 


fx(/y  = 


f)  ]/^i  -H  -h  log  (p  -+-  (/l  -1-  p-  ) — 2C' 
l que 

pdp 


.(0) 


p ^1  -r-  y;*  s-  log  {p  ■+■  j/lT -+-  p*)  — 
et  enfin , eu  reiiiplaeant  dx  par  sa  valeur  (C)  dans  réquation 


(7) 


il  vient 
p/afl  dl  : 


dp  dx 

7i 


-^dp 


[2f/  — />  |/  I (-  p*  — log  (/)  -+-  p/ï  -H  y;")]* 


•(») 


Ou  prend  iei  le  signe  miiiiiit  du  radical  pour  ijue  le  second  inenilire 
soit  positif  eoiiiine  le  premier,  attendu  ipi’il  résulte  de  l'éipiation  (2) 
que  tlx  est  toujours  positif,  cl  de  l'équation  (â)  rpie  si  dx  est  positif, 
dp  est  toujours  négatif. 

Ces  trois  dernières  équations  différentielles,  lorsque  les  (piadralures 
seroiil  (‘ffeiiuées , feront  eonuaitre  x,  y et  I en  fonction  de  p,  et  des 
éliiiiinalions  sueeessives  eoiidniroiit  à des  relations  entre  *,  I et  y,  l 
qui  serviront  à fixer  à rliaque  instant  la  position  du  point  matériel. 
|Tiie  élimination  de  p entre  les  valeurs  de  x et  de  y donnera  aussi 
réquation  de  la  eourlie.  Ces  différentielles  ne  simt  pas  inlégraliles 
eomplètemeni  par  les  moyens  connus;  ou  ne  peut  trouver  leurs 
intégrales  que  par  les  mélliodes  d’ap)>roximalion ; mais  sans  effectuer 
ees  Jnlégratioiis , on  peut  ri-roiiiiaitre  plusieurs  pro|iriélcs  de  la  trajee- 
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U)ire.  nciiiarc|uuiis  d’abord  que , comim;  dp  rst  toiijour.s  négatif',  ainsi 

(lli 

(|n’ün  vient  de  le  voir,  p ou  prend  des  valeurs  toujours  déerois- 

santes,  devient  nul  (piand  le  point  matériel  passe  par  le  point  euluii- 
nant  C de  la  irajeetoire  et  au-delù  de  ce  point  prend  des  valeurs 
négatives  (|iii  déeroissent  d'aulniit  plus  rapidement  que  l’on  s’éloigne 

davantage  de  l’origine,  [luisquc  dans  l’équation  (4),  augmente 
avec  s;  d’où  il  suit  que  l’angle  formé  par  la  tuuelianle  à la  trajectoire 

avec  l’axe  des  X converge  sans  cesse  vers  la  valeur  limite  — ^ et  que 

par  eonséqnent  ectte  toueliante  tend  sans  cesse  à devenir  verticale  à me- 
sure (|uc  le  point  s'éloigne  de  l’origine.  Si  donc  on  consitlère  une  por- 
tion I)  de  la  trajectoire  fort  éloignée  du  point  C et  si  on  rem])lace  p par 

— /»',  P 1>^  dev  iendra  — |/ 1 -+-//’  qui  convergera  vers 

— p’*,  log  (/J  -a-  |/l  H-  dev  iendra  log  ( — //  -t-  (/ 1 //“)  qu’on 

peut  mettre  sons  la  forme  log -en  multipliant  et  divi- 

//  -V-  j/  1 -V-  p‘ 

saut  par  f/ 1 //*  -a-  ]>  et  ((ui  converge  vers  log  , ou  — log  -2p' -, 

les  équations  (C)  et  (7)  tendent  donc  à se  réduire  à 

— dp  P dp' 


— — log  ’Up'  — ÜC' 


ou  plutôt  à 


dp'  — dp’ 

udx  = --  » ud»  = — - . 

P •'  P 


.(!)) 


parce  (pic  et  log  Ûp’  sont  négligeables  devant  p'*. 

On  tire  de  là,  en  intégrant, 

pjc  = — ^-a-I),  = — log  D'//. 

Ces  équations  apprennent  que  ipiand  //  converge  vers  l’inlini  positif, 
rordonnéc  y converge  vers  l’inlini  négatif,  tandis  ijuc  l’abscisse  x 

1) 

aiqirocbc  indeliniment  d’une  certaine  constante  — qu  elle  ne  iiourra 
* * “ 

jamais  atteindre.  I.a  trajectoire  se  rapproche  donc  indéliniment  de  la 
verticale  PQ  menée  à une  distance  finie  AP  = — de  l’origine,  et  ipii 
forme  par  conséquent  une  asymptote  à la  trajectoire. 


Digitized  by  Google 


UIAI'ITKE  XIII. 


Si  l’on  divise  les  équations  (fi)  et  (7)  lueinbre  à membre  par  (K),  on 
trouve 

y/j  [2C'  - P ^/i  ^ - log  {p  H-  i/r^T)  r • 

^ — / V * -+-  — '«B  (/' + / 1 -*-p')  r * 

d’un  l’on  déduit  lu  vitesse  v du  point  matériel, 

V = (/I  [2C'  — ^/l  H-  — log  (;>-♦-  j/l  -4-  ;)*)]  ’ 

attendu  que  l’on  a 

'Vêr^cf- 

En  supposant,  eoinmc  plus  haut,  que  p soit  une  quantité  négative 
très  grande  — p',  eette  valeur  de  v convergera  indétiuimenl  vers  la 


suivante  : 


c’est-à-dire  que  la  vitesse,  à une  grande  distance  de  l’origine  sur  la 
brandie  asymptotique,  approche  de  jdus  en  plus  de  riinirurniité.  Ce 
résultat  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  (N°  110)  pour  le  mouveinent 
vertical  d’un  point  matériel,  en  tenant  compte  de  la  résistance  de  l’air. 
Si  dans  (6)  et  (7)  on  remplace  C'  par  sa  valeur  mise  sous  la  forme 

et  qu’après  avoir  fait  les  réductions,  ou  rende  p égal  à zéro , ce  ipii 
revient  à supprimer  la  résistance  de  l’air,  ces  équations  dcvieniient  : 

C*  C* 

dx— dp , (/y  = pdp , 

et  en  éliminant  p entre  les  deux  intégrales,  un  retrouve  l'équation 
parabolique  du  N“  1111, 

>/  = J-langa  — 
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Quand  le  pniiil  nialérivi  csl  lancé  suus  un  angle  fort  pclilct  (pie  l'un 
ne  considère  <pic  la  partie  ACll  de  la  trajectoire  placée  au-dessus  de 
l’axe  des  X , il  est  visible  que  ec  point  ne  s’écarte  que  très  peu  de 

du 

la  ligne  horizoïitale;  la  dérivée  p ou  ^ qui  représente  la  tangente 

Irigonoinétrique  de  l’angle  que  forme  avec  riiorizon  une  toiirliante  h 
la  courbe,  reste  donc  elle-inénie  très  petite  dans  toute  celte  partie 
de  la  trajectoire  et  les  équations  (fi) , (7)  et  (8)  se  réduisent  aux 
suivantes,  en  se  bornant  au  premier  terme  du  déivelojipement  de 
log  (/>  -t-  j/l  /)*  ) OU  log  (I  + p),  c’esl-!»-dirc  />, 

. , pilp  / — , — dp 

qui  ont  pour  intégrales  : 

i I I 

D = 2 — P) . .“ÿ  = 2 2 ' ~ ’ 

j/ 2^3  1 -H  D"  = 2 j/C'  — p. 

Les  constantes  arbitraires  se  déterminent  par  la  condition  ipi’à  l’ori- 
gine les  variables  x,  y et  t sont  nulles  et  que  p devient  taiig  u; 
quant  à C'  qui  a été  déterminé  précédemment,  sa  valeur  se  réduit, 
pour  un  angle  de  projection  n très  petit,  a la  suivante  : 

C'==tang(i 

En  éliminant  p entre  les  deux  premières  intégrales,  on  trouve  pour 
éi|uation  de  la  trajectoire , 

y = ^U.ng  a («  — 0, 

ou  plutôt,  en  observant  que  C—k  cos  a se  réduit  à k pour  un  angle  a 
très  petit, 

.V  = ('^•>■>8  « ^ Æ 

On  connnitra  à chaque  instant  la  position  du  point  matériel  dans  la 
tnijectoire,  en  éliminant/;  entre  la  première  et  la  troisième  intégrale 
ci-dessus.  On  trouve  ainsi 

1 1 

1= (.(  x = - logjtfit  -+-  1). 

(Xfc  |i 
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-Mouvorai'iit  d’un  point  inatrricl  assujetti  à rester  sur  une  courbe  donnée.  — 
l'ropriétés  de  ce  innnveinent.  Eipiatiun  des  forces  vives.  Principe  de  i.i  ronser- 
vntioii  de  lu  force  vive.  Force  d’inertie  longenliclle.  — Pression  contre  lu  courbe. 
Force  centrifuge.  Force  cciitripcte.  Cause  de  l’inégalité  de  la  pesanteur.  — 
Monreiuent  d'un  point  matériel  sur  une  surface  donnée.  — Pression  sur  la 
surface.  — Mouvement  d’un  point  matériel  pesant  sur  une  courbe.  — Mouve- 
ment en  ayant  égard  à la  résistance  de  Fuir  et  au  frottciiient.  — Mouvcineiit 
il’iin  p<iint  dans  un  cercle  vertical.  Pendule  simple.  Isoclirunisine  des  oscilla- 
tions. — Oscillations  du  pendule  dans  l’air.  .Mesure  de  lu  gravité  an  nioycii  du 
penilnic.  — Mouvement  sur  la  c)cloïile.  — La  cycloïde  est  la  seule  ronrbe 
taulnclirone.  — .Mouvement  d’un  point  matériel  pc.saiit  sur  une  surface.  — Pen- 
dule à oscillations  coniipics.  — Mouvement  relatif  sur  une  courbe  en  mouvement. 

125.  Mouvement  d'un  point  mulêricl  sur  une  courbe  ou  sur  une 
surface  données.  — [.nrsinriiii  poiiil  niatûripl  m sutiinis  à rnclion  tic 
fcrlaiitfs  forces,  est  asstijclli  n tlcnietircr  sur  tinc  surface  ou  sur  imc 
cotirhe  (loniiccs,  il' exerce  .à  chaciuc  iiisUinl  tmc  ecriaiiic  pre.ssion 
iiornialc  cniilrc  la  surface  ou  la  courbe  cl  celles-ci  up|)osent  à 
leur  tour  au  point  luatéricl  une  cerlaiiie  ré-sislaiicc , qui  u’est  mitre 
cliose  que  la  réaction  de  la  pression  et  lui  est  par  eonsétpieni  égale 
et  (lircctcnient  opposée.  En  rcprésenlant  celle  résisUtnee  inconnue 
|iar  ]\  dirigée  noriualcincnl  a la  surfais  ou  à la  courbe  , le  point  maté- 
riel se  inctlra  en  niotivcinciil  de  la  inénie  manière  que  s’il  était  libre 
cl  qu'une  force  IV  fût  joinic  ati.x  forces  X,  Y et  Z.  Si  I,  in  et  n sont  le.s 
angles  (|iic  forme  N atee  les  axes,  les  composantes  totales  des  forées 
suivant  ces  axes  seront 

X X eus  1 1 Y -t-  .X  cos  lit . Z X cos  u , 
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Cl  «Il  mira  |i«iir  les  ciiualions  du  moiivoiiicnl  du  |)«iiil  inalcricl  cou- 
sidère  fominc  libre. 


d'y 


- = X N eus  l , ni -j^  = Y N 


m y-y  = Z -t-  X eus  « (1) 


Considérons  en  [ircinicr  lieu  le  inouveiiient  sur  une  courbe  donnée. 
Il  rmidr.i,  aux  trois  équations  |trcecdcnlcs,  joindre  les  deux  équations 
de  la  courbe  dans  l'csimee,  ainsi  que  les  deux  relations  suivantes  : 

« . I . , . / 

— cos  ( -i-—'-  cos  m + - , cüs  w = 0,  eos  l H- 005*111  -t-  cos’n  = I ....(2) 
ds  rf.s 


(lui  cx|iriiiienl  que  la  force  X est  nornialc  a la  courbe  et  iiiie  les 
angles  /,  m cl  11  appartieniienl  à la  même  droite.  Ces  sept  équations 
simultanées,  convenablement  eonibinées  et  intégrées,  .serviront  à 
déterminer  les  valeurs  des  sept  (|iiantilés  x,  »/,  z,  t,  m,  11  et  X en 
foiietioii  de  /,  c’est-à-dire,  qu’elles  feront  coniiailre  à eliaipic  instant 
la  position  du  point  matériel,  la  direction  de  la  pression  qu’il  e.xerce 
sur  la  courbe  et  la  valeur  de  celte  ]iression. 

124.  PrüpritdvH  de  ce  miiurement.  Kqualkin  de  lu  furce  vive.  Prin- 
cipe de  ta  conservation  de  lu  force  vive.  — Ces  calculs  ne  peuvent 
être  elfeclués  ipic  dans  elimpie  cas  pris  en  particulier,  c’est-à-dire, 
ipiand  la  forme  de  la  courbe  cl  la  valeur  des  forces  motrices  sont 
connues;  cependant  Ionien  laissant  à ces  équations  leur  généralité, 
ou  en  déduit  certaines  propriétés  communes  à tous  les  inouveineiits 
sur  une  courbe. 

Multiplions  rcspeetivcnirnt  les  équations  (I)  par  dx,  dy  cl  dz  et 
ajoutons-les  ensuite  meinbre  à inenibre;  il  vient 

/dxd'x  du  d'y  dz  d'z\ 

W ~*''di  ~dr'^7ri~di) 

— - Xdx  \dij  H-  y.dz  X (dx  eos  l -4-  ilij  cos  m -o  dz  cos  ;i). 

Si  l'on  observe  ipie  île  la  formule 

ds'  = dx'  -t-  dy'  ■*-  dz' 

011  déduit 

dsd's  — dxd'x  -t-  difd'y  + dzd'z, 
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(!l  (jtroii  ail  égard  à la  prcmièr»'  des  éi|uatioiis  (2),  ré<|iinliim  précé- 
deiilc  se  réduit  îi 


= \dij  Z(/i , 


cl  l’on  Iroiixccn  intégrant, 

un  ))ir’  = 2 /■  (.\</x  Yf/y  -i-  7,(1:)  C , 


et  en  prenant  l'intégrale  depuis  le  point  on  la  vitesse  était  r„  jnsiprà 
l•ellli  où  la  vitesse  est  r,  il  vient 

mt!*  — mr„*  = 2 f\dx  -+■  Ydij  -+-  7,dz)....(^) 


\dr  \dy  7.dz  représente  ici,  eoniinc  au  N"  114,  la  ipiantité 
d’aetion  élémentaire  de  la  force  inotiice  et  l'équation  précédente 
appelée  équation  de  la  force  vive,  exprime  que  raeeroisseinent  de 
force  vive  entre  deux  positions  est  égal  au  double  de  la  quantité 
d’aetion  de  la  force  motrice  entre  ces  deux  positions. 

Kllc  fait  aussi  connaître  la  vitesse  en  un  point  queleoni|uc  de  la 
courbe,  pourvu  que  \dx  -t-  Ydy  ■+■  7.dz  soit  une  dilfércntielle  exacte, 
circonstance  qui  se  présente  toujours  si  les  forces  motrices  sont  des  fonc- 
tions d’une  ou  plusieurs  des  variables  a:, y,  z ou  si  elles  sont  constantes; 
car  nu  moyen  des  deux  étjiiations  de  la  courbe,  on  pourra  éliminer  x,  y, 
dx,  dy,  et  la  dilférenliellc  qui  restera  à intégrer  sera  de  la  forme 
yîf/j.  Cette  équation  pourra  alors  servir  à fixer  à chaque  instant  la 
position  du  point  matériel , car  on  en  tirera  la  valeur  ilc  t)  eu  fonction 

• 1 1 
de  s,  cl  comme  v = — t il  viendra 


ds 

Jt 


!fZ , d’où  dl 


V- 


or,  on  sait  i|ue 


dx 


SI  donc  on  tire  des  deux  équations  de  la  courbe  les  valeurs  de-^et  de 

dy 


dz 


en  fonction  de  r,  la  valeur  de  ds  prendra  la  forme 


ds  = i 'fzdz , 
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la  (liirémilii-llc  (nrccdciitt'  tloviendra 

= .(4) 

■IfZ 

cl  une  i|iiadraliirc  fera  eoiuiaîlre  la  relation  entre  le  temps  l cl  l’or- 
dumiée  z du  |)oiiil  de  la  coiirhc.  Cuiunie  dl  est  toujours  positif,  il 
faudra  prendre  celui  des  deux  signes,  qui  rend  le  second  nieiuluT 
positif. 

Lorsque  les  valeurs  de  X,  Y,  Z sont  telles  que  \dx-h  \dy  -i-7.dz  est 
une  dilféreutiellc  exacte  d’une  fonction  de  trois  variables  x,  i/,  r, 
considérées  eoiuiue  indépendantes,  ce  qui  suppose,  comme  on  l’a  vu 
dans  le  calcul  intégral  (X“  250),  que  l’on  a 

d\_d\  dJi_dZ  (l\  dZ 

dif  dx’  dz  rfx’  dz  dl/’ 

l’équation  (5)  prend  la  forme 

»»ie*  — mr.*  = 2^  (x,  i/,  z)  — 2y  («,  l>,  c)....(.5) 

y (x,  IJ,  z)  <lésiguanl  rintcgrale  de  Xdx  -4-  \'dy  -t-  Zilz  cl  a,  h,  c,  les 
valeurs  de  x,  ij,  z correspondant  au  point  où  la  vitesse  est  u,.  On  voit 
que  dans  ce  cas,  la  valeur  de  la  vitesse  s’obtient  sans  faire  usage 
des  équations  de  la  courbe  et  qu’elle  est  donnée  en  fonction  de  x,  ij,  z 
et  de  a,  b,  c,  e’est-à-dire,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  de 
dé|)arl  cl  du  point  d’arrivée  sans  tenir  compte  de  la  courbe  ilécritc. 
La  vitesse  redeviendra  donc  la  même  toutes  les  fois  ipie  le  point 
matériel  retiendra  nu  même  endroit,  quelle  que  soit  1a  courbe  qu’on 
lui  fasse  décrire.  C’est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  lu  conser- 
ruliim  de  la  force  vive.  Mais  si  pour  intégrer  Xdx  ■+■  \dy  -t-  VjIz,  on 
fait  usage  des  équations  de  la  courbe,  c'csl-iwlire  si  elle  n'esl  dilfé- 
renticllc  exacte  qu’en  considérant  x et  ÿ comme  fonctions  de  z,  la 
vitesse  ne  reprendra  plus  en  général  la  même  valeur  quand  le  point 
matériel  repassera  nu  même  endroit,  quoique  l’on  ait  encore 

wr’  — mt>„*  ==  2 y ycrfî  =•  \z , 

e’esl-à-dirc , quoique  v soit  encore  donné  en  fonction  de  en  effet, 
comme  on  peut  exprimer  en  fonction  de  z un  arc  .s  de  la  courbe  que 
le  |mint  est  assujetti  à décrire,  on  pourra  poser 

z = fs,  yï  = y(/s)  = F.S,  dz  = f'sds 
et  par  conséquent 

mr*  — ouv*  .=  'i  fVef'edn  = 0*;...((i) 

2» 
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II)  vilcssc  pourra  donc  s’exprimer  en  Ibnetion  0 de  Tare  parcouru,  et 
eoininc  celui-ci  est  toujours  croissant , on  voit  que  v en  général  chan- 
gera eoustninnicnt  de  valeur.  Cependant  dans  ce  cas  coinnic  dans  le 
précédent,  si  le  point  glisse  dans  les  deux  sens  entre  deux  points 
donnés  s'  et  s"  d’une  même  courlic  avec  la  même  vitesse  initiale  v„  et 
les  mêmes  forces,  la  durée  du  passage  exprimée  par  l’intégrale 
ilélinie  de 


tirée  de  l’équation  ((>)  et  prise  entre  les  limites  s'  et  s"  ou  s"  et  s',  sera 
la  meme  dans  les  deux  sens. 

Quand  les  forces  X,  Y,  Z sont  milles,  il  vient 


mr^  = mv„-,  ou  i?  = 


qui  apprend  que,  lorsqu’un  point  matériel  se  meut  sur  une  eourlte, 
en  vertu  d’une  vitesse  initiale  et  sans  force  motrice,  la  vitesse  reste 
constante. 

Si  X(/x  -t-  Ydy  Zflz  n’était  pas  une  dilTérenticlIe  exacte,  c’est-à- 
dire,  si  X,  Y,  Z étaient  fonctions  de  varialdes  autres  que  x,  y,  z,  l’équa- 
tion de  la  force  vive  (3)  ne  pourrait  plus  scrv  ir  à déterminer  la  vitesse 
ou  du  moins,  devrait  être  mise  sous  une  autre  forme. 

En  désignant  par  ils  rélément  de  la  courbe  paicouru  pciidunl 
l’instant  dt,  l’équation  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme 


ds 


mais  X-r  Y 
ds 


.dz 


Z -J-  est  la  somme  T des  composantes  de  X,  Y,  Z 


dx 


dans  le  sens  de  la  tangente  ou  la  force  tangcntiellc,  puisque--^ sont 


les  cosinus  des  angles  formés  par  la  tangente  avec  les  axes;  réqualion 
devient  donc 


me* — «ir„*  = 2 /'Ti/s, 

dans  la(|uelle  il  est  visible  que  Tds  est  la  quantité  d’action  élémentaire 
développée  par  T jiendant  rinstant  dt.  En  désignant  ]iar  R la  résul- 
tante de  ,\,  Y,  Z,  on  peut  aussi,  d’après  ce  ipi’on  a vu  au  N"  Hi, 
mettre  l’équation  (3)  sous  In  forme 

wir*  — Mir„*  = 2 y lidr 
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Ut  011  un  lire,  comme  mi  1 1 i,  la  consi'iniciice  ([uc  le  lU'iiieiiic  de  la 
coiiservalioit  des  forces  vives  sc  vérifie  toutes  les  fois  ijue  la  foree 
motrice  K émane  d’un  point  live  et  est  fonction  de  la  distance  r ii  ce 
(xiint. 

1^5.  Force  d'inertie  tunaeiilielle.  — On  sait  que  — m — > — in  -r^  > 

' dl-  dr- 
d‘z 

— représentent  les  forces  d’inertie  de  la  masse  m dans  le  sens 

des  trois  axes.  Si  on  prend  les  composantes  de  ces  trois  forces 

suivant  la  tangente,  ce  qui  se  fuit  en  les  multipliant  respeclive- 

dx  du  dz  , I ■ ... 

ment  par  ^ et  et  qu  on  les  ajoute,  il  vient  pour  la  force 

d'inertie  taiigeiitielle , 

dxd-x  -A-  dijd^y  dzd^z 


qui  SC  réduit  à — m -z-r'  *>  cause  de  la  dilléreuliclle  de 
dt* 

ds^  = dx*  dy*  -A-  </:*. 

Cette  expression  de  la  force  d’inertie  taiigeiitielle  est  la  même  (pie 
celle  qui  a été  trouvée  (.V"  1 18)  pour  le  cas  du  mouvement  libre.  Comme 
la  force  d’inertie  cstiiiuie  dans  une  direction  quelconque  est  toujours 
('■gale  cl  opiioséc  à la  force  motrice  estimée  dans  la  meme  direction,  il 
faut  ipic  la  somme  des  coin  posa  nies  de  X,  Y,  / suiwiiit  la  tangente 

soit  égale  à C'est  en  effet  ce  (pic  l’on  trouve  en  différeiitiaiil 

les  deux  membres  de  (3);  car  il  vient 

mvdv  ==  X(/x  -H  Ydy  -i-  Zdz , 

. . '/s 

et  en  remanpiaiit  que  ü est  égal  a -j-  » 


d^s  dx  dy  dz 

in  -r-  = X -Z 1-  V —f  -t-  Z y) 

dl-  ds  ds  ds 


dans  laipiclle  le  second  membre  est  la  force  niotrice  taiigeiitielle  T 
(X“  124).  Üii  conclut  de  celte  équation  ipic  le  point  matériel  se  meut 
le  long  de  la  courbe  de  In  même  manière  qu’il  sc  moinrnit  le  long 
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tl’linc  droite  dans  le  sens  de  ltK|aeIlc  agirait  une  l'orcc  égale  à la 
force  tangcnliellc. 

12(>.  Pression  contre  ta  courbe.  Force  centrifuge.  Force  centripète. 
Cause  de  l’inégalité  de  la  pesanteur.  — Pour  déterminer  la  pression 
du  point  materiel  contre  la  conrhe,  au  lieu  de  résoudre  immédiatc- 
incnt  les  équations  (I)  et  d’en  tirer  les  valeurs  de  IN,  /,  ni,  n,  nous 
ferons  d’abord  subir  à la  force  motrice  une  transformation  qui  conduira 
à une  expression  plus  siinjile  de  N et  servira  en  niénic  temps  à démon- 
trer nue  propriété  im|»ortante  de  cette  réaction.  La  force  motrice  dont 
X,  Y,  Z sont  les  trois  composantes,  peut  être  remplacée  par  deux  forces 
T et  P,  l'iinc  dirigée  à ebaque  instant  suivant  la  tangente,  et  l’autre 
suivant  une  normale  à la  tangente,  la  première,  comme  on  l’a  déjà 
vu  , est  donnée  par 

quant  à la  seconde,  on  l’obtiendra  en  remanpiantquc  les  composantes 
de  T et  de  P suivant  les  axes  doivent  reproduire  les  forces  X,  V’,  Z, 
c’est-à-dire,  que  l’on  a,  «,  b,  c étant  les  angles  que  forme  P avec 
les  axes, 

T P cos  a = .X , T ^ -♦-  P cûs  6 = Y,  T — -h  P cos  c = Z, 
ds  ds  ds 

cos’  O -+■  cos*  b -4-  cos*  c = 1 , 

qui  feront  connaître  P,  a,  b,  c.  Concevons  donc  le  point  matériel  mû 
par  les  forces  T et  P ; les  équations  du  mouvement  deviendront 

d*x  ,„dx  „ ,,  , d*i/ 

ni . - - ==  r -r  -t-  P cos  « -»-  N cos  l,  m = F -p.  -♦-  P cos  o -e  .X  cos  ni, 
dP  ds  dp  ds 

iPz  dz 

ni  -rz  = T -4-  P cos  c -4-  N cos  n , 
dP  ds 

d’où  l’on  lire  les  composantes  de  la  réaction  N suivant  les  axes  : 

N cos  l = ni  T , P cos  a , N cos  ni  = etc. 

dp  ds  ’ 

et  en  remarquant  ipic  la  force  tangcntiellc  T est  égale  à sa  réaction 
iPs 

ni  -f-T . et  que 
dP 

dx  dsiPx  — dxd-s 
lis  d.s* 
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elles  deviennent,  en  remplaçant  l’aetion  .N  de  la  eoiirhc  contre  le 
point  matériel , par  la  pression  égale  et  opposée  N'  du  point  matériel 
contre  la  courbe,  et  t,  m,  ii  par  leurs  suppléments  l',  m',  lesquels 
ont  des  signes  différents  des  premiers, 


N'  cos  l'  = 
N' cos  m'= 
N’  cos  «'  = 


il»  ,/dx\ 

-4'‘CÈ) 


I’  cos  a , 


P cos  0 , 


P cos  c. 


Il  résulte  de  ces  valeurs  que  les  trois  composantes  de  N'  suivant  les 
axes  SC  composent  des  trois  forces 


augiucntées  respectivement  de 

P cos  a , P cos  h,  P cos  c (8) 

c’cst-inlire , que  N'  est  la  résultante  des  deux  forces  dont  (7)  et  (8) 
sont  les  composantes.  Or  ces  dernières  (8)  représentent  la  coiiipo- 
sanlc  normale  P de  1a  force  motrice;  quant  aux  trois  autres  (7),  elles 
sont  évidemment  les  composantes  suivant  les  axes  d'une  force  unique 


-îv/['0|'-['a9]'-KÎ)l' 

faisant  avec  ceux-ci  des  angles  ayant  rcspcetiveuient  pour  cosinus  ; 


zM.  ili. 

Si  l’on  rapproche  ees  valeurs  de  celles  qui  ont  été  trouvées  dans  le 
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cours  (l'analyse  pour  le  rayon  tic  courbure  p d’une  courbe  et  sa  direc- 
tion, on  reeonnaittjuc  cette  dernière  force  est  dirigée  à clia({uc  instant 
dans  le  sens  du  prolongement  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  sur 
laquelle  glisse  le  point  materiel  et  ipie  cette  force  est  représentée  par 


Il  résidte  de  là  que  la  pression  totale  N'  qu’éprouve  la  courbe  est  la 
résidtantc  de  la  composante  normale  P de  la  force  motrice  et  d’une 

deuxieme  force  — - dirigée  dans  le  prolongement  du  rayon  de  courbure. 

û 

Cette  seconde  pression  tpii  ne  déitend  (pic  de  In  vitesse  du  point 
matériel  cl  nullement  des  forces  motrices,  se  nomme  force  cciitri- 
fmje  comme  dans  le  mouvement  d’un  point  libre,  cl  la  pression 
totale  qu’éprouve  la  courbe  est  la  résultante  de  la  force  centri- 
fuge du  point  matériel  et  de  la  |)ression  duc  à la  force  motrice. 
La  réaction  de  la  force  centrifuge,  e’cst-ii-dirc,  la  résistance  qu’iq)pose 
la  courbe,  se  nomme  aussi  force  centripète  et  représente  la  pression 
de  la  courbe  contre  le  point  matériel,  duc  a la  vitesse  de  ce  iioinl. 

Lu  valeur  de  la  force  centripète  ou  de  son  égale,  la  force  centrifuge, 
s’obtient  sans  ealeul  en  reman|uanl  ipic  si  o est  la  vitesse  avec 
laquelle  est  parcouru  rélément  u\>  ou  la  tangente  al  de  la  courbe 
(lig.  !)1)  et  £ l’angle  de  courbure  Ihl’ , lorsipte  le  point  matériel 
arrivé  au  point  b,  passera  de  l’élément  ah  sur  l’élément  Le,  cette 
vitesse  se  décomposera  en  deux,  la  première  dirigée  suivant  6c  et 
égale  à reosf,  qui  n’est  autre  (pie  la  vitesse  lunijeiilielte , et  la 
seconde  iierpendieulaire  à 6c  et  égale  à t?sin£,  renfermée  dans  le 
|ilan  de  ah  et  de  lie  ou  dans  le  |>lan  usculatcur  et  par  conséquent 
dirigée  en  sens  inverse  du  rayon  de  courbure.  Celte  seconde  vitesse 
est  détruite  a ebaipie  passage  d’un  élément  de  la  courbe  sur  l’élément 
suivant,  e’esl-à-dire,  pendant  le  temps  dt,  et  comme  toute  vitesse 
est  engendrée  ou  détruite  par  une  force,  on  voit  ipie  le  passage  d’un 
élément  sur  un  autre  donne  naissance  à une  force  dite  eenlripèle, 
dirig(‘e  vers  le  centre  de  courbure  et  qui  a pour  mesure  le  produit 
de  la  masse  par  la  vitesse  engendrée  ou  détruite  pendant  ruiiilé  de 

. . ..  Miesins  iiivs  . 

temps,  eest-a-dire,  [lar  j-^ — — "/j"  ’ courbure 
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PsI  i‘C|ir('scnlc  par  ; l'exprossion  <lc  la  r<)iT(>  rciilri|ii'l»‘  ri  par 

(■niisr(|iicnt  cellr  oc  la  force  eoiitnruRr  oevicnl  donc-  • — i on  

P r/(  .P 

(Jiianl  à la  ]irrniicrc  composante  do  la  Ailesse,  ou  roosf,  coninie 
l’angle  s est  inriniment  polit,  cosfcsiôgal  ii  l’unilc  et  la  vilcssi?  se 
rddiiit  à v,  ce  qui  prou\e  que  la  vitesse  du  point  inalériol  dans  le  sciis 
de  lu  courlio  ne  ehange  pas  de  \aleur  au  passage  d’un  élo'inenl  à un 
autre,  c’est -tà-dire,  i]ue  la  >itessc  reste  conslaiilo,  on  supposant  liicn 
entendu,  qu’aucune  luroc  inolrico  n’agisse  sur  le  point  matériel  et  qu'il 
ne  SC  meut  qu'on  vertu  de  la  vitesse  acquise.  C’est  ce  que  nous  avions 
iléj:'i  démotitré  au  N“  1^4. 

Il  résulte  de  lu  valeur  de  la  force  centrifuge  cpi’oii  vient  de  trouver, 
que  si  un  point  matériel  de  masse  iii  décrit  d’un  mouveiueut  uniforme 
un  oor»'lc  de  rayon  r,  et  achève  sa  révolution  dans  un  temps  /,  la 
force  centrifuge  sera  représentée  par 


U.  (tay 


c’est-à-dire,  qu’elle  est  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  décrit  et 
inverfement  proportionnelle  nu  carré  ilu  temps  de  la  révedulion.  Cette 
expression  fait  eonnnitre  en  kiiogranimes  la  tension  (pi’éprouve  un 
lil  portant  à l’une  de  ses  extrémités  une  masse  m (pie  l'on  fait  tourner 
dans  un  cercle,  taudis  (jue  l’autre  extrémité  du  lil  est  lixe;  il  suflit 
de  remplneer  r par  la  longueur  du  fil  et  I par  la  durée  d’une  révolu- 
tion exprimi'o  en  secondes;  quant  à la  masse,  on  la  reiu|)larera  par 
le  nonilire  de  kilogrammes  qu’elle  pèse,  divisé  par  g.  On  fait  abstrac- 
tion ici  de  la  jiartie  de  la  tension  du  lil  duc  à l’action  de  la  pesanteur 
de  ni. 

Le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe  engendre 
dans  un  corps  placé  à la  surface  de  la  terre,  une  force  centrifuge  ipii 
modilie  sensildement  l’intensité  de  la  ])esanteur  cl  fait  que  celle-ci 
n’est  pas  la  même  dans  tous  les  points  de  la  surface;  en  clTet  si  r est  le 
rayon  de  la  terre  supposée  sphérique,  PP'  étant  la  ligne  des  pôles 
(lig.  !)2),  un  ludnt  matériel  placé  en  \ décrira  pendant  le  temps  t 
d’une  révolution,  une  circonférence  de  ccitIc  avant  la  iicrpcndicu- 
lairc  AH  sur  PP'  pour  diamètre  et  ce  mouvemeiil  circulaire  donnera 
lieu  à une  force  centrifuge  dirig('-e  dans  le  pndongement  AO  de  AH, 
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(•giilc  à --1  r’  tHaut  le  rayon  AO',  expression  ipii  lievieiil 

r sin  0 , 

— î en  re])résentant  par  0 l’anj^le  AOP,  c’cst-à-ilirc,  la 

ilistanee  angulaire  AP  du  point  \ an  pôle  on  le  conipléincnl  de  In  lati- 
tude; or  le  poids  du  point  nintéricl  A,  e’e.st-à-dirc,  la  force  qui  le  prô- 
eipile  \ers  le  ecntrc  de  la  terre,  est  dirigé  suivant  le  rayon  AO  et 
il  est  visilile  qu’il  est  diininné  de  la  composante  de  la  force  een- 
Irifnge  estimée  suivant  .\l);  si  doue  on  représimtc  par  G ce  que  .serait 
la  graxité  sans  la  rotation  de  la  terre  et  par  j/  ec  que  devient  la  graxilé 
ipiniid  il  y a rotation,  on  aura  (lonr  le  poids  iixj  de  la  masse)»  an 
point  A , 


lllfl  = tllG  — Ar*)»  - 


r sin»  0 


on,  en  divisant  par  ni, 


;/  = G- 


. r sin*  0 


La  gravité  )/  prend  sa  moindre  valeur  lorsque  sin  0 devient  l’unité, 
c’cst-à-<lirc,  sous  l’équateur;  on  trouve  alors  que  la  force  centrifuge 

forme -i-  de  In  gravité  observée.  Si  on  voulait  connaître  la  vitesse  de 

rotation  que  licvruit  avoir  la  terre  pour  ijuc  la  gravité  fut  nulle  sous 
réqnaleur,  il  faudrait  faire  )/  égal  à zéro,  rem|)lacer  sin  0 par  riinilé 
et  tirer  de  l’équnlion  la  valeur  de.  I.  On  trouve  ainsi,  (pic  la  vitesse 
de  rotation  devrait  être  17  fois  plus  rapide. 

Mouvemenl  d'un  point  matériel  sur  une  surface  donnée.  — 
Passons  an  cas  où  le  point  matériel  animé  des  forces  X,  Y,  Z,  est 
assujetti  à demeurer  sur  une  surface  donnée;  aux  trois  éipiations  (1) 
du  mouvement  trouvées  (N"  I2ô)  devront  être  jointes  l’équation  de 
la  surface 

et  les  trois  suivantes,  dans  lesquelles  p et  o représentent  et 

' dx  dij 


eos  l = - 


eus  »i  = — 


± (/r 


7* 


— I 


± (/  i -+-/)•  -I-  (/• 
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(|ui  expriment  rpic  lu  réuetiun  N est  dirigée  suivant  la  nurinnie  à la 
surface,  les  radicaux  étant  jn-is  avec  le  signe  supérieur  ou  avec  le 
signe  inférieur  suivant  que  la  normale  est  prolongée  vers  le  eèté  con- 
cave ou  vers  le  célé  convexe  de  la  surface. 

Ces  sept  équations  serviront , comme  plus  haut,  à déterminer  or,  i/, 
Z,  N,  é,  III,  II,  eu  foucliou  de  l et  par  conséquent,  à trouver  toutes  les 
circonstances  du  mouvement.  La  courbe  que  décrit  le  jioiut  matériel 
sur  la  surface  se  trouve  de  la  manière  suivante  ; en  éliminant  N,  /, 
III  et  II  entre  les  trois  équations  (1)  on  trouve 


m 


/ iPx 

\li* 


= .\  pZ , 


III 


= Y -V-  ifZ, 


et  eu  reui|)laçant  il*z  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  la  surface, 
valeur  qui  peut  être  mise  sous  la  forme  (N"  118  du  traité  d’analyse) 

r/*î  t=  pd*x  -V-  qd*t/  + rdx*  -t-  ’isdxdij  -v-  fdy* , 

il  vient 


r,,  ,,  d*x 

"T’ 


d*ii  , dx  I) 


!ï 

dt 


dl^ 

r 


d*x 

~dt* 


<‘iy- 


2f/.s 


dx  di/ 
dt  dl 


■h  l/Z. 


•Si  l’on  intègre  ecs  deux  équations  différentielles  simultanées  en  x,  y 
et  l après  .avoir  remplacé  X,  Y,  Z,  p,  y par  leurs  valeurs  connues 
en  t,  X,  y,  on  obtiendra  x et  y en  fonction  de  t et  rélimiiiation  de 
cette  dernière  variable  conduira  .à  une  relation  entre  x et  y qui  repré- 
sentera la  projection  de  la  courbe  eliercliée  sur  le  plan  .\Y.  En  élimi- 
nant succcssivcmeut  x et  y entre  cette  équation  et  celle  de  la  surface, 
on  trouvera  les  projections  de  la  courbe  sur  les  deux  autres  plans 
coordonnés. 

Il  est  visible  que  les  eireonstauces  du  mouvement  du  point  matériel 
resteraient  les  mêmes  si  on  l’assujettissait  .’i  ilcmeurer  sur  la  courbe 
qu’on  vient  de  déterminer,  au  lieu  de  le  faire  glisser  sur  la  surface; 

2!» 
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cil  dcsi^mint  donc  par  v la  vitesse  à une  époque  quelconque,  par  K la 
résultante  des  forces  inolriccs  cl  par  ilr  la  projection  du  déplacement 
virtuel  de  U lors(|uc  le  point  matériel  avance  de  ds  dans  le  sens  de  la 
trajectoire,  c’est-à-dire,  la  projection  de  </.<  sur  U,  on  aura  comme 
au  (N”  {'2i). 

»ir*  — me„*  = 2 /'  Rdr , 

ou,  en  reprcsciilant  par  T la  composante  de  K dans  le  sens  de  la 
tangente  à la  trajectoire. 

Ml’*  — Mtv*  = 2 J'Tds. 

On  conclut  de  la  preniicrc  de  ces  valeurs,  1"qiie  le  principe  de  la 
conservation  delà  force  vive  subsiste  dans  le  moiiveincnt  d’un  point 
matériel  sur  une  surface,  si  la  force  H est  dirigée  vers  un  point  lixe 
et  est  fonction  de  la  distance  r à ce  point  ou  si  X(/x  -i-  \dy  -t-  7.dz  est 
une  dillércntiellc  exacte  d’une  fonction  des  trois  variables  imlépen- 
dantes  x,y,z\  2“  que  la  vitesse  reste  invariable  si  le  point  n'est  soumis 
à l’action  d’aucune  force  motrice  cl  3"  que  la  vitesse  reste  aussi  inva- 
riable si  la  force  motrice  R est  partout  normale  à la  surface,  puisque 
rélcincnl  du  est  alors  |)crpcndieulaire  à R et  que  su  projection  dr 
sur  R est  nulle. 

128.  Prcsnion  sur  la  surface.  — Les  trois  équations  difîcrcnticlles 
du  mouvement  du  N"  123  font  aussi  connaître  la  ]iression  du  point 
matériel  contre  la  surface;  car  si  on  multiplie  respectivement  les 
deux  membres  par  cos /,  cos  m,  cos  h et  qu’on  les  ajoute  membre  à 
membre,  en  remarquant  que 

cos*  l -t-  eos*  M -t-  cos*  >1  ==  1 , 

on  trouve  pour  la  pression  N'  du  point  contre  la  surface,  pression  qui 
est  égale  à celle  de  la  surface  contre  le  point, 

N'  ~ — (X  eus  / -e  Y cos  m -+-  Z eos  h) 

/ f/*x  , d*y  d*z  \ 

\(fl*  </(*  (/(*  ) 

(lelte  pression  se  compose  de  deux  parties,  la  première 

-1-  X ( — cos  ()  -t-  Y ( — cos  m)  -i-  Z { — eos  n) 

représente  la  somme  P des  composantes  de  X,  Y,  Z ou  la  compo- 
sante de  R suivant  la  normale  à la  surface , prolongée  dans  le 
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sens  (le  la  pression  du  point  contre  la  surface,  puisque  (-t-cosf), 
(-♦-cosm),  (-4-cosn)  dclerinincnt  la  direction  de  lu  pression  de 
la  surface  contre  le  point.  La  seconde  partie  mise  sous  la  forme 

fl^T  tl^H 

JP  (—  cos  0 + ^ «"S  «')  •+■  -Jf,  (—  cos  n) 

composante  de  la  force  d’inertie  suivant  la  direction  de  la  pression 
contre  la  surface.  En  y reinpla(;ant  cos  l,  cos  m,  cos  ;i  |)ar  leurs  valeurs 
(N“  127),  elle  devient 

(l*x  dhj  tr-z 
dl* 

— m — î 

j/l  -V-  -t- 

ou,  en  ayant  ('gard  à la  valeur  de  d^z  donnée  plus  haut  (N“  127), 

I rdx^  H-  ‘isdxdy  ■+■  tdy* 

”*  \/i  -Y-  H-  7* 

or,  si  on  désigne  i>ar  p le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
de  la  surface  ipii  a la  même  tangente  (jue  la  trajectoire , on  a vu  dans 
le  cours  d’analyse  (.\“  151)  que  l’on  a 

j/l  -4-  P*  -t-  7*  (/s* 

^ r cos*  a -I-  '2s  cos  a cos  'i  -¥■  t cos*  p rdx*  -v-  '2sdxd<j  -v-  Uhj*  ’ 


) représente  la 


la  seconde  partie  de  lu  valeur  de  devient  donc 

I ds*  mt* 

P (/<*  P 

et  l’on  trouve  cnnn 


P 


c'est-à-dire,  que  la  pressiuu  totale  N'  du  point  contre  la  surface  est 
rcitrésenléc  par  la  pression  1’  due  aux  foires  motrices,  augnicnli'-e  d’une 
autre  pression  qui  ne  dépend  que  de  la  vitesse  et  de  la  courbure  de  la 
surface  dans  le  sens  du  mouvement.  Cette  seconde  pression  (*st  une  véri- 
table force  centrifuge  engendrée  par  le  mouvemement  sur  la  surface, 
ayant  une  valeur  analogue  à celle  qu’on  a trouvé'c  dans  le  cas  du  nioiivi^ 
ment  sur  une  courbe.  On  peut  donner  à l’exiircssion  de  cette  force 
centrifuge  une  autre  forme  ; si  p'  est  le  rayon  de  courbure  de  la  trajec- 
toire décrite  par  le  point  matériel  sur  la  surface,  trajectoire  dont  on  a 
trouve  plus  haut  les  équations  (N”  127),  et  si  on  désigne  par  0 l’angle 
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compris  cnlrc  le  plan  osciila'.eur  en  un  poinl  (j,  y,  z)  lic  celle  courlic 
el  la  normule  à la  surface,  oii  sait  «pie  l’on  a (voir  le  traité  d’analvse 
(N-  131), 

p'  = P eos  0 , 

et  la  force  centrifuge  devient 

inv* 

— cos^ 

O 

c’est-à-dire  que  la  force  centrifuge  qui  presse  le  poinl  matériel  contre 

. , ^ me'*  , 

In  surface  est  égalé  a la  force  centrifuge  — ~ telle  «lu’clle  résulte  du 

P 

mouvement  du  poinl  matériel  dans  la  courlic  qu'il  décrit  sur  la  sur- 
face, multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  formé  par  le  plan  useulaleur 
de  la  trajectoire  avec  la  normale  à la  surface. 

Ce  résultat  devient  évident  si  l’on  remarque  qu’en  supprimant 
pur  la  pensée  la  surface  et  en  assujettissant  le  |)uinl  matériel  à 
demeurer  sur  la  eourlie  décrite , les  circonstaiices  du  mouvement  reste- 
ront les  mêmes;  or  le  mouvcnicnt  cuniligne  donne  lieu  à une  force 
mr* 

centrifuge — dirigée  dans  le  sens  du  ravon  de  courbure  de  la  Irajcc- 
P 

toirc,  et  si  l’on  décompose  celle  force,  en  deux  autres,  l’une  normale 
à la  surface  cl  la  seconde  tangenticllc,  la  première  seule  déterminera 
une  pression  sur  la  surface,  qu’il  faudra  ajouter  à celle  qui  provient 
des  forces  inotriees;  en  rc[irésentanl  doue  jiar  0 l’angle  formé  [lar  le 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  avec  la  normale  à la  surface,  eclte 

composante  normale,  sera,  comme  plus  haut,  — ~ eos  0. 

P 

, , , mt>*  . mv-  . ^ 

La  seconde  cotnpo.sanle  de  — , qui  est  -j-  sin  0,  donne  lieu  a une 
P P 

reniaripie  iiiiportanle.  Cette  composante  étant  évidemiuenl  renfermée 
dans  le  ]dan  passant  par  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  el  par 
la  tiormalc  à la  surface,  seni  elle-même  noriiialc  à la  trajectoire  el 
nimiiie  elle  est  perpendiculaire  à la  normale  de  la  surface,  elle  sera 
à la  fois  tangi’iile  à la  surface  el  perpendiculaire  à l’éléinent  «pie  décrit 
à ebatpie  instant  le  poinl  matériel.  Cette  coinposaiitc  de  la  force  «•enlri- 
fiige  est,  comme  toutes  les  forces  d’inertie,  «'■gale  à la  coinpo.sante 
des  forces  motrices  estimée  dans  celle  direction.  Il  suit  de  là  , que  si 
l’on  décompose  la  foire  motrice  U <|ui  agit  sur  le  point  matériel  en 
trois  autres,  l’uiic  T dirigée  suivant  la  tangente  à la  trajectoire,  la 
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seconde  I'  dirigée  suivant  la  norinalu  à la  surface  et  la  troisième  Q 
perpeudieulaire  aux  deux  autres,  on  devra  avoir 


mo* 

P' 


sin  0 ==Q. 


La  eoinposanlc  transversale  Q est  nulle,  i“  lorsque  le  point  niatériel 
n’est  niù  par  aiiriinc  force  motrice  ; 2"  lorsque  la  force  motriee 
est  conslaiiimcnt  normale  à la  surface  ou  lorsqu’elle  se  réduit  à P; 
5"  lorsque  la  force  motrice  est  dirigée  suivant  la  tangente  à la  tra- 
jectoire, c’est-à-dire,  lorsqu’elle  se  réduit  à T,  comme  cela  arrive 
lorsque  ces  forces  proviennent  du  frottcmenl  eontre  la  surface  ou  de 
la  résistance  de  l’air;  et  4”  enfin  lorsque  la  force  motrice  est  réduite 
à T et  P,  c’est-à-dire  lorsqu’elle  se  compose  à chaque  instant  d'une 
pression  et  d’une  force  langentiellc.  Dans  les  difîércnts  tats  qu’on 
vient  d’énumérer,  on  doit  donc  avoir 

mv*  . 

— sin  0 = 0, 

P 

et  par  conséquent 

sin  0 = 0,  ou  0 = 0, 


ce  qui  indique  que  lorsqu’un  point  materiel  glisse  sur  une  surface  en 
vertu  de  runc  des  forces  qu’on  vient  d’indiquer,  la  trajectoire  est 
telle  que  l'angle  formé  par  son  plan  oscillateur  avec  la  normale  à 
la  surface  est  constamment  nul,  ou  en  d’autres  termes,  que  le 
plan  oscillateur  de  1a  trajectoire  est  partout  normal  à 1a  surface. 
Une  semhlahic  eoiirhc  tracée  sur  une  surface,  jouit  de  jiropriétés 
importantes.  Elle  est  (voir  le  traité  d’analyse,  N"  Ô22)  la  plus  courte 
ou  la  plus  longue  i|u’on  puisse  tracer  sur  la  surface  entre  deux  de 
ses  |H)ints;  clic  est  aussi  celle  que  l’on  obtiendrait  en  applii|iiant  sur 
la  surface  un  fil  tendu.  C’est  aussi  la  courbe  suivant  laipielle  on 
pourrait  nppli(|iicr  sur  la  siirfaee  sans  diiplicatiirc  ni  dcchiriire,  une 
bande  d'une  largeur  très  petite.  Enfin  pour  la  surface  de  la  terre, 
c’est  la  ligue  que  l'on  y tracerait,  en  prenant  un  alignement  avec 
des  jalons  verticaux. 

MoiiVfiiient  (l'un  jmliil  tuutéricl  pcmnt  sur  une  courbe.  — 
Appliquons  les  principes  précédents  au  mouvement  d’un  point  maté- 
riel sur  une  eoiirbe  donnée,  la  gravité  étant  la  seule  force  motrice. 
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Si  rmi  prend  Taxe  des  Z vertical,  les  trois  équations  du  niouvement 
se  réduisent  à 


dt‘ 


m 


d*z 

dl* 


7HIJ  -h  N cos  n 


et  l’équation  des  forces  vives  devient 

e*  = 03  (;  — /,) (1) 

Il  étant  la  valeur  de  z correspondant  à la  vitesse  initiale 

Cette  éipiation  fait  connaître  la  vitesse  du  [loint  matériel  en  cluupie 
point  de  la  eotirlu'.  Pour  eonnnitre  su  position  à une  époque  quel- 
conque, on  remplacera  0 par  ce  qui  donnera 


ds 

Jt 


-\-'ig{z  — /i),  d’où 


et  comme  on  a 


ds 

-*-%(=  — II) 


d8s=(iz\  / i 


(D’^sy 


et  que  ^ déduisent  en  fonction  de  z,  des  deux  équations  de 

la  courbe  mises  sous  la  forme 

x = fz,  ;/  = Fz, 


il  viendra  enfin 


(,) 


}/  '2ij  {z  — /() 


et  une  quadrature  donnera  la  valeur  de  ( en  fonetion  de  : et,  |K)r 
suite,  z en  fonction  du  temps,  c’est-à-dire,  que  lu  position  du  mobile 
sera  connue  à chaque  instant.  Kn  substituant  celte  valeur  de  s dans 
l’expression  de  la  vitesse,  on  connaitrn  aussi  la  vitesse  aux  dilférenlcs 
époques  du  mouvement,  dt  étant  toujours  positif,  il  faudra  prendre 
celui  des  deux  signes  qui  rendra  dz  jiosilif;  il  faudra  donc  prendre  le 
signe  plus  ou  le  signe  moins  selon  (pie  le  point  matériel  descend  ou 
monte. 

I.’équation 

mv*  — = '2iiiii  (z  — h) , 
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inilôpcndnmmcnl  du  principe  de  lu  conservation  de  la  force  vive  qu’elle 
exprime,  fait  connailrc  plusieurs  circonstances  du  niouvciucnl.  On 
voit  d'aliord  que  raccroisscincnt  de  force  vive  d’un  point  materiel 
pesant  glissant  sur  une  courbe  donnée,  est  indépendante  de  la  forme 
de  celle  courbe  et  qu’il  est  égal  au  double  du  poids  'img  du  point 
matériel  multi|>lié  par  la  hauteur  verticale  : — h de  la  ebute,  ce 
produit  rcpréscnlatil  ici  le  double  de  la  quantité,  d’action  de  la  pesan- 
teur. La  même,  équation,  mise  .sous  In  forme 

v={/ 1’„*  2(/  (r  — /() , 

apprend  aussi  que  la  vitesse  acquise  en  glissant  sur  la  courbe  est  la 
même  que  si  le  point  matériel  était  tombé  verlicalemeiil  d’une  bau- 
Icur  Z — h avec  une  vite.sse  initiale  car  on  sait  que  si  uu  point 
matériel  pesant  tombe  verticalement  avec  une  vitesse  de  ))rojcclion  r„, 
la  vitesse  à toutes  les  hauteurs  : au-dessous  du  point  de  départ  est 
donnée  par 

V = -t-  'Jgz  , 

et  si  le  point  de  départ  a lui-même  h pour  ordonnée,  z doit  être 
remplacé  par  z — h el  il  vient 

V = (s  — h). 

Un  voit  par  là  que  si  un  point  matériel  est  lancé  au  point  C (fig.  itô], 
suivant  la  tangente  CT  à la  courbe  CH  avec  une  vite.sse  r„,  il  glissera 
le  long  de  la  courbe  de  manière  que  1.1  vitesse  aux  dilTércnles  hau- 
teurs passera  par  les  mêmes  valeurs  que  s’il  avait  été  lancé  verticale- 
ment uu  point  C avec  la  même  vitesse  initiale.  La  hauteur  à lu(|uellc 
il  s’élèvera  en  glissant  le  long  de  la  courbe  est  donc  la  même  que 
celle  à laquelle  il  se  serait  élevé  verticalement.  Il  suit  au.ssi  de  là  que 
si  un  point  matériel  se  meut  sur  une  courbe  quelconque  ACCH  et 
(|u’on  l’abandonne  à l'action  de  la  pesanteur  en  A,  ce  point  maté- 
riel, après  être  de.seendu  le  long  de  la  branche  AE,  remontera 
le  long  de  la  branche  EH  jusqu’au  point  H pl.icé  au  niveau  du  point  A, 
pourvu  que  la  eourbe  soit  continue,  c’est-à-dire,  pourvu  que  deux 
tangentes  consécutives  forment  partout  un  angle  inrmiment  petit; 
car  si  E est  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe , on  a vu  que  lorsque 
le  point  maUTiel  arrivera  en  E,  il  aura  acquis  la  même  vitesse  que 
s’il  était  tondjé  vcrticalemenl  de  F en  E;  il  montera  donc  dans  la 
branrhe  ascendante  EH  avec  celle  vite.ssc  <le  projection  el  .s’élèvera 
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jusqu'au  nivoaii  4I11  point  I'  ipii  est  le  même  (pie  celui  du  point  A. 
Apri?s  s'iître  arrêté  eu  II,  il  redcseeiidra  pour  renioiiter  dans  l’aiilrc 
liraiielie  jusqu'en  A,  eu  conliiuiaut  indêriiiiinciit  ce  mouvement  d'oscil- 
lation. 

Il  est  à rcinaripicr  que,  d'api-ès  ce  qu'on  a vu  au  N"  I2i,  la  durée 
de  l'oseillation  de  A en  B est  la  même  que  la  durée  de  l'oscillation 
<lc  B en  A et  que  le  temps  employé  ?i  descendre  de  A en  E est  le 
inéine  ipie  relui  cmplojé  il  remonter  de  E en  A. 

Si  la  courlic  était  entièrement  l'ermée  cl  que  le  point  matériel  fut 
lancé  au  point  C .suivant  la  tangente  CT  avec  une  vitesse  supérieure 
à celle  nécessaire  pour  monter  jusqu'au  point  le  pins  élevé  (1 , le  point 
matériel  dépasserait  le  point  eulminant  C pour  desuendre  le  long 
de  la  branche  GAE,  remonter  ensuite  la  brandie  ascendante  ECBG  cl 
conliniier  indéliniinent  ce  iiiomement  de  circulation. 

En  dierdianl  la  courbe  suiianl  laipielle  devrait  descendre  un  point 

matériel  pesant  pour  ipic  la  vitesse  c dans  le  sens  vertical  ou  ^ fut 
constante,  on  trouverait  sans  peine  pour  son  équation 

= !)cV*. 

150.  Momement  du  pniiil  vintériel  en  uyanl  étjard  à la  rvsislanr.e 
de  l'air  el  au  fruHemenl.  — Si  le  point  matériel  jiesanl  se  moiivait 
dans  un  milieu,  il  raudrail  avoir  égard  à sa  résistance  et  les  é(|uations 
du  mouvement  devieiidraieiil,  en  supposant  la  résistance  proiiorlion- 
nelle  au  carré  de  la  vitesse  cl  en  observant  que  celle  l'oree  est  toujours 
dirigée  suivant  la  tangente  el  en  sens  inverse  du  moiivcinent, 

(/*x  (/.r  d-tj  dy 

tu  -T—  = A eus  / — nr*  -7-  > m = N eus  tu  — ne*  — - > 

dd  d.s  dl*  du 

dH  „ , dz 

dt-  ■’  ils 

En  les  multipliant  respectivement  par  dx,  dy  el  dz , on  trouve 
virdr  = iiiyilz — nv^ds....  (1) 

il  cause  de 

eos  lilx  ■+■  cos  iiiily  -4-  cos  ndz  = 0 , 
ils*  = dx*  -4-  dy*  -4-  dz*. 

t)n  voit  que  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  ne  subsiste 
plus,  allciidii  que  b;  second  membre  n’est  pas  une  différentielle  cxncle. 
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tl’linc  l'oiiclioii  (Ips  trois  varialiles  indcpcndanlrs  r,  i/,  î;  roppiidaiil, 
comme  la  courbe  est  donnée  par  les  deux  équations 

x = fz,  1/  = 

on  tirera  de  eellcs-ei  les  valeurs  de et  ~ > au  moyen  desquelles 

(Iz  (Iz 

on  exprimera  (h  en  fonction  de  i , 


et  l'équation  (1)  dev  iendra,  en  remplaçant  e*  par  la  variable  v , 

ui(Ui±'2nu^^  1 ilz  — ‘■IiiKjilz 

qui  est  une  équation  dilTércntielle  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre  , dont  l’intégrale  donnera  u et  par  suite  1a  vitesse  r en  fonetion 

il» 

de  Z.  Si  on  désigne  cette  valeur  par  F:  et  qu’on  remplace  e par  ^ i 
on  trouvera 


1 il»  J 
lit  — ~ = dz 
tz 


v'-dï-sï 


Fz 


et  une  nouvelle  quadrature  conduira  à une  relation  entre  z et  t,  rela- 
tion (|ui  servira  à fixer  à chaque  instant  la  position  du  |>oint  matériel. 
De  ce  que  r est  donné  en  fonction  de  z,  on  ne  peut  pas  eonelure  que 
la  vitesse  redeviendra  la  même  toutes  les  fois  que  le  point  matériel 
reviendra  au  inéiiic  endroit,  parce  que  ici  comme  au  X”  l'ü, 
rintégration  n’ayant  pu  avoir  lieu  qu’en  faisant  usage  des  équations 
de  la  courbe,  on  pourra  exprimer  l’arc  .s  parcouru  par  le  point  matériel, 
en  fonetion  de  z et  par  conséquent  r en  fonction  de  s,  et  comme  cette 
dernière  variable  est  toujours  eroissaulc,  il  est  visible  que  v ebaugera 
constamment  de  valeur. 

Si  l’on  avait  égard  au  frottement  du  point  matériel  contre  la  courbe, 
les  équations  différentielles  du  mouvement  seraient,  en  désignant  par 
/"le  coefticient  du  frottement, 


il’-^  V / 


~ N cos  III  — 


511 
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m -j^  = »iÿ  -t-  N cos  n — fJi 


(U 


paroe  (|up  celle  force  est  proporlioniielle  à la  pression  N el  dirigée 
suivant  la  langenle  en  sens  inverse  du  nioiiveincnt.  On  lire  de  là 

mvilu=  mgdz  — fTids (2) 

l.e  principe  de  la  conserAation  de  la  force  vive  ne  sc  vérifie  pas  non 
plus  dans  cet  exemple,  puisque  le  second  memlirc  n’est  ]ias  une  dilTé- 
reiilielle  exacte  en  x,  y,  z.  Cependant  si  la  pression  N est  constante, 
on  pourra  intégrer  iinincdiatemcnt , et  il  viendra 

me*  = 'iingz  — 2/'Ns  -t-  C. 

tin  détenuincra  ensuite  s en  fonction  de  z par  la  formule  pour  les 

...  , . , ds 

rectilicalions,  el  apres  avoir  remplacé  v par  — j une  nouvelle  quadra- 

tu;-e  faite  comme  pour  le  cas  de  la  résistance  de  l’air,  conduira  à 
l’expression  de  z en  fonction  du  temps  el  de  N. 

Si  N est  variahic,  ce  qui  a lieu  le  plus  souvent,  on  remarquera 
que  cette  pression  totale  est  la  résultante  de  la  force  centrifuge  el  de 
la  pression  1’  ducaux  forces  motrices;  on  cherchera  donc  rcx|iression 
du  rayon  de  courhurc  el  les  angles  (|u’il  fait  avec,  les  axes,  il’on  l’on 
conciliera  les  composantes  suivant  les  axes  de  la  force  centrifuge  en 
fonction  de  o el  de  z.  On  cherchera  ensuite  les  composantes  de  P que 
l’on  suppo.se  fonction  de  x,  y,  z ou  pluldt  de  z .seul , puisque  x cl  ^ 
sont  donnés  en  fonction  de  z par  les  équations  de  la  courbe;  puis  on 
dctermincra  la  résultante  !V  de  la  force  centrifuge  et  de  P,  pour 
laquelle  on  trouvera  évidemment  une  fonction  de  v et  de  z.  En  rem- 
plaçant N par  eellc  valeur  dans  l’équation  (2),  on  sera  conduit  à 
une  équation  différentielle  à deux  variables  v cl  z qu’il  faudra  inté- 
grer pour  avoir  la  vitesse  r. 

151.  Moui'emenl  d'un  point  matériel pesutd  dans  un  cercle  vertical. 
Pendule  simple.  Isochronisme  des  oscillations.  — Si  la  courbe  donnée 
est  lin  cercle  vertical  d’un  rayon  r,  on  pouri'a  le  supposer  renfermé 
dans  le  plan  des  XZ  (fig.  94)  et  les  équations  de  la  courbe  deviendront, 
cil  plaçant  l’origine  au  point  le  plus  bas  A, 


x=l/2r:-i*,  y = 0. 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  (I)  et  (2)  du  N”  129,  il  vient  en 
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ilii’igeaul  vers  le  haut  Taxe  «les  Z pusitifs,  ou  en  ehaiigeanl  les  signes 
«le  h cl  «le 


V*  = -t-  ‘2g  (h  — z)  et  dt  = - 


''v„*  -t-  2gh  — 2gz 


ilans  lesquelles  h est  la  hauteur  vcrtiiMle  AC  du  point  de  dé[)art  H 
et  r„  la  vitesse  initiale  au  point  B.  Celte  dilTérentielle  n’est  intégrable 
sous  forme  finie  qu’en  faisant  usage  des  fonelions  elli|>tiqucs.  Suppo- 
sons la  vitesse  initiale  i'„  nulle;  pour  intégrer  par  appproxirnalion , 
on  mettra  la  valeur  de  dt  sous  la  forme 


dt=db»  /Z_ 


.y/  /«Z-. 


puis  dé\eloppanl  en  série  le  faelenr - 


■J  il  vient 


"TV  2r  J 2 2r  2A\'2r  J 


et  l'on  sait  que  ectlc  série  est  convergente  pour  z pins  petit  que  2r. 
On  trouve  en  substituant, 


\/4i, 


'i/hT—z^ 


dans  laqnelic  tons  les  termes  sont  intégrables;  le  temps  l est  doue 
exprimable  en  fonelion  de  z au  moyen  d’une  série  qui  est  elle-même 
convergente  (N”  17B  du  cours  d’analyse).  Comme  dz  est  négatif 
j)endanl  la  descente  cl  positif  quand  le  point  matériel  monte,  il 
faudra,  d’après  ce  qu’on  a vu  (N"  12!)),  prendre  le  signe  — dans  le 
premier  cas  et  le  signe  -+-  dans  le  second.  Si  on  suppose  la  hauteur  AC 
«lu  point  de  départ  B très  petite  relativement  an  rayon  du  cercle,  le 

rapport  - toujours  inférieur  à - 1 sera  une  fraction  très  petite  et  la 

série  précédente  sera  assez  convergente  pour  «luc  le  premier  terme 
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donne  une  valeur  apliruchéc  lie  1;  on  trouve,  dans  cette  liy|iutlièsc, 
en  intégrant  dc|iuis  z = h , 


' = \/^-ccos(|-l) 


d’où  on  peut  tirer  la  valeur  de  z en  fonction  de  t,  ce  i]ui  fera  con- 
nailrc  1a  position  du  point  matériel  à chaque  instant.  Ihi  faisant  : 
nul,  on  aura  le  temps  de  lu  descente  du  point  It  au  point  A,  qui  est 


On  a vu  t|ue  le  point  matériel,  arrivé  en  A,  continue  sou  mouvement 
et  remonte  jusqu’en  B'  au  niveau  du  point  B;  la  durée  de  cette 
ascension  est  donnée  par  la  même  équation  dilTérenticllc  prise  avec 
le  signe  cl  intégrée  depuis  : = 0 jusqu’à  z = h,  ce  qui  conduit 

à la  même  intégrale  dérinic  ^ sorte  que  la  durée  du  mou- 

vement depuis  B jusqu'en  B'  est 

On  sait  que  le  point  matériel,  après  s’étre  arrêté  en  B’,  retourne 
ensuite  en  B et  que  le  temps  de  ce  retour  est  le  même  que  celui  ilu 
premier  trajet;  il  fera  donc  une  suite  indélinic  d’oscillations  dont  la 


durée  uniforme  est 


Celte  valeur  est  remarquable  en  ce  qu’elle  est  indépendante  de 
l’étendue  de  l’arc  BU',  pourvu  que  ret  arc  soit  très  petit. 

La  pression  (pic  supporte  le  cercle,  s’obtient  facilement  en  remar- 
quant que  la  conqiosante  du  poids  mq  du  point  matériel  suivant  la 
normale  à la  courbe,  c’est-à-dire,  suivant  le  rayon  OM  (fig.  95)  est 

ON  r — Z 

m(f.  eosj/Ma  ou  mycos  MOA  = mg Eu  joignant  cette 

pression  à celle  qui  est  duc  à la  force  centrifuge,  laquelle  est 
me*  2»io  (Il  — :) 

= — > on  aura  pour  la  pression  totale 


:^(r-v-2/i-3z). 

r 
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Ou  appelle  pendule  simple  ou  mathématique , un  instrument  idéal 
composé  d’un  point  matériel  pesant  sus|ieudu  à l’extréinité  d’un  fil 
inextensible,  inflexible  et  sans  masse,  dont  l’autre  extrémité  est  flxe. 

Il  est  clair  que  si  on  abandonne  ce  pendule  à l’action  de  la  pcsunleur, 
après  l’avoir  écarté  de  la  jinsition  verticale , il  tendra  à y revenir  pur 
une  suite  d’oseillations  pendant  lesquelles  le  point  matériel  demeurera 
sur  une  circonférence  de  cercle  d’un  rayon  égal  à lu  longueur  du 
jiendulc,  de  sorte  que  les  circonstances  du  mouvement  de  ce  jioint 
seront  les  mêmes  que  s’il  était  assujetti  à glisser  sur  un  arc  de  cercle 
vertical;  les  oscillations  de  ce  pendule  suivent  par  conséquent  les 
mêmes  lois  que  le  mouvement  du  point  matériel  pesant  dans  le  cercle. 


c’esl-à-dirc , que  leur  durée  est  aussi  exprimée  par 


indépendante  de  l'amplitude  des  oscillations  qui  sont  dites  pour  ce 
motif  isochrones. 

Cette  valeur  de  la  durée  d’une  osciHation  nous  apprend  que,  pour 
deux  pendules  de  longueur  différente , oscillant  dans  des  lieux  où  la 
gravité  est  la  même,  les  durées  des  oseillatious  sont  ]iro]>ortionnellcs 
aux  racines  carrées  des  longueurs  des  pendules,  et  que  si  l’intensité 
de  la  gravité  est  différente  dans  les  deux  lieux,  les  longueurs  étant  les 
mêmes,  les  durées  sont  inversement  proportionnelles  aux  racines  car- 
rées des  gravités. 

Ces  lois  ne  subsistent  que  pour  des  oscillations  d’une  étendue  très 
petite  : l’isochronisme  cesserait  d'exister  pour  des  oscillations  d’une 
certaine  étendue;  car  si  dans  le  développement  de  dt  en  série,  on 

Z 

tient  compte  des  termes  multiplies  par  - > en  négligeant  le  carré 

de  cette  fraction,  il  faudra  avoir  égard  au  second  terme  de  la  série 
et  la  durée  d’une  oscillation  deviendra 


n- 


elle  cesse  donc  d’être  indépendante  de  h.  Il  est  visible  du  reste  que. 


puisque 


\ / - est  facteur  commun  dans  le  développement  de  tll,  et 

V 3 


que  g n’entre  pas  ilans  1a  série,  les  durées  des  oscillations  resteront 
inversement  proportionnelles  aux  racines  carrées  des  gravités,  pourvu 
(pie  h et  r aient  toujours  les  mêmes  valeurs. 
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Ln  tension  qu’éprouve  à chaque  instant  le  fil  du  pendule  est 
évidemment  égale  à la  pression  supportée  par  le  ecrdc,  pression 
que  nous  avons  déterminée  plus  haut. 

4 32.  Oscillatiom  du  pendule  dans  rtitr.  Mesure  de  la  gravité  au 
nioi/en  du  pendule.  — Si  les  oscillations  se  faisaient  dans  l’air  atmosphé- 
rique, il  faudrait  tenir  compte  de  la  résistance  que  ce  milieu  oppose 
au  mouvement  du  point  matériel.  Représentons  celte  force  par  y;  en 
égalant  la  force  tangcnticlle  à sa  réaction,  on  est  conduit  à 


d*s 

jTÏ  = ”'9'  ~ ? 


(1) 


dans  laquelle  a est  l’angle  MOA  cl  in^siiia,  la  composante  de  la 
pesanteur  du  point  matériel  dans  le  sens  de  la  tangente  M(.  Comme 
un  a,  B étant  le  point  de  départ, 

s = BA  — AM  = BA  — ra, 

on  a aussi 

ds  = — rdi  et  d*s  = — , 

ce  qui  fait  prendre  à (1)  la  forme 

— "'9  — ?• 


On  a reconnu  que  pour  de  petites  vitesses,  la  résistance  de  l'air  est 
sensiblement  proportionnelle  à la  simple  vitesse;  on  peut  donc  poser 

ds  da 

^ dt  dt 

et  si  on  suppose  l’amplitude  très  petite , a restera  très  petit,  sin  a 
pourra  cire  remplacé  par  « et  l'équation  difTérenlielle  (4)  deviendra 

d*a  n d/t  n 

-r-r  + — "T — l-‘-a  = 0, 

dt*  m dt  r 

qui  est  une  équation  dérivée  linéaire  à eoenicienls  constants;  son  inté- 
grale est 
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On  dctcrniine  les  constiinlcs  C et  C'  |iai'  lu  eonilition  ([iie  pour 

< = 0,  on  ail  à lu  fois  a = S cl  — ou  d = 0.  On  Irouve  ainsi 

lit 


C = ^ et  C' 


A lu  fin  (le  eliaqiie  oseillution,  a alleint  une  valeur  inuviiniira  que  l'on 
ilétçrniinc  en  faisant 


On  a ainsi,  en  représcniant  par  l'  les  valeurs  «le  t qui  cori'espondenl 
à ees  inslanls, 


sin  l'a 


d’oi'i 


k «•tunl  un  nombre  entier  qucleonque.  Les  difTcrentes  valeurs  de  V 
sont  doue 


r / r / r 3r  / r 

**’  « V « V ÿ’  “ V î/’ 

el  par  conséquent  la  dim'e  de  rbacjuc  oseillution  «*sl  d’oi'i  il 

“y  î/ 

la^sullc  que  les  oscillations  sont  encore  isoclironcs,  niais  leur  durt'e, 
eoinpartle  à ce  qui  $c  passe  dans  le  vide,  est  augmentée  duns  le  rapport 


de  / M ' 


• » ruwitô.  Quant  à l’amplitmle  des  osrillations, 


on  a,  en  remplu(;unt  suecessivemenl  t par  chacune  des  valeurs 
pr«-c<-dcntes  dans  la  valeur  générale  de  a. 


« = ?»»  = • 


2«tt  9 


^î/l 

t na  g 

A ^ 


3 mu  9 

d * 


- cto. 


d’où  l’on  conclut  que  les  amplitudes  à droite  cl  à gauche  de  la  verti- 
cale diminuent  suivant  une  progression  géométrique.  Ces  dilTérents 
résultats  sont  confirmés  par  l’cxpéricnee,  ce  «pii  justifie  riiyjiothcse 
«le  la  proportionnalité  de  la  résistance  «le  l’air  à la  première  puissane«' 


Digitized  by  Google 


CIIAIMTRr  XIV. 


lie  In  vitesse.  L’expérience  prouve  aussi  que  a ou 


\/^ 


irr 


dilTère  de  l’unité  que  d’une  fraction  insensible,  et  que,  par  conséquent, 
lorsque  les  oscillations  sont  très  petites,  la  résistance  de  l’air  ne  change 
pas  sensiblement  leur  durée. 

Les  oscillations  du  iiendulc  offrent  le  moyen  le  plus  comiuode  et  le 
|dus  exact  pour  mesurer  rintensité  de  la  gravité  3,  puisque  la  durée 
d’une  oscillation  s’obtient  avec  une  grande,  exactitude  en  prenant  la 
moyenne  de  la  durée  d’un  grand  nombre  d’o.scillations  ; comme  on  a 
sensiblement,  pour  des  amplitudes  très  petites, 


on. tire  de  lü 


rs' 

F' 


Il  est  à remarquer  que  celte  théorie  ne  se  rapporte  qu’au  pendule 
simple  ou  mathématique.  On  verra  plus  loin  comment  les  résultats 
qu’on  vient  d’obtenir,  étant  convenablement  modifiés,  représentent 
les  lois  des  oscillations  d’un  pendule  quelconque. 

453.  Mouvement  nur  la  cycinïde.  — Cherchons  encore  le  mouve- 
ment d’un  point  matériel  pesant  sur  la  cycloïde.  Comme  ou  a en 
général , 

, ils 

ilt^~ — 

— ‘iyz 

et  (pie  l’on  a dans  la  cycloïde, 

j/2a  — 1/ 

lu  valeur  de  dt  devient,  en  transportant  l’origine  du  point  11'  (lig.  !IC) 
au  point  A,  ce  qui  se  fait  en  posant  tj  — '2a  — 


Il  est  visible  qu’il  faut  prendre  celui  des  deux  signes  qui  rend  dt 
positif,  c’est-à-dire,  qu'il  faut  prendre  le  signe  — quand  le  point 
matériel  descend  et  le  signe  -t-  (piand  il  monte,  |iuis(pie  dans  le 
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pri’niicr  cas,  dz  est  négatif,  tandis  qu’il  est  pusilif  dans  le  second. 
Fn  intégrant,  il  vient  eoninie  plus  haut. 


t = q.^^areeos(^|-l)^C. 


Soit  G le  point  de  départ  du  point  matériel  et  h son  ordonnée  AG. 
On  déterminera  la  constante  G par  la  condition  que  l soit  nul  quand 
Z est  égal  ji  h ; il  vient  donc  quand  le  point  matériel  descend. 


A A 

t = % / - are  cos  I I ) 

y 9 V*  / 


qui  fait  connailre  la  duree  de  la  descente  depuis  le  point  fixe  G 
jusqu’au  point  M.  En  faisants  nul,  on  trouve  pour  la  durée  de  la 
descente  de  G eu  A , 


T 


Gette  valeur  est  indépendante  do  h et,  par  conséquent,  du  point  de 
départ  G;  d’où  résulte  celte  |)ropriétc  remarquable  que,  quel  que  soit 
le  point  de  départ  G,  la  durée  de  la  descente  jusqu’en  A est  toujours 
la  même,  en  sorte  que  si  l’on  place  des  points  matériels  pesants  en 
différents  endroits  de  l’are  AB  et  qu’on  les  abandonne  en  même  temps 
à eux-mêmes,  ils  arriveront  tous  ensemble  en  A.  G’est  en  cela  que 
consiste  le  tatiloclirnniame  de  cette  courbe  qui,  elle-même,  est  dite 
iaulochrune. 

On  a vu  (N“  I2'J)  que  le  point  matériel  arrivé  en  A,  continue  son 
mouvement  en  s’élevant  jusqu’en  G'  au  niveau  du  point  G,  pour 
redescendre  ensuite  de  G'  vers  A ; comme  les  deux  branches  BA  cl  B'A 
sont  symétriques,  la  durée  de  la  descente  de  G'  en  A est  la  même  que 


celle  de  la  descente  de  G en  A , c’csl-à-dirc  qu’elle  est  n 


or. 


on  sait  (N“  122),  que  la  durée  du  mouvement  de  A en  G'*cst  la  même 
que  celle  de  la  descente  de  G'  en  A ; la  durée  de  l’ascension  de  \ eu 


G'  est  donc  aussi  r 


et  par  conséquent  le  temps  d’une  oscillation 


.vl 
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loliile  de  (’.  fil  (V  un  de  C' rn  C,  (|iifllf  i|iic  suit  snii  imiplitiiilf , fsl 
rfprfsiMitff  |>;ii' 


On  voit  (|iic  la  lui  des  oseillatinns  est  la  mciiic  iiiio  dans  un  jiendiile 
siiiiple  d’une  lungiieiir  égale  à ia , sans  ijii'il  soit  néi'essaire  de 
liniiler,  eoninie  dans  le  eerelc,  rétendue  des  oseillations. 

La  propriété  de  risoelironisinc  des  oscillations  dans  le  eerelc  est  une 
eonséipienec  de  cette  pro|iriété  de  la  cycloïde,  car  si  on  décrit  le 
eerrie  osrulateiir  au  point  le  plus  lias  de  la  cyeloïdc,  une  portion 
très  petite  du  cercle , ayant  4n  pour  rayon , s’y  confondra  avec  un  arc 
de  eelte  eourlie. 

Il  est  visible  que  la  propriété  précédente  subsiste , si  In  cyeloïdc 
au  lieu  de  rester  plane,  est  enroulée  sur  un  cylindre  vertical  à base 
«pieleonquc , pourvu  que  les  ordonnées  verticales  z de  la  courbe 
restent  verticales  sur  le  cylindre;  en  effet,  toutes  les  équations  dont 
ou  vient  de  faire  usage,  peuvent  servir  pour  déterininer  le  niouveiuent 
sur  une  courbe  à double  courbure,  et  comme  elles  ne  contiennent  que 
les  variables  z,  s et  t,  qui  ne  clinngciit  [las  de  grandeur  lorsiiue  le 
plan  de  la  courbe  est  enroulé  sur  le  cylindre,  les  résultats  obtenus 
ne  seront  pas  altérés  par  celte  Iraiisfurnialion. 

La  propriété  de  la  evebude  a été  mise  à iirolil  pour  construire  un 
pendule  dont  risochroiiisiiic,  ou  l'égalité  de  durée  des  oscillations, 
fut  indépendante  de  l’ainplilude;  ou  réunit  au  point  D deux  demi  arcs 
de  cyeloïdc  DH  cl  DH’  égaux  et  h ordonnées  verticales  ; on  y suspend 
un  fil  flexible  D.\  d’une  longueur  égale  à deux  diamètres  du  cercle 
générateur  de  la  cyeloïdc  et  à rcxtrémilé  \ un  suspend  un  point 
nialériel.  Si  l’on  écarte  le  fil  DA  de  la  jiosilion  verticale  dans  le  plan 
de  la  courbe,  il  s’enroulera  alternativement  contre  les  ares  DH  et  DC 
et  rexirémilé  décrira  une  cyclo'idc  égale  à sa  développée  DH;  le 
point  matériel  C oscillera  doue  en  suivant  les  lois  iiidiipices  plus  liaiil. 
(ici  appareil  porte  le  nom  de  pendule  njclohlal. 

IÜ4.  Lu  cycloïde  est  la  seule  cuiirhe  tautochrone.  — Il  est  facile 
de  reenniiaitrc  que  la  cycloïde  est  la  seule  courbe  lautoclirone;  en 
effet,  ipiellc  que  soit  la  courbe  AH  plane  et  verticale,  si  h est  l’ordon- 
iiée  du  point  de  départ  C,  on  aura  en  un  point  quelconque  M, 


, 1 ds 

d ou  lit  — — 

dt  h —i 
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cl  cil  (ircuaiit  l'iatcgralc  depuis  z = h jusiprâ  2 = 0,  ou  aura  pour 
le  Iciiips  de  In  desceutc  de  C en  A , 

,U 


T = 


I 


ilz 


■ ilz. 


Pour  que  la  courbe  soit  tautoclironc,  il  faut  que  cette  intégrale  dé- 
linie  soit  indépendante  de  h ; or  si  on  remplace  r par  une  nouvelle 
variable  z',  de  inanière  que 

Z — hz’, 

comme  pour  z = 0 et  pour  z = h il  vient  z'  = 0 et  z'—i,  il  est 
visible  qu’après  1a  substitution,  l’intégrale  délinic  devra  être  prise 
entre  les  limites  1 et  0,  de  sorte  que  , si  on  représente  par  jt  ce  que 

devient  la  dérivée  — après  la  substitution  de  liz'  à 2,  on  aura 


pdz' 

zti/'2g  3,  l/l  — Z 


ils 


La  dérivée  y étant  évidemment  une  fonction  de  z peut  être  con- 
çue développée  suivant  les  puissances  de  cette  variable,  de  manière  à 
avoir 

ds 


dz 


— az'^  -t-  hz^  -r-  etc.  = ak^z"^  -t-  bli^z'^  etc. 


et  il  vient  en  substituant. 


db  (/2  q 


*:^+ete.( 

3jj/i— 2'  3j,/i_2'  1 

= — * blt/ii^'^»  etc.  -t-  I. 

±l/-2gl 

, . . f**  z'^dz' 

Nous  avons  désigné  par  A,  li les  intégrales  délinics  V — — , 

U /l  — 

'ft  . 

f s ^dz'  .... 

\ — ••••  qui  sont  visiblement  indépendanUrs  de  « et  ne  sont  pas 

J,/l-2' 
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nullcs,  puisque  les  diirdrenticlles  restant  tuujours  de  même  sijjiic,  leurs 
sommes  ou  intégrales  définies  ne  sauraient  être  nulles.  La  valeur  de 

1 

T ne  sera  donc  indépendante  de  h que  si  un  des  exposants  “ est 
égal  à zéro  ainsi  que  les  coéllîcicnts  b,  c,  d....  des  antres  intégrales, 
ce  qui  fait  prendre  à T et  à ^ les  valeurs  : 


, a dz' 

± y/igJ  n/z' — Z 


a 


La  seconde  équation  appartient  à une  cycloïdc,  car  en  rcmplueaiU  y 
par  \/-(0  et  a*  par  2r,  on  trouve 

dx  = </' 


()iii  ap|iarticnt  à une  cycloïdc  ayant  son  sommet  à l’origine,  son  axe 
horizontal  et  2r  pour  diamètre  du  cercle  générateur. 

Il  ne  saurait  non  plus  y avoir  d'autre  courbe  tautoehronc  parmi  les 
courbes  gauebes  ou  parmi  les  courbes  ])lanes  non  verticales,  car  en  les 
considérant  dans  le  cylindre  qui  les  projette  sur  un  plan  horizontal, 
il  est  visible  (voir  la  lin  du  numéro  précédent)  que  le  tautuehronisme 
de  la  courbe  de  l’espace  entraine  le  tautochronisme  de  lu  courbe  for- 
mée par  le  développement  dans  un  plan  vertical  de  la  surface  cylindrique 
projetante,  et  comme  celte  courbe  ne  peut-être  qu’une  cycloïdc,  il  en 
résulte  que  les  seules  courbes  tauloehruiics  à double  courbure  sont 
celles  qui  sont  formées  par  des  cycloïdes  horizontales  enroulées  sur 
des  cylindres  verticaux. 

155.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une  surface.  Pen- 
dule à oscillations  coniques.  — Appliquons  encore  nos  formules  à la 
détermination  du  mouvement  d’un  point  matériel  pesant  sur  une  sur- 
face sphérique.  En  ])rcnant  pour  origine  le  centre  de  la  sphère  et 
pour  axe  des  z,  la  verticale  dirigée  vers  le  bas,  l’équation  de  1a  surface 
prend  la  forme 

J*  1/^  -I-  J*  = r* 
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d’ou  Ton  lire  (N®  127) 


eus  / — 


X 

r 


cos  m = — 


r 


cüs  « = 


les  cqiialioiis  du  inouvcmcnt  du  N®  123  deviennent 


</*x  X -,y 

m— = — N-,  = — 

df*  r dl*  r 


dH 


r 


cl  les  fornuilcs  des  N“*  127  cl  128  dunnent  pour  N el  pour  délcrniiiicr 
la  vitesse  t’,  v„  et  h étant  les  valeurs  initiales  de  r et  de  z. 


V* — Vo*  = 2gi  (z — h). 


N = tiig  - -4 = 

^ r r 


Si  on  remplace  N par  sa  valeur  dans  la  troisième  équation  diiïérenticllc, 
qu’on  en  multiplie  les  deux  membres  par  2d:  el  qu’on  intègre , on 
trouve 

rdz 

dt=-- (1) 

\/Q  -4-  2gr*z  -4-  ('igli  — iv’)  î*  — 2ÿi’ 

L’intégration  de  celte  équation  n’est  pas  possible  en  quantités  finies 
sans  l’emploi  des  fonctions  elliptiques,  el  il  en  est  par  conséquent 
de  meme  des  deux  autres  équations  dans  lesquelles  N et  z devraient 
d’abord  être  remplacés  par  leur  valeur  en  ( tirées  de  l’intégrale  de  l’cqua- 
lion  précédente.  Bornons-nous  à examiner  le  cas  où  le  point  matériel 
lancé  avec  une  vitesse  initiale  très  faible,  s’écarte  très  peu  du  jmint 
le  plus  bas  A placé  dans  l’axe  des  Z (iig.  9i).  Alors  Z et  h dilTèrcnt 
peu  de  r,  la  valeur  de  N se  réduit  sensiblement  à la  constante  mg  et 
les  deux  premières  équations  différentielles  deviennent. 


(l*X 

IF 


r 


Lu  multipliant  rcspcclivemcnl  les  deux  membres  par  2</x  et  2(/y , on 
trouve  pour  intégrales,  a*  et  ù- étant  deux  constantes  arbitraires, 
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l(■.■^l|u(!lles  mil  jioiir  iiitcgrales, 


f)  = arr  sin  ^ j 


ou  bien , 


X = a sin  t 


y/f’  !/  = 6sin(«  — 0 y/^- 


Dans  la  ])remière,  la  eonslantc  est  Héterininée  de  manière  que  le 
lenips  commence  ii  compter  au  inomcnt  où  le  point  traverse  le  plan 
des  YZ,  c’est-à-dire,  quand  x est  nul,  et  dans  la  seconde  la  eonslante 
I'  est  la  valeur  de  t qui  correspond  à )/  = 0,  c’est-à-dire,  que  I'  est  le 
temps  qui  s’est  écoulé  depuis  le  moment  du  passage  du  point  matériel 
par  le  plan  YZ  jusqu’à  son  passage  par  le  plan  XZ. 

En  éliminant  le  temps  t entre  ces  deux  équations,  un  trouve  pour 
projection  de  la  trajectoire  dans  le  plan  horizontal  XY, 


t 

6* 


Elle  ajiparticnt  à une  ellipse  dont  le  centre  est  dans  l’axe  vertical  des 
Z.  Comme  la  direction  de  l’axe  des  X est  arbitraire,  on  jicut  faire  en 
sorte  qu’elle  coïncide  avec  la  direction  du  diamètre  princijial  ; dans  ce 
cas  le  produit  xi/  doit  disparaître  de  l’cqualion,  ce  qui  ne  peut  arriver 


ipic  par  l’évanouissement  du  facteur  cos  t' 


on  a donc  alors 


ce  (|ui  réduit  la  valeur  de  y à la  forme  suivante  ; 


y=àsin 


Comme  t'  est  la  durée  du  passage  du  point  materiel  , de  l’axe  des  X à 
l’axe  des  Y,  cl  que  dans  celle  nouvelle  position  des  axes,  la  courbe  est 
coupée  en  quatre  parties  symétriques,  il  est  visible  que  la  duree  d’une 


révolution  complète  est  donnée  pur  if  ou  2tt 
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I,n  loi  sui\ant  luquellc  le  jioint  inalériel  se  meut  djins  eette  ellipse 
s’oitlient  en  reiTiiirquiiiil  que  - clant  la  taiif'enle  tie  l’angle  q roriiié 


avec  l’axe  des  X par  le  rayon  mené  à la  projeelion  du  poini  maté- 
riel, si  l’on  donne  à t'  la  valeur  qn’on  vient  d'indiquer,  ee  rajiport 
fera  eonnaitre  en  fonetion  du  tcni[)s  l’angle  formé  par  ce  rayon  avec 
le  diamètre  principal  de  l’ellipse.  On  trouve 


tang>i  = 
X 


r.etle  équation  confirme  ec  que  nous  avons  dit  plus  haut,  de  la  durée 
d'une  révolnlion. 

Au  lieu  de  faire  mouvoir  le  point  matériel  sur  une  snrfaec  splié- 
ri(|ue,  on  peut  le  concevoir  lié  au  centre  de  la  s|)licre  par  un  fil 
inextensible  et  sans  pesanteur  et  mis  en  mouvement  avec,  une  vitesse 
initiale  dirigée  d’une  manière  quelconque.  L’appareil  prend  alors  le 
nom  de  jieiidiile  mnthémutuiue  à oscillalioiis  rotiii/ties,  et  les  lois  de 
son  mouvement  sont  représentées  par  les  formules  précédentes.  On 
vint  donc  (pi’un  semblable  pendule  décrit  un  cène  à base  elliptique 
dont  l'axe  se  confond  avec  la  verticale  passant  jair  le  point  de  sus- 
pension et  que  la  durée  d'une  oscillation  conique  est  donnée  par 


est-à-dirc,  qu’elle  est  invariable  et  la  même  que  si  le  pen- 
dule oscillait  dans  un  plan.  La  forme  de  l’ellipse  dépend  des  valeurs 
des  deux  constantes  arbitraires  n et  b,  qui  déjiendcnt  elles-mêmes  des 

. . ■ ‘^’l  , , ■ ■ • , 

valeurs  des  deux  composantes -j|- , de  la  vitesse  initiale. 


Si  l’on  suppose  le  point  matériel  pesant  assujetti  à glisser  sur  la 
surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  cycloïde  verticale  auloiir  de 
son  ordonnée  maximum,  on  trouve  sans  peine  en  suivant  la  même 
marche  que  pour  lu  sphère,  que  l'équation  différentielle  (i)  est  alors 
intégrable  et  conduit  i\  une  relation  de  la  forme 


Z = tu  -V-  Il 
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Les  viilciirs  (le  X et  y ne  peuvent  pas  être  cxpriiné-cs  en  fonetiun  de 
t d’une  manière  aussi  simple;  mais  il  n^iille  siifllsamnienl  de  l'inli*- 
grale  pri’-eédente  (pie  les  oseillations  verticales  sur  eette  surface  sont 
isochrones  (picllc  (pic  soit  l'amplitude,  puisque,  après  des  inter- 


valles de  temps  égaux  à 


— la  valeur  de  z redevient  la  même  et 
9 


que  par  conséquent  le  point  moliilc  revient  a la  même  hauteur  au-des- 
sus du  point  le  plus  lias. 

Si  le  point  matériel  pesant  se  meut  sur  une  surface  ipieleonquc 
donnée  i<  = 0,  en  prenant  l’axe  des  X vertical,  les  composantes  Y 
et  Z de  la  force  motrice  seront  milles,  .\  sera  égal  à — mg  et  la 
seconde  des  équations  différentielles  de  la  trajectoire  du  N”  127 
deviendra 


(/*!/ 


= 0, 


c’est-à-dire, 


d indiquant  une  différentiation  totale.  Or  le  principe  des  forces  vives 
donne,  en  représentant  par  h l’x  du  point  de  départ, 

ds  , — — , ds 

-p  = 1/ 2(1 1/ /(  — T ou  (U=- Z — : ; 

|/2(/j//.-x 

l’équation  jirécédente  devient  donc 


du 

ctcnrcmplaçantc/nii -ppar y tinV  de  l’équation  de  la  surface,  elle 


dz 


jirend  la  forme 


du  /dij  . 

''(jy*-* 


En  dévelop|>ant  les  deux  différentielles,  on  est  conduit  a réqiialioii 
suivante,  citée  au  N"  524  du  traité,  d'analyse. 


du  ,fdy\  du  ./dz\  dx  [du  dg  du  dzi 

dz  ' \ds / dtj  * \ds ) 2 (/i  — x)  ( (/z  ds  dg  ds  j ~ 

Si  » = 0 représente  un  plan  donné  par  l’équation 
X -I-  01/  liz  + r — 0, 
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du  du 

— L‘t-^  soroiil  l'uniix  il  II 
dif  dz 

la  foriiu’ 


i‘t  II,  nt  l'rqunlioii  «lin'érciitii-llc  mise  sous 


lui 


ilz 

du 


dx 


, du  dz  ‘2  (h — a:) 


cl  inU'-f'pcc,  iloiuic 


= C. 


La  constante  arbitraire  C se  dctcrininc  en  remarquant  qu’au  point  «le 
«bipart  |//i  — X est  nul,  ce  qui  exige  que  C le  soit  aussi.  Il  vient  «loue 


luh/  — adz  = 0 

d’oii 

1)1/  — az  = n 


qui  est  r(i<[uatiun  de  1a  projection  de  la  trajectoire  dans  le  plan  hori- 
zontal. Elle  repre^sente  une  perpendiculaire  à la  trace  horizontale  du 
plan  donne. 

1 3(>.  Mouvetiieiit  relutif  sur  une.  courbe  en  mouvemenl.  — Si  pendant 
qu’un  point  niati-riel  glisse  le  long  il’iinc  courbe  donnée,  en  vertu  de 
certaines  forces  motrices,  cette  courbe  est  mise  elle-même  en  mouve- 
ment, les  eirconstanecs  du  mouvement  du  point  matériel  le  long  de 
la  courbe  ou  le  mouvemenl  relatif  se  «létcrininent  comme  il  suit  ; 
concevons  la  courbe  rapportée  à deux  systèmes  d’axes  rectangulaires, 
l’un  Ixyz)  fixe  dans  l’espace  et  l’autre  (x'i/'z')  mobile  et  invariable- 
ment lié  h la  courbe  dont  la  forme  est  donnée  par  les  équations 

x'r=fz’,  i/'  = Fz’....(l) 

et  dont  la  position  dans  l’espace  est  donnée  au  moyen  de  la  position 
des  axes  X',  Y',  Z'  relativement  aux  axes  immobiles  X,  Y,  Z. 

Dans  les  relations  connues  entre  li‘s  deux  sysb'unes  de  «■oordonnées 
d’un  meme  point,  savoir 

X — I -I-  nx'  bif  -I-  rz 
y = m + n'x'  v-  h';/'  e'ï'....(;J) 

z = U -k-  a"x'  -c  b" y'  -v-  c”r', 
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■2U> 

les  eocflicienls  a,  b,  c,  a'...  t,  m,  n qui  fixent  cette  (josition  d’un 
système  d’axes  par  rapport  à l’antre,  sont  donc  des  Ibnctiuiis  données 
ilu  temps  I.  Dérivons  deux  fois  ces  équations  par  rapport  à t.  Comme 
les  forces  qui  agissent  sur  le  point  sont  les  forces  inotriecs  X,  Y,  Z et 
les  composanles  de  la  pression  de  la  eourlie  inoliile,  les  équations  du 
mouvement  absolu  sont 


d-u 

= X t-  X cos  X,  m — = Y -t- 


.>  eos  (* , 


dans  lesquelles  ).,  fi,  s fixent  la  direction  de  cette  pression,  et  l’on  aura 


N 

— eos  / 
m 


X , fl-ii'  il^z'  (la  dx'  dh  du' 

m dr-  dl-‘  dt‘  dl  dt  (U  dl 


•I 


de  dz'  d*a  , 

dt  dl  dl* 


d*b  d*c  d*l 

dT*y  ’^'dT*^ 


— eos  fl  = etc.,  — eos  > = etc i.v) 

«I  m 


auxquelles  il  faut  joindre  la  eondilion  que  pour  eliaque  instant  la 
pression  est  normale  h la  courbe  mobile,  condition  qui  est  exprimée 
par 

d’x  cos  X -t-  d’y  eos  f*  -c-  d'z  cos  v = 0 — (4) 


d' désignant  les  différenlicllcs  de  i,  y,  z prises  dans  (2)  en  supposant 
le  temps  I constant,  c'est-à-dire,  a,  b,  c,  a' restant  invariables. 

Si  l’on  multiplie  les  équations  (3)  respectivement  par  d'x,  d'y,  d'z 
et  qu’on  les  ajoute,  X'  disparait  à cause  de  l’équation  (4)  cl  après  avoir 
remplacé  x',  y’  et  d'x,  d'y,  d'z  par  leurs  valeurs  tirées  de  (I)  et  (2)  et 


, UU  U'I  , ■ . 

remplace  a,  b...  P''"’  valeurs  données  en  t,  on  est  con- 


duit à une  équation  dérivée  linéaire  du  second  ordre  entre  z'  cl  t, 
dont  l’intégrale  fera  eonnailre  le  inonvement  du  point  relativement  à 
la  courbe  ou  le  mouvement  relatif.  Le  mouvement  absolu  se  détermine 
en  remplaçant  j',  y',  z'  ]iar  leur  ^aleur  en  t dans  (2)  et  la  pression  X 
s’obtient  en  additionnant  les  équations  (3)  après  les  avoir  élevées  au 
carré  et  après  avoir  remplacé  x',  y',  z'  par  leurs  valeurs  en  I. 
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Lois  <lc  Kepler  Hans  le  rnouveinenl  des  planètes.  Principe  de  la  gravita tinn  iinivcr- 
.sclle.  — Mouvement  des  satellites  autour  des  planètes.  — .Masse  des  planètes. 
Masse  de  la  terre.  — Densité  nioyennc  de  la  terre.  .Métliode  de  Bongner.  Méthode 
de  (àis  endiseli. 

IÔ7.  Loin  de  Kepler  daim  le  mouvement  des  planètes.  Principe  de 
la  gravitation  universelle.  — Le  niottvcineiil  ctirv  iligm;  (iiic  prcttrieiit 
niitoiir  du  snleil  tous  les  corps  de  noire  sy.slèiiie  plaiiéinire  prouve 
iiicontestiibleineiil  «pi’ils  oltéissenl  ;i  cerluine.s  forces  ipti  les  foui  dévier 
à clini)ue  instant  de  Ictir  direction  rcctiligtie.  Si  elles  notis  élaienl 
contiucs , la  deterinination  des  moiivcinents  des  cor|»s  célestes  ne 
dépendrait  plus  que  de  la  .solution  d'un  grand  problème  de  mccanic)uc; 
mais  rien  ne  nous  fuit  connaître  à priori  leur  direction  cl  leur  inlcu- 
sitc,  qui  ne  laissent  d'autres  traces  de  leur  présence  que  les  clfeU 
«lu’elles  produisent;  c'est  donc  dans  ces  effets  inemes,  c'est-à-dire 
dans  la  nature  et  les  lois  dti  inouvement  des  planètes  qu’il  faut 
eliefcher  les  données  nécessaires  pour  remonter  à la  rause  invisible 
ipii  tnaintienl  les  planètes  dans  leur  orbite. 

Les  lois  générales  de  ces  mouvements,  décotivcrles  |>ar  Ke|)lcr, 
sont  éminemment  propres  à cet  usage.  Cet  astronome,  jiar  une  longue 
suite  d’observations,  reconnut  que  les  mouvements  des  planètes  autour 
du  soleil  sont  assujettis  à certaines  lois  géomctri<iues  connues  sous  le 
nom  lie  lois  de  Kepler,  et  <|ui  consistent  en  ce  que  : I"  les  orbites 
réelles  ou  apparentes  des  planètes  sont  des  courbes  planes,  et  les  aires 
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décrites  autour  du  soleil  par  les  rayons  vecteurs  des  planètes  sont 
proportionnelles  aux  temps  employés  à les  décrire. 

2”  Les  orbites  réelles  ou  apparentes  sont  des  ellipses  dont  le  centre 
du  soleil  occupe  un  des  foyers. 

ô°  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  sont  sensible- 
ment proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Remarquons  que  ces  lois  sont  précisément  celles  que  nous  avons 
trouvées  (N°’  120  et  121)  pour  le  mouvement  d’un  point  matériel 
attiré  par  un  autre  point  fixe  ou  mobile,  avec  une  force  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance.  Kepler  et  les  astronomes  con- 
temporains ne  virent  pas  immédiatement  tout  le  [larti  qu’il  était  pos- 
sible de.  tirer  de  cette  découverte  qui  resta  longtemps  stérile;  il  était 
réservé  à iVewton  de  déduire  de  ces  données  la  loi  de  l’attraction  du 
soleil  sur  les  planètes,  et  par  suite,  en  généralisant,  le  principe  de 
la  gravitation  universelle.  Examinons  par  quelle  série  de  raisonne- 
ments il  arriva  a une  semblable  conclusion. 

D’après  la  première  des  trois  lois  de  Kepler,  le  mouvement  d’une 
|)lanètc  autour  du  soleil  se  fait  de  manière  que  les  aires  apparentes 
décrites  ]iar  son  rayon  vecteur,  sont  proportionnelles  aux  temps 
employés  à les  décrire.  Il  résulte  de  là  (X“  IIC)  que  1a  force  relative 
qui  agit  sur  la  planète  est  nécessairement  dirigée  vers  le  centre  des 
aires , c’est-h-dire  que  la  force  est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil  fixe 
ou  mobile. 

La  deuxième  loi  de  Kepler  apprend  que  les  orbites  réelles  ou  appa- 
rentes des  planètes  sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  l’un  des 
foyers.  Il  suit  de  là  que  , si  on  désigne  par  r le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  par  ai  l'angle  qu’il  fait  avec  le  grand  axe  2a  de  l’ellipse,  et 
par  e re.xcentricité  ou  le  rapport  de  la  distance  des  foyers  au  grand 
axe,  on  a d’après  l’équation  polaire  de  l’ellipse, 

« (1  — e*) 

= 

1 -+-  e eos  01 

Mais  si  on  désigne  par  R l’action  mutuelle  du  soleil  et  de  1a  planète 
ayant  des  masses  M et  m , on  a vu  (N“  1 17)  que  l’équation  des  forces 
vives  dans  le  mouvement  relatif  donne 


tv 


2 


M -H  m 
Mw 


fl\dr 


nu 


- = 2*' 


Mm 
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(Imis  laquelle  dr  est  la  différcnliclle  du  rayon  vecteur  r.  On  a vu 
dans  lu  théorie  des  courbes  polaires  que  l’on  a 


= r*du^  dr^, 

et  si  l’on  tire  de  l’équation  polaire  de  l’ellipse  la  valeur  de  dr  en  élimi- 
nant l’angle  u,  il  vient 


d.s*  = 


r’  du* 


o (1  — e 

l’équation  des  forces  vives  devient  ainsi 


On  a vu  aussi  dans  la  théorie  des  courbes  polaires  que  l’aire  élémen- 


taire comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  consécutifs  estlr^do);  en 


désignant  donc  par  C le  rapport  constant  des  aires  décrites  aux  temps 
employés  à les  décrire , la  première  loi  de  Kepler  fournil  l’équation 
suivante  : 


1 

2 


ce  qui  réduit  l’équation  des  forces  vives  à la  suivante  : 

-r, Tv  I )—  i’»*  = / Rrfr 

« (1 — e*)\r  a J Mm  '' 

et  si  l’on  dilTércnlic  les  deux  membres,  il  vient* enfin 


_ 4C*  Mm  1 

« (1  — e‘)  M -I-  m r* 

d’où  l’on  conclut  que  ratlraclion  doit  être  inversement  proportionnelle 
au  carre  de  la  distance. 

Le  signe  négatif  de  R indique  que  cette  force  est  dirigée  vers  le  pôle, 
c’est-à-dire,  vers  le  soleil.  En  divisant  la  force  motrice  R par  lu  masse  m 
de  la  jilanètc,  on  a pour  expression  <lc  la  force  accélératriec  ou  de  la 
force  attractive  que  le  soleil  exerce  sur  runilé  de  masse  de  la  planète 
et  à l’imité  de  distance, 

M 

,M  -i-  m (I  (1  — e*) 
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On  (‘inicliil  (le  la  (i-uisii'iiie  loi  de  Kepler  (|uc  cette  ioree  attnieli\e  a 
la  nu'ine  iiiten^ité  pour  toutes  les  planètes;  en  ellet , pour  une  autre 
planète  /«'elle  sera  représentée  par 

M 4C'* 

M -I-  m’  a'  (1  — e'*y 

et  eomnie  C et  C sont  les  rapports  constants  entre  les  aires  décrites 
et  les  lemj)s  employés  à les  décrire,  ils  représentent  aussi  les  rapports 
entre  les  aires  des  ellipses  entières  et  les  temps  T et  T'  des  révolutions  ; 
on  a doue 

(.=  - C 


ce  (pii  fait  prendre  aux  expressions  des  deux  forces,  les  formes 
M , ,0* 

, — çj  — 

M -4-  1H  T*  JI  -t-  m 


l'i 


et  ces  forces  sont  (’gales,  pnisipic  la  troisième  loi  de  Kepler,  ipii  n’est 
(pi’approcliée,  donne 


yj  J, J 


ou  plus  cxaclcinent , 


I 


1 


M H-  »i  Ti  M m'  T'* 

(pii  ne  dilfère  de  l’autre  que  d’une  quantité  insensilde,  à cause  de  la 
petitesse  de  m et  de  m’  par  rapport  à M pour  tous  les  corps  de  notre 
système  |danétaire.  D’oèi  l'on  eoneint  que  la  force  émanant  du  soleil 
(pii  retient  les  jdanètes  dans  leur  orhite,  est  (r('gale  intensité  pour  des 
masses  (‘quivaleiites  placées  à des  distances  (‘gales,  cl  est  |iroportion- 
ludle  aux  musses  sur  lesipiellcs  elle  agit , eomnie  la  jiesanteur  à la 

4::-  rt’ 

surface  de  la  terre,  puisque,  en  rciirésentant  par  K le  facteur  — 

M -4-  w r* 

qu’on  vient  de  voir  être  invariable  jiour  toutes  les  planètes,  rallractioii 

1 , I ■ < ■ • K Moi 

du  soleil  sur  la  planète  d(  ueiil  — ■ 

r* 

Il  est  à remar([iier,  1“  que  les  lois  de  Kepler  s’étendent  au  mouve- 
ment des  comètes  autour  du  soleil  et  au  muiiveinent  des  satellites 
autour  des  planètes  ; 2"  que  l'on  n’a  pu  rendre  eoniple  de  certaines 
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piTliirltations  observées  dans  le  moiivcinenl.  îles  planètes,  qu’en  les 
supposant  soiiinises  entre  elles  à des  allraelions  inntiiclles  do  même 
jîcnre  ipie  celle  (pi’excrce  le  soleil  sur  les  planètes;  et  5“  que  rex[ié- 
ricnee  a l'ail  reeouuailre  (pic  deux  corps  placés  à lu  surface  de  la  terre 
s’attirent  aussi  niutuellcment  avec  une  intensité  proportionnelle  il  leur 
masse  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  leur  distance.  On  est 
ainsi  conduit  à considérer  tons  les  corps  qui  existent  dans  l’univers  comme 
doués  d’une  force  d’attraction  sur  les  autres  corps , dont  la  pesantcur 
n’est  qu’un  cas  particulier  et  dont  l’intensité  est  proportionnelle  à la 
niasse  attirée  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  sa  distance. 

Telle  est  la  force  qui  régit  le  mouvement  des  astres  comme  celui  du 
moindre  corps  terrestre,  et  en  soumettant  son  action  au  calcul,  toutes 
les  lois  du  système  du  monde  ne  sont  plus  que  des  conséquences  du 
principe  (rattractinn  ou  tic  Iti  ijravilation  univerxelle. 

IÔ8.  Miiuremenl  tics  sitlelliles  autour  des  jilanètes.  — Nous  avons 
dit  que  le  mouvement  d’un  satellite  autour  de  sa  planète  suit  les 
mêmes  lois  que  le  mouvement  d’une  ]ilanèle  autour  du  soleil.  Cela 
serait  rigoureusement  vrai  si  le  satellite  n’était  soumis  qu’a  la  seule 
attraction  de  sa  planète;  mais  outre  cette  force  attractive,  il  éprouve, 
ainsi  ([uc  la  planète,  l’action  du  soleil  (|ui  altère  plus  on  moins  son 
mouvement  clli]itiquc.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
satellite  s'obtiennent  de  la  manière  suivante  : 

Soient  M,  ni,  ni'  (lig.  117)  les  masses  du  soleil  S,  de  la  planète  P et 
du  satellite  s,  concentrées  au  centre  de  res  sphères,  R,  R',  r les 
distances  de  la  planète  au  soleil,  du  satellite  au  soleil  et  du  satellite 
à la  planète.  Par  les  centres  du  soleil  et  de  la  planète  faisons  passer 
des  axes  rectangulaires  parallèles  et  de  direction  invariable,  quoique 
mobiles,  et  désignons  par  x,  tj,  z et  x',  y',  z'  les  ciiordonnées  de  la 
planète  cl  du  satellite  par  rapport  an  soleil;  x'  — x,  1/ ■ — y,  z’  — z 
seront  les  coordonnées  du  satellite  par  rapport  à la  planète.  Les 
actions  mutuelles  du  soleil  et  de  la  planète,  du  soleil  et  du  satellite 

, , . ...  KMui  KMui' 

seront,  d apres  le  numéro  precedent,  cl  ■ 1 les  forces 

relatives  qui  agissent  sur  la  |)lanètc  et  sur  le  satellite  deviendront  (lin 

. ».  . . ..  ^1  ■+■  KMm  M -t-  m'  K Mm'  , 
dn  Mb)  — ■ et  - — et  les  composantes  sui- 

vant les  axes  de  ces  forces  auront  pour  valeurs 


i m(M  I 


Km  (M 
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■ Kwi' (M  + w')  ’ - Km'(M-4-»H')|r,>  — >'w'(M  + w')p 


D’un  milrt:  côlc,  les  nclions  iniiltielles  «lu  salollile  « sur  la  planète  I* 
et  (le  la  planète  P sur  le  satellite  s sont  dont  les  eoniposanles 


parallèles  aux  axes  sont 

x'  — I 
K»im' : — 1 


K mm 


,'j  —y 


K mm'  - 


K»im' 


X — X 


— Kmm 


,y 


■ Km»«'- 


on  a donc  pour  les  équations  du  inouvemcnl  relatif  de  la  planète  et 
du  satellite  pur  rapport  au  soleil , 

V ® ,a;'— X 

m -7-^  = — km  (M  m)  — -t-  Kmm  : — > 

m ~ 7 = — Km  (M  + "*)  K/«m''^ — — 


dt* 


- Km  (M  m)~^  K»i»«’  - (1) 


, <l‘x' 

III  — 7-r  ■ 

f/t* 

. '^*y' 

m'  —/ 
lit* 


x'  x'  - — X 

Km'  (.M  -V  — Kwiwr'  — -- — > 

. y'  y'  — V 

K m (M  -t  m ) K mot  » 


</*z'  2' 

— Km'  (M  t-  m')  — — Kmm'  ■ 


'Jl'S 


•(2) 


Ces  six  équations,  lors(|u’clles  seront  intégrées,  feront  eonnaitre 
X,  y,  2,  x',  y,  z'  en  fonction  de  f,  c’est-à-dire,  qu’elles  fixeront  à 
eliaquc  instant  lu  position  de  la  planète  et  de  son  satellite  par  rapport 
au  s(deil.  Ce  problème  est  connu  sous  le  nom  de  proUème  des  trois 
rorps.  Ces  intégrations  , qui  ne  peuvent  d’ailleui’s  se  faire  (pie  par 
approximation,  nous  écarteraient  trop  de  notre  but  pour  que  nous 
puissions  nous  y arrêter;  nous  nous  bornerons  à tirer  quelques  eonsé- 
(]ucnees  géiuTalcs  des  équations  différentielles  memes. 

Remanpions  d’abord  (pie  la  pn-senee  du  satellite  altère  le  inoiiveineiit 


r 
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cIc  la  planèu^  autour  du  soleil;  car  les  équations  du  mouvement  de  la 
planète  privée  de  satellite  seraient  : 

d*x  X d^tf  y 

m — = — Km(M  -4-  m)  -,  ni  ^ — Km  (M  -4-  m)^, 


m — =-Km  (M-4-m)^; 

iiiiiis  celle  allérnlioii  csl  forl  petite , puisque  le  terme  qui  a disparu 
il*x 

dans  la  valeur  de  ni  » etc.,  eontient  le  facteur  ni'  et  que  la  masse 

d’un  satellite  est  exlrdmciiicnt  petite  en  comparaison  des  masses  M 

et  m du  soleil  et  de  la  planète  ; de  sorte  que  la  présence  du  satellite 

ne  fera  dévier  la  planète  que  très  peu  de  son  orbite  elliptique. 

Pour  ec  qui  concerne  le  satellite,  remarquons  que  s’il  n’avait  été 

„ „ . Kmm'  . , . , 

soumis  qu  a I attraction — ^ — de  sa  planète,  comme  les  composantes 

x'  — X 

iTlatives  de  cette  force  sont  — Km' (m  + m') — etc.,  etc.,  les 

équations  de  son  monvcmcnl  relatif  auraient  été,  attendu  que  x'  — x, 
y'  — y , z'  — Z,  sont  les  coordonnées  du  satellite  rapportées  au  centre 
d’altraetion  qui  est  la  planète, 

,d^(x'  — x)  ,,  „x’—x 

tn  — r- = — Km  (»?  -4-  m ) » 

dt*  ^ 


V)  _ _ Km' (m  -H  «0  , 

r/t*  ' ' r' 

z'  — Z 

m'  — — - = — Km'  (m  -4-  m') , 

lU*  ' ' r’ 

ou  bien , 

il*x  d‘x  , ^x'—x  d*y'  dhj 

dt*  dt*  ' ' r*  d/*  dl*  ' ' r’ 

d‘z'  r/*î  , ,,  s'  — 2. 

7m -3?-- <■’> 

Si  on  retranche  membre  à membre  les  équations  (I)  de  (2)  après 
avoir  supprimé  les  facteurs  m et  m',  il  vient 

d*x'  d*x  „ x'  — X „ ,,,  „ x'  . X 
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-r.y 


JY 

dt‘- 


J‘i/ 

dï* 


= cir....(4) 


i|iii  (liir<’Tciil  ossmlu'llpnii'nt  (les  pircédeiites  (5);  le  iiiunvemoiit  du 
sjilellile  iiuldiir  de  la  plaiièle  esl  donc  alUw  par  rnltraclion  du  soleil, 
ce  <pii  du  resie  devait  évidciniiicnl  arriver;  mais  il  est  facile  de  voir 
rpie  cette  altciration  n’est  aussi  (pie  fort  [letite;  car  la  distance  Ps  étant 
[lonr  tons  les  satellites  connus,  fort  petite  relativement  aux  distances 
PS  et  sS,  l'atlraetion  relative  exercée  par  le  soleil  sur  rnnité  de  masse 
(In  satellite  se  confond  en  grandeur  et  en  direction  avec  (;ellc  qui  est 
exercée  sur  l’unité  de  masse  de  la  planète,  c’est-à-dire  que  les  compo- 
santes suivant  les  axes  de  ces  deux  forces  sont  scnsildcmcnt  égales; 
or  ces  deux  forces  relatives  ont,  d’après  ce  qn’on  vient  de  voir, 
pour  composantes  rapportées  aux  unités  de  masse  des  deux  corps, 

X x’  , , 

K (M  -I  ”0  jp;  équations  (4) 

ne  dilfèrent  donc  (pic  très  peu  des  équations  (3);  d’où  il  résulte  que 
le  mouvement  relatif  du  satellite  autour  de  sa  planète  ne  diffère  que 
Irè's  peu  de  ce  (pie  serait  ce  mouvement  si  la  planète  et  son  satellite 
existaient  seuls  dans  l’espace,  c’est-à-dire,  que  ce  dernier  décrit,  à 
fort  peu  près,  une  ellipse  dont  la  planète  occupe  un  des  foyers. 

I.es  différentes  planètes,  comme  on  l’a  déjà  dit,  exercent  aussi  les 
unes  sur  les  autres  et  sur  les  satellites,  des  attractions  qui  se  comlii- 
nent  avec  celle  du  soleil.  Ces  actions  sont  constatées  par  les  perturba- 
tions (pi’clles  produisent  dans  le  mouvement  elliptique;  de  sorte  que 
le  mouvement  elliptique  des  planètes  et  des  satellites  ne  doit  être 
considéré  que  (*omme  une  i»remière  approximation,  (|ui  devra  subir 
ensuite  des  corrections  nombreuses,  mais  en  général  assez  petites, 
dont  la  détermination,  analogue  à celle  que  nous  venons  (riiidi(pier 
pour  un  satellite,  fait  un  des  principaux  objeLs  de  la  mécanique 
céleste. 

lôit.  .1/a.s.sc  des  planètes.  .Masse  du  tu  terru.  — La  tliéorie  de  la 
gravitation  universelle  conduit  facilement  à In  détermination  des  rap- 
ports entre  les  masses  des  planètes  et  eelle  du  s(deil  ; en  elbq,  on  a 
vu  (N"  lil)  ipic  dans  le  mouvement  elliptique  relatif  d’une  planète  m 
autour  du  soleil  .M,  la  diiriie  d’une  révolution,  a étant  lu  demi  grand 
axe  de  l’ellipse,  esl  exprimée  par 


j/ K (M  -+-  »(■) 
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'’iy.i 

On  lire  de  Iîi 

K (M  + ,n)  = W*  • 

Ou  a VII  niiK.si  ijiic  le  snlellilo  se  meut  uuluur  île  la  planète  à l'oi'l  peu 
près  eoiiiiiie  1a  planète  autour  ilii  soleil,  et  cpie  par  eoiiséqueiit,  en  re- 
préiuiitaiit  par  a'  et  T'  le  demi  grand  axe  de  l’orhitc  du  satellite  et  la 
durée  de  sa  révolution,  on  doit  avoir 

K (W  4 !«')  = 4:t*—  . 

Ces  deux  éipiations  doiiiient 

M -4-  IH  ll’T’* 

III  4-  m'  n’’ 

et,  eomme  la  masse  d’nnc  planète  est  fort  [ictitc  relativement  à celle 
du  soleil,  ainsi  que  celle  du  satellite  relativement  ?i  sa  planète,  l’équa- 
tion précédente  se  réduit  sensiblement  à 

M g'^T'* 

ipii  donne  le  rapport  clicrrlié. 

Cette  mélliode  est  peu  exacte  pour  délcniiiner  la  masse  de  la  terre, 
parce  que  la  masse  de  la  lune  est  trop  considérable  pour  «pi’on  puisse 
négliger  ni'  devant  m.  La  eonnaissancc  de  lu  pesanteur  à la  siirfaec  île 
la  terre  fournit  un  autre  moyen  plus  exact  pour  mesurer  sa  masse;  en 
désignant  par  r le  rayon  de  la  terre  siqiposée  spliériqiie  et  liomogène, 
rattraelion  ipic  su  masse  ni  qu’on  peut  coneevoir  conecntréc  dans  son 
eentia-,  exerce  ii  la  distance  r du  rentre  sur  l’unité  de  masse,  est,  eomme 
on  sait,  repi-éscntéc  par 

Km 


or,  cette  attraction  <|ui  n’est  autre  cliosc  ipic  la  gravité  à la  surface 
lie  la  ti-rre,  est  donnée  par  rexpérience  (N"  I2f>);  si  donc  on  la  dé- 
signe pur  G,  on  aura 


K Ml 


d'un  autre  côté,  la  révolution  de  la  terre  anloiir  du  soleil  étant  sensi 
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bicmcnl  la  iiicmc  que  si  lu  lune  n’existait  pas,  ainsi  qu’on  l’a  vu  au 
N°  158,  conduit  à lu  relation 

on  a donc  en  éliminant  K, 

M _ 4r»  _ 

■ 

On  U trouvé  de  cette  manière, 

-=354592. 

m 

Connaissant  le  rapport  de  la  musse  de  la  terre  ù celle  du  soleil,  il  est 
facile  de  trouver  le  rapport  de  la  masse  d’une  planète  quelconque  à 
celle  de  la  terre;  eur  pour  une  planète  quelconque  m'  on  a 

et  en  remplaçant  K par  sa  valeur  tirée  de  l’expression  précédente 
de  G, 

m' 4 r*  a’’  M 

ni  Gr*  T'*  ni 

La  masse  de  la  lune  se  déduit  de  son  action  sur  les  eaux  de  la  mer 
dans  les  marées. 

14Ü.  Deimté  innijeniie  (le  lu  terre.  Méthode  de  lioiiguer.  Méthode 
de  Caveiidisch.  — Cette  formule  donnerait  les  masses  de  toutes  les 
planètes,  si  celle  de  la  terre  était  connue.  Cette  dernière  a été  déter- 
minée en  observant  les  déviations  qu’un  lil  .à  plomb  éprouve  dans  le 
voisinage  d'une  haute  montagne,  par  suite  de  l’attraction  que  1a  masse 
de  la  montagne  exerce  sur  la  masse  du  fd  Ji  plomb.  Soit  uBO  (fig.  98) 
la  verticale  élevée  en  un  point  B de  la  surface  de  la  terre,  au  pied 
d’une  montagne  .M  ; si  au  point  a on  suspend  un  lil  à plomb,  ce  fd 
qui,  sans  le  voisinage  de  la  montagne,  suivrait  la  verticale  aB,  s’incli- 
nera vers  la  montagne  et  prendra  la  position  uni,  à cause  de  l’attrac- 
tion que  la  montagne  exerce  sur  la  masse  de  plomb  mi,  attraction  qui, 
d’après  ce  qu’on  a vu  en  statique,  (N”  101)  est  dirigée  vers  son  centre 
de  gravité  G.  Connaissant  par  l’observation  l’angle  île  déviation  Bam, 
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OU  en  iléiluit  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à la  masse  donnée  par 
rol)scr\atimi,  de  la  montagne;  en  elTct,  si  l'on  conroitlc  point  ni  joint 
an  eeiilre  de  1a  terre  par  la  verticale  »iO  et  au  centre  de  gravité  G de 
la  nionlagne,  par  la  droite;  »iG,  la  résultante  des  deux  attractions  diri- 
gées suivant  mO  et  wG  devra,  dans  l'éUtt  d'éi|uilil)rc  du  fil  à plomb, 
être  dirigée  suivant  am;  en  représentant  dont;  par  M la  masse  ilc  lu 
terre,  par  m celle  de  la  monUigne,  par  u lu  masse  de  plomb  placée 
en  m,  pur  r le  rayon  »iO  de  la  terre  et  par  l lu  disUince  mG  du  lieu 
d’observation  au  centre  de  gravité  de  la  montagne,  les  attractions  sui- 


^ , KeiM  Kum 

vaut  mü  et  mG  seront  — 7-  et  — 1 


et  l'on  aura 


Kum  KuM  . . » . . 

: = sin  AmO  : sin  AmG , 

r* 

d’où  l’on  tire,  en  représentant  par  a l’angle  omG  qu’on  détermine  par 
l'observation,  et  pars  l’angle  AmO  qui,  ti  cause  de  la  longueur  de  mO, 
est  égal  à l’angle  de  déviation  AnO  , 

M r*  sin  « 

m l*  sin  £ 

Cette  équation  fait  cunnaitre  la  masse  de  la  terre,  connaissant  la  niasse 
de  la  montagne.  On  déduit  de  là  la  densité  moyenne  de  la  terre  ; car 
en  la  désignant  par  1),  par  d celle  de  lu  montagne  dont  on  connait  la 
cunstitntion,  et  pur  V et  v les  volumes  de  ces  deux  musses,  il  vient 


et  par  conséquent 


M = VI),  m=i!d, 


1)  - r-v  sin  a 5 r sin  a 

d /*  V sin  £ 4 7r/*r  sin  £ 


On  a trouvé  de  celte  manière  que  la  densité  moyenne  de  la  terre  est 
égale  à environ  îi  fois  celle  de  l’cnu. 

I.a  densité  moyenne  de  la  terre  a été  déterminée  avec  une  plus  grande 
précision  par  nn  autre  procédé  dû  à Cavcinisch.  A un  fil  vertical 
très  délié,  suspendons  par  le  milieu  A (fig.  ’J!I)  et  dans  une  posi- 
tion horizontale,  une  verge  IIB'  terminée  par  deux  sphères  métalliques 
identiques  B et  B';  cette  verge  abandonnée  à ellc-mémc  et  n’obéis- 
sant qu’à  la  force  de  torsion  du  fil,  s’arrêtera  dans  une  certaine  posi- 
tion BB',  cl  si  on  l’en  écarte,  elle  y reviendra  en  faisant  une  suite 
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<roscilli)(ions  dues  à l'uetioii  de  la  torsion  qu’aura  éprouvé  le  lil  de 
suspension.  Concevons  que  l’on  place  deux  sphères  inéudlicpies  égales 
cl  de  inèincs  matières  D cl  D'  dans  des  positions  identiques,  de  manière 
(|uc  les  centres  soient  placés  h des  distances  égales  BD  et  B'D’  prises 
sur  les  perpendiculaires  horizontales  élevées  aux  deux  extrémités 
B cl  B'  de  la  verge  BB'  ; les  attractions  exercées  par  les  masses  tii  de 
CCS  sphères  sur  les  masses  f»  placées  en  B et  B',  feront  dévier  la  verge 
BB'  qui  tournera  autour  du  point  A cl  s’arrêtera  dans  une  position 
voisine  CC',  pour  laquelle  ratlraction  de  I)  cl  D'  fera  équilibre  h la 
force  de  torsion  du  fil  de  suspension,  force  qui,  quand  elle  agissait  seule 
tendait  à raiiieiicr  la  verge  CC  dans  la  position  BB';  cl  si  l’on 
replace  la  verge  CC  dans  la  position  BB'  et  qu’on  l'ahnndoniie  en- 
suite è ellc-iiiémc,  elle  fera  une  suite  d’oscillations  dont  la  durée 
cl  ramplitudc  vont  nous  (aire  connaitre  le  rapport  de  la  masse  m 
à la  masse  de  la  terre;  en  effet,  considérons  le  moiivciiicnt  de  l’un 
des  deux  points  B ou  B',  de  B par  exemple,  et  supposons  que  ce 
point  se  meuve  dans  la  jicrpendiculaire  BD,  ce  qui  est  permis,  vu 
la  petitesse  des  oscillations,  lin  représentant  par  x la  dislanee  du 
centre  de  la  masse  p au  point  fixe  B à une  époque  quelconque  du 
niouvemcnl  et  par  a la  distance  BD,  raltraclion  de  fz  sur  m seia  à 
une  époque  quelconque, 

KttW 

(<i— x)*’ 

si  donc  U est  l’effort  que  fait  1a  force  de  torsion  du  lil  pour  ramener  la  ' 
masse  u a sa  position  B,  un  aura  pour  l’équation  du  mouvemeiil  de  la 
ninssc  P, 

d*x  Kpm 

l’ai  traction  de  la  sphère  I)  sur  la  sphère  B'  est  ici  négligée  comme 
n’ayant  qu’un  effet  inscnsihle. 

L’expérience  apprend  que  la  force  a)  est  proportionnelle  à l’angle 
de  torsion,  en  sorte  que  si  H est  la  force  nécessaire  pour  faire  tourner 
la  verge  d’un  arc  égal  a 1 , et  si  « est  l’angle  que  fait  à une  é|ioque 
quelconque  la  verge  avec  BB',  la  force  de  torsion  ca  sera  e.  D’un 
autre  cèté,  on  a évidemment,  r étant  la  distance  CA, 

X = re  ; 
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a:.;» 


réi|iinliim  <lii  iiimiu'inoiit  dcviciil  clone 

c/’«  Km  lis 
lit*  (a  — rs)*  fl 

uu,  en  ilêu‘lon|)anl  en  série  In  rrncliuii  , — î—  et  en  se  burnanl  mix 

(a  — re)* 

(leux  ]treniiers  ternies,  parce  que  rs  est  très  jielil  en  eoniparnison 
(le  a , 

(/*«  Km  / SI  2Km\ 

dl*  a^r  \^[xr  o’  J 

Le  raeteiir  binàinc  qui  niniliplic  e,  est  toujours  positif;  car  il  est 
visible  (pie  la  valeur  de  l’angle  e correspondant  h la  position  ou  la 
force  de  torsion  fait  équilibre  à la  force  d'attraction,  s’obtient  en 
('galant  à zéro  In  force  motrice  totale  ou  en  posant 

Km  /si  2Km 

a*r  Vur  ri’ 


et  coinine  cette  valeur  de;  doit  être  visiblement  positive,  il  en  résulte 
(pie  le  bim'iine  ne  peut  être  que  positif  ; l'équation  est  donc  de  la  furine 


'üf 

(7? 


= ;>> 


L’inl('gralc  de  celte  (tf)uation  différentielle  du  premier  degre  et  du  se- 
eond  ordre,  à coeflicients  constants,  est 


P ^ ■ 

c = — C sin  tjl  -I-  C'  cos  (ft. 


Si  on  détermine  les  eonstantes  C et  C'  par  la  condition  (pie  lors(pie  le 


temps  l commence,  c’est-à-dire,  à l’époque  initiale,  l'angle  variable  e 
et  la  vitcsse-j-ou  -j-sont  nuis,  il  viendra 


P*  P*  P*,.  \ 

f = — — L cos  (fl  = -r(1  — COS  (jt) 

(f*  (/*  ' q*  ' ' 

qui  fait  coniiaiire  la  lui  du  mouvement  de  la  verge  IIIV.  Il  est  visible 
(pieeelle-ei  prend  un  mouvement  oscillatoire  qui  s’étend  dejiiiis  £ = 0 


|IIS(]II 


'à  £ = 


c’est-à-dire,  ipie  l’amplitude  des  oseilliitions  est 
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P* 

que  nous  désignenins  par  i\  quant  à la  durée  d’une  oseillaliun, 
elle  est  ilonnée  par 

d’où 


eos  qt'  — — 1 


(fi'  =.c  el  t'  — - . 

7 

Supposons  que  l’on  ait  observe  cette  amplitude  a el  la  durée  I',  on 
aura  en  remplaçant  p et  q par  leur  valeur, 


Km 

a 2Km  ’ 
ru.  o’ 


11 

fU- 


2Km 


d’où , en  éliminant  n, 


2K  m jr*  _ 

a*ra  t'*  ' 


mais  on  a vu  plus  haut  que  l'on  a , M étant  la  masse  île  la  terre , K son 
rayon  et  G la  pesanteur  telle  qu'elle  serait  sans  la  roUitiuii , 


KM 
R*  ~ 


si  l’on  tire  de  là  1a  valeur  de  K pour  la  subslitui+  dans  l’équalion  pré- 
eédenle,  il  viendra  enlin 

m r:*a‘ra. 

M""2GR*t'-’ 


ipii  fait  eunnaitre  le  rapport  entre  la  niasse  m et  1a  masse  de  la  lerir, 
et  par  suite,  le  rapport  entre  les  densités.  Cavendiseli  a trouvé  ainsi 
que  la  densité  de  la  terre  est  ('{çale  à S fois  celle  de  l’eau. 
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.Mmivemrnt  d*un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  manière  i|Ucl- 
ennqiie.  — l’rinripe  de  li’.MeiniMM  t.  — Pi  ineipe  de  D'.Meiiilierl  iiioditié  pour  le 
ras  d’une  perrussimi.  — .Spplieatinns  à dilTérenls  exemples. 

141.  Mouvement  d'un  système  de  points  matériels  liés  d'une 
manière  tinelcoixfue.  l'rineipe  de.  D'Ahiflhert.  — Le  jirohlèmc  géiié- 
rnl  de  la  dynamique  consiste  à déterminer  le  monxcmeni  des  dilTérenls 
points  nialériels  d’un  système,  eunnaissanl  les  forces  dont  cliaenn  de 
CCS  points  est  animé,  ainsi  que  les  liaisons  inexlensihles  ou  varialdes 
qui  existent  entre  eux.  Il  e.st  visililc  que  le  mnmement  elfeclif  de 
ehaque  point  est  produit  ]iar  la  résultante  des  forces  motrices  qui 
agissent  sur  lui  et  des  forces  intérieures  qui  naissent  des  liaisons; 
si  donc  on  pouvait  déterminer  les  valeurs  et  les  direelions  de  ces 
forces  inléricures,  on  pourrait  considérer  eliaque  point  matériel 
comme  isolé  et  poser  les  éqtialions  dilTérenliclles  de  son  moiivcmenl 
comme  on  l'a  vu  aux  eliapiires  XIII  et  XIV.  Cette  inarelie  a l’ineonvé- 
nient  d'exiger  le  plus  souvent  une  méthode  dilTércntc  pour  la  mi.se  en 
équation  de  ehaque  problème;  mais  une  remarque  fort  simple  conduit 
à une  solution  générale  et  uniforme  [loiir  toutes  les  queslions  de  dyna- 
mique. Considérons  un  système  de  jioints  matériels  m , ni',  m",  etc. 
.soumis  à l’aelion  de  forces  motrices  et  à eerlaincs  actions  mutuelles 
résultant  soit  des  attractions  entre  ecs  points,  suit  de  leurs  liaisons  jiar 
des  lils  extensibles  ou  inextensibles.  Appelons  ces  dernières  forees 
intérieures  du  système  pour  les  distinguer  des  forces  motrices 

ô4 


Digilized  by  Google 


IIIU’I'IIII.  \M. 


|iro|ir<‘incnl  dites,  que  nous  ii|i|ielleroi>s  forces  extérieures  ; le  iiimive- 
Mieiit  lie  elia(|iie  )ioint  miilériel  résiillein  de  la  eoinhinuison  des  liinTs 
inlérieiii’cs  et  extérieures  auxquelles  il  est  smiinis  ; de  sorte  que 
sa  véaetion  sera  toujours  épale  et  o|>|iosée  à la  résultante  de  eelles-ei, 
et  par  eonséqiient  il  y aura  à eliaqtic  instant  équilihre  autour  de  chaque 
|ioiiit  entre  les  forces  extérieures,  les  forces  intérieures  et  les  réac- 
tions dues  à l'inertie.  Kn  réunissant  tous  les  systèmes  de  foree.s 
en  équilibre  autour  de  chaque  point,  on  voit  qu’tï  y a équilibre  au 
moyen  des  liaisons  entre  toutes  les  forces  extérieures , les  forces  inté- 
rieures et  les  forces  d'inertie,  puisque  la  réunion  de  plusieurs ÿ^roupes 
de  forces  en  équilihre  forme  évidemment  un  système  en  équilihre. 

Si  les  liens  qui  unissent  les  points  du  système  sont  inextensibles, 
la  relation  précédente  se  simplilie,  car  les  forees  intérieures  se  pré- 
seutenl  alors  par  coujiles  de  forci-s  égales,  opposées  et  agissant 
aux  deux  extrémités  de  droites  inextensibles;  elles  se  font  doue  équi- 
libre deux  il  deux  et  l'on  est  alors  conduit  à celle  proposition  : 
dans  un  système  f/c  points  tnatériels  en  inonreinent , à liens  inex- 
tensibles, il  y a (i  cliaefue  instant  é(juilibre  par  l'intermédiaire  des 
liaisons,  entre  les  forces  extérieures  qui  ayissent  sur  le  système  et 
tes  réactions  dues  à l’inertie. 

Si  quelques  uns  des  points  matériels  étaient  assujettis  à demeurer 
sur  des  surfaees  ou  sur  des  courbes  données,  ces  surfaces  ou  ces 
courbes  exerceraient  contre  les' points  matériels  des  pressions  nor- 
males qu’il  faudrait  ranger  parmi  les  forees  extérieures  qui  con- 
courent à l'équilibre  précédent. 

On  a vu  plus  haut  que  dans  un  système  quelcon(|ue  en  mouvement, 
il  > a iiéeessaireinenl  éipiilibre  entre  les  forees  extérieures,  les  forces 
intérieures  et  les  réactions,  et  l’on  vient  de  voir  i|uc  dans  un  système 
dont  les  liens  sont  inextensibles,  l’équilibre  existe  entre  les  forees 
extérieures  et  les  réaelioiis.  Kn  rnp|irochant  ces  deux  propositions,  on 
est  conduit  h ce  principe,  du  reste  évident,  qu’l’/  y a équilibre  dans 
ces  der/iiers  systèmes,  entre  les  forces  intérieures  qui  naissent  îles 
liaisons,  r'esl-n-dire,  entre  les  tensions  inlérieure,s. 

Ces  conditions  d’équilibre  mises  en  équations  et  joinU-s  à celles  qui 
expriment  les  dixers  modes  île  liaison,  font  connaitre  toutes  les  cir- 
eonslances  du  inouxement  de  chaque  partie  du  système. 

Il  est  visible  que  les  équations  du  mouxement  d’un  point  niatériel 
unique,  données  aux  eha|iitres  XII  et  XIII  ne  sont  qu’un  cas  particu- 
lier des  précédentes.  puis(|u’elles  ne  font  (pi’exjirimer  l’égalité  de  la 
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(i'est  à D’Ali'iiilici'l  i)uc  l’un  duit  la  rernurqiiu  impurtanle  i|iii  prr- 
«■ùdc  «I  (|iii  a l’avanlajîu  de  traiisldriner  loiilc  quusiion  de  iiimivfiiiriil 
cil  lin  probicinc  d'cqiiilibrc  ; on  lui  a doiiiu;  le  nom  de  piinclp<‘ 
ilf  D'Aleinhei  t.  Ordiiiiiii'emenl  ou  le  présciile  sous  une  forme  un  peu 
diirérenle  ; K étaiil  la  foire  qui  devrail  agir  sur  un  des  puiiiK  ni 
dclueiiê  du  système  pour  lui  eommuniqiier  le  mouvement  elfeetif  ipi'il 
prend  par  suite  de  scs  liaisons,  on  sait  que  la  force  d’inertie  est  égale 
et  opposée  à R cl  si  on  nomme  cette  force  R force  effective,  le  premier 
énoncé  du  |irineipc  pourra  èire  remplacé  par  le  suivant  : il  ij  a à clinr/ite 
instant  éi/uilibre  entre  les  forces  motrices  intérieures  et  extérieures  et 
les  forces  ejfectives , ces  dernières  étant  prises  en  sens  inverse. 
boi-siiiic  les  liens  intérieurs  sont  inextensibles,  les  forces  intérieures 
disparaissent  et  alors  il  >j  a éiiiiilibre  entre  les  forces  motrices  exté- 
rieures et  les  forces  elfectives  prises  en  sens  inverse.  Kntin  si  dans  le 
cas  de  liens  inexteiisildes,  on  décompose  autour  de  cliuque  point,  la 
force  motrice  extérieure  en  deux  autres  forces  dont  l'iiue  soit  la  force 
elTcctive  elle-même,  et  si  on  ajipelle  force  perdue  la  deuxième  coinpo- 
saiite  qui  se  trouve  ainsi  l■nlièrenlenl  déterminée,  la  première  eumpo- 
sante  sera  détruite  par  la  force  elfectivc  |irise  en  sens  inverse  et  le 
dernier  énoncé  pourra  être  remplacé  par  celui-ci  ; il  if  a éijuililirc  u 
chaque  instant  entre  toutes  les  forces  perilues. 

Ce  dernier  système  de  forces  en  équilibre  est  identique  avec  i;elui 
des  forces  intérieures  |irovenanl  des  liaisons  inextensibles,  mentionné 
plus  haut;  car  si  P est  la  force  motriee  (lig.  Mlll)  qui  agit  sur  le  point  M, 
1'  la  force  intérieure  provenant  de  la  liaison  du  point  M à un  autre 
point  du  système,  R la  résultante  de  P et  T,  R sera  la  force  elfeelive 
et  il  est  visible  ipic  si  l'on  décotuposc  P en  deux  autres  forces  Mu,  Me' 
<lonl  l’une  soit  la  force  etfectivc  R,  la  seconde  composante  Mc'  -s  i’, 
nommée  force  perdue,  est  égale  et  opposée  à T et  n’est  par  conséquent 
que  la  tension  du  cordon  qui  aboutit  au  point  M.  Il  est  donc  iudilVérenl 
dédire  (|uc  les  forces  perdues  ou  que  les  forces  intérieure^  proveuanl 
des  tensions  de  liens  inextensibles,  se  font  é(piilibrc. 

H i.  l'rincipe  de.  l)' .Uernhert  modifié  pour  le  ras  il  une  percussion . 
- la'  prineipr-  général  énoncé  plus  liant  si'rail  encore  vrai  si  pendant 
le  niouvenieulil  s'opérait  des  changements  brusipies  dans  les  vitesses 
par  suite  des  percussions  siinultanées  soit  entre  les  points  matériels  du 
système  soit  entre  ceux-ci  et  des  obstacles  extérieurs;  ou  suit,  en 
cITcl,  (pie  les  |ierciissions  développent  de  véritables  forces  motrice'. 
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auxquelles  s'applique  par  conséquent  tout  ce  qui  n été  dit  au  numéro 
précédent  et  qui  ne  dilTcreiit  des  forces  motrices  ordinaires  qu’eu 
ce  qu’elles  sont  incomparablement  plus  considérables,  ce  qui  est 
cause  (ftac,  quoique  n’agissant  que  pendant  un  temps  très  court,  que 
nous  supposerons  égal  pour  toutes,  ce  temps  leur  sullit  pour  engen- 
drer des  vitesses  et  par  suite,  des  réactions  finies.  Pendant  ces  per- 
cussions tous  les  corps  eboqués  se  compriment  plus  ou  moins;  il  faut 
donc  considérer  le  lieu  fictif  suivant  lequel  se  transmet  l’action  mu- 
tuelle pendant  la  percussion,  comme  variable  de  longueur  ou  élastique 
et  il  y aura  à ebaque  instant  équilibre  entre  les  forces  extérieures,  les 
forces  intérieures  et  les  fori'es  d’inertie,  en  rangeant  parmi  les  forces 
extérieures  celles  qui  résultent  des  percussions  contre  des  obstacles 
extérieurs,  e(  parmi  les  forces  intérieures  celles  qui  naissent  des  per- 
cussions entre  les  corps  du  système  ; or  la  durée  extrêmement  petite 
de  l’aetion  des  forces  provenant  de«  |tercussions  permet  de  simplifier 
le  système  de  ces  forces  en  équilibre  ; en  elfct  dans  l’instant  qui  ]iré- 
cède  le  moment  où  commencent  toutes  les  percussions,  il  y n équilibre 
entre  les  forces  intérieures,  les  forces  extérieures  et  les  forces  d’inertie 
telles  «iii’ellcs  sont  à cet  instant.  Immédiatement  après  la  percussion,  il 
V a encore  équilibre  entre  les  forces  de  même  nom;  or  pendant  la 
durée  extrêmement  petite  des  percussions,  les  forces  intérieures  et 
extérieures  et  les  forces  d’inertie  n’ont  fait  que  s’accroître  des  forces 
engendrées  par  les  percussions , sans  que  les  forces  motrices  pro- 
prement dites,  aient  eu  le  temps  de  cbauger  de  grandeur;  il  est  donc 
visible  que  le  système  en  équilibre  après  les  percussions,  se  compo- 
sera du  système  tel  qu’il  était  auparavant,  augmenté  des  forces  de 
percussion  et  des  forces  d’inertie  engendrées  par  les  percussions , 
et  si  on  supprime  dans  ce  second  système  les  forces  intérieures  et 
extérieures  et  les  forces  d’inertie  primitives,  on  voit  qu’i7  y a éfiui- 
libre  entre  fc.s  percussions  ou  plutôt,  entre  les  forces  motrices  (fui 
servent  de  mesure  à ces  percussions  et  les  forces  d’inertie,  c’est-à- 
dire,  les  ijuantilés  de  mouvement  tiii’elles  ont  emjendrées. 

I4Ô.  Applications  à différents  exemples.  — Ap|tliquons  les  prin- 
cipes précédents  à la  solution  de  quelques  problèmes  de  dynamiipic. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  mouvement  de  deux  points  maté- 
riels pesants  ni  et  m'  (lig.  101),  liés  par  un  fil  ni\m'  flexible,  inexten- 
sible et  sans  pesanteur,  ces  points  étant  assujettis  à ylisscr  sur  deux 
droites  AU  et  AC  renfermées  dans  un  plan  vertical  et  le  fl  devant 
ylisser  sur  une  poulie  placée  au  point  de  rencontre  A des  deux  droites. 
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Si  m Kl  ni'  sont  les  musses  de  ees  deux  |iiiiii(s  cl  a el  fi  les  iiieliiuii- 
suiis  B el  ()  des  deux  droites  sur  l’horizon  BC,  en  désigmiiit  |iiir  v I» 
vitesse  avec  laquelle  le  point  m descend  le  long  de  AB,  sa  force 

d'inertie  sera  m ~r-  agissant  dans  le  sens  B A el  eouimc  la  vitesse  de  m' 
rff  ° 

est  la  même  que  celle  de  ni,  mais  dirigée  de  C vers  A,  la  force  d’inertie 
de  , , 

de  lit'  sera  aussi  ni'  — dirigée  dans  le  sens  AC.  D’nprcs  le  prinei]ic  de 

D’Aleinbert  modifié  pour  les  systèmes  à liens  inextensibles,  il  y a à 
ebaque  instant  équilibre  entre  les  forces  intérieures  nu  les  tensions 
<pii  naissent  des  liaisons;  les  tensions  des  cordons  Ain'  el  Ain  passant 
sur  une  poidie,  doivent  donc  être  égales;  or  la  tension  en  ni  est  égale 
à la  ennipusantc  du  poids  iiiij  dans  le  sens  AB  ou  iii.q  siti  a diminuée 
de 

de  la  force  d’inertie  •'*  ’ parce  que  celle-ci  agit  en  remonlaul;  la 

tension  en  ni  est  de  meme  ni  1/ uni  p -h  m ; on  a donc  pour  con- 
dition d’équilibre  des  forces  intérieures,  ou  ()our  équation  du  inonve- 
meul  du  système, 

lin  , , do 

niij  sm  * ni  -yy  = ni  <j  sut  p -t-  ni  ~ > 


'e  / ni  sin  » — ni'  sin  S\ 

ft  m -+■  m'  J ’ 


el  eu  intégrant  el  représentant  par  x la  distance  Am  , 

dx  m sin  a — m'  sin  S 

0  ou  -—  = q l -t-  C 

al  111  in 

1 m siii  a — m' sin  P ^ „ 

x = -</ — , ^ I- -4- Cf  -I-  I). 

2 ni  -4-  lit 

Ces  valeurs  comparées  à celles  obtenues  (N“  110)  pour  la  ebute  des 
corps  pesauls,  fout  voir  que  les  bus  du  mouvement  du  point  ni  sont 
les  mêmes  que  celles  d’un  point  matériel  pesant  tombant  verticalemenl 
en  vertu  de  la  pesanteur,  l’intensité  ij  de  la  gravité  étant  l’éduitc  à 

lit  sin  « — ni'  sin  p 
III  ni' 


On  (d)lieut  la  tension  du  lil  iiiAiii'  en  rcmplaeaiit  |iar  sa  valeur 
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«l.iiis  ri'\|iirssimi  (liftV-rciiticllc  nuj  ^iii  * — m de  rcUc  tnl^i(»ll  «•(  mi 
lnni\f 

mm' 

.'/ , 

m -f-  m 


(siii  üt  -4-  siii  3). 


On  Mtil  i|iii'  (rllc  Iciisiiiu  est  eonstunle  peiiiliint  Imite  I:i  iliirée  du 
iiioinemeiit. 

Si  les  deux  droites  deviennent  vertienles,  le  syslènie  se  rédnil  ii  ileiix 
points  niiitêriels  suspendus  vertie.deinent  mix  exlréniitcs  d'nn  cordon 
pHssanl  sur  une  poulie,  el  les  inléfçrnles  précédenles  ileviennenl , en 
snpposinil  milles  In  vitesse  initiale  el  l.i  Videur  initiale  de  x , 


I m — w'  , 


ipii  appreiiiieiit  ijue  le  point  w descend  vertiealenient  di-  la  niéine 
manière  ipie  s'il  idiéissait  liliroinenl  à la  gravité,  rinlensilé  de 


eelle-ei  étant  diiiiiiinue  dans  le  rapport  de  y a y — — ,•  On  voit  par 

là  fpi'en  prenant  les  masses  m et  m’  peu  diirérentes  entre  elles,  on 
pourra  ralentir  autant  tpie  l’on  voudra  leur  mouvement,  ee  ipii 
|ierinettra  d'en  observer  toutes  les  eireonslnnees  pour  en  déduire 
les  lois  de  la  chute  des  corps  graves.  C’est  cette  remaripic  qui  a 
donné  lieu  à la  construction  de  la  macliine  d’Atvvood. 

Si  dans  le  problème  précédent,  le  lil  était  extensible,  l’équilibre  de- 
vrait avoir  lieu  I"  entre  les  forces  extérieures,  c’est •à-dii’e  la  gra- 
vité ma  el  la  pression  mli  de  la  droite  <’onlre  le  point,  tj"  les  forces 
intérieures  ou  la  tension  T du  cordon  iii  Am' et  ô"  les  forces  d’iner- 
tie; or  la  résultante  du  poids  muet  de  la  pression  mb  est  md  qui  est 

dv 


égale  à my  sin  o.  et  l’inertie  est  entaire 


m ; les  forces  qui  agissent 


en  m .sont  donc  my  sin  a,  — m et  T dirigées  suivant  Am.  De  même 
en  désignant  par  c'  la  vitesse  de.  m’,  la  force  i|ui  agit  en  m'  est  aussi 
m'«y  sin  fi  - -m'  T',  r"  étant  dill'éreni  de  r parce  que  le  lil  n'a  plus 

une  longueur  invariable.  Comme  un  ressort  tendu  est  également  tiré 
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pm-  Ids  ilniN  ImiiiIs,  i-I  ipir  r(-(|iiililii-f  ii'csl  pi»siblc  imiIit  its  «Iciin 
$;r(>ii|ics  (le  Ibrees  li('Ts  piii-  un  lil  rj  leiisililf , (lu'eii  iiilinclliinl  (pie 
i'(■qllilillre  :i  lieu  daus  elia(pie  groupe,  (iii  doil  avoir 

...  ilv  . , . ilv' 

I ==  I , iiKj  sin  « — m --  — I — 0 , III  fl  siu  P — m —jj  — '1  — 0. 

Ou  lire  des  deux  dernières 

clv  , ■ , , 

my  SIU  a — 111  — =::  III  y SI  II  P — III  ~j-  ; 


mais  d'un  aiilre  cùlé , si  un  désigne  par  a;' la  dislanee  ui'A  et  qii’iiii 
suppose  la  leusiou  du  lil  proporliounelle  à sou  allougenient,  l étaiil  la 
longueur  totale  du  lil  quand  il  n'est  pas  tendu  et  p le  coeflicienl  de 
re.vteusiliilité  ou  rallongement  de  ruuilé  de  longueur  du  lil  soumis  à 
une  Icnsiuu  égale  a l'unité,  on  aura  aussi 


X -t- 


x'  = l -1-  p/T  = l + jlI 


iiiy  SIU  a — III 


ilv 

Jt 


0’ 


d'où  l'on  lire  eu  diiréreuliuiit  par  rapport  au  teiu|isj 


il-x  il*x'  , i/’k  dr 

-r—H “l'O-r-,  ou  — r- 

ili‘  dt>  ■ dr'  dt 

dv' 


dv'  , d^v 

■ —r-  = — uhn  ~ — 

dt  dr 


Si  on  élimine entre  cette  équation  et  la  première,  il  vient 


dv  ufiiiin'  d'’r 
dt  ni  +-  ni'  dr 


iH  siu  « — «l'siiiS  d’r 

: (/  ■ - . L ou  ,\ 


dr 


dr  dt 


= 11, 


dont  l'iuti'grale  fera  connaître  r en  ronetioii  de  t,  et  eu  rem|daeaiit  r 
dx 

par  une  nouvelle  iiil(‘gration  donnera  x en  fonetion  de  t.  Cette 
('(piatiou  liiu'-aire  et  à eoellieients  constants  a pour  intégrali's 

I 

r - : Il  t Ht  -t-  M y \ cos  N (/.A  siii  — - 

|/.\  |/.\ 

.r  = K -t-  lit  ■+-  Ht^  H-  AM  sin  ——  — AN  eos , 

|/A  /Â 

M,  .N,  I),  K,  étant  i|iiatre  eonstantes  arbitraires  que  l’on  détermine  eu 
(de-ervaut  (|uc  si  V,  V',  e et  L sont  les  valeurs  initiales  de-  vitesses 
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(les  jHiints  vi  H ni',  <ii‘  x rt  de  I»  lon(|;uctir  x -i-  x'  du  lil , on  n en 
f'iiiMinl  I nul  diins  lu  Mdriir  de  x,  de  r et  dans  celle  de  x x’  après 

avoii'  dérivé,  aliii  de  IdriiuT  la  valeur  de  — h — — ==e  -v-  e', 

’ l/l 


V = I)  I M |/A, 


lit 

V -1-  V'  = mul 

i/a 


e E — AN  , L = / -♦-  [//«(  (g  sin  a — H — N). 

l’roposons-nous  encore  de  déterminer  le  muiivcment  des  deux  points 
matériels  précédents  en  tenant  compte  de  lu  masse  de  la  chainc  w\m' 
sujiposéc  paiTniteinenI  flexible  et  inextensible.  Soit  / lu  loiij^ueur  mAm' 
de  lu  chaine  su|>posée  unifurme,  p la  masse  comprise  dans  l'unité  de 
longueur,  x la  dislance  Am  et  r la  vitesse  du  point  m supposée  dirigée 
dans  le  sens  AB.  D'après  le  principe  de  D’Alcmberl,  il  y a équi- 
libre entre  tontes  les  forees  intérieures  qui  naissent  des  liaisons  des 
points  matériels;  ees  forces  se  eoinposent  des  actions  et  réaelions 
réciproques  des  éléments  de  lu  ebuine  contenus  dans  Am  et  Am'  y com- 
pris la  tension  au  point  A,  et  eoinnie  ees  actions  et  réaelions  entre 
ebaque  élément  .se  détruisent,  il  sullira  pour  l'équilibre  d’exprimer 
(|uc  la  tension  au  point  .4  dans  le  .sens  Am  est  égale  à lu  tension  dans 
le  sens  Am',  c’est-à-dire,  que  les  forces  dirigées  suivant  Am  .sont  égales 
aux  forces  dirigées  suivant  Am'.  Les  premières  se  composent  du  jioids 
du  point  ni  et  de.  la  cliuine  Am  estimée  dans  le  sens  AB,  ou 
(mq -t- px^)  sin  5t,  diminué  de  la  force  d'inertie  de  cette  masse  Am, 
dv 

qui  est  (m  h-  (tx)  — - La  force  qui  agit  suivant  Am'  est 


[m'q  -H  p(/- 
on  a donc  l’équation 


• x)  17]  sin  fi  -t-  [m'  -t  p (/  — x)] 


dv 


dv 

Tl’ 


(»></  + pxg)  sin  a — (m  -4-  px)  = 


[m'ÿ  -4-  P (/  — x)  9]  sin  j5  -4-  [m' 


M/ -■-)]? 


i/r 


d'où  l’on  tire 

dv  d*x  m sin  w — m'  sin  0 — p/  sin  S -4-  px  (sin  a -4-  sin  S) 
dt  dt*  m -4-  m -4-  p/ 

Si  l'on  représente  par  P, P'  et  p les  poids  des  masses  m,m'  et  de 
l’unité  de  longueur  de  la  chaîne,  celle  valeur  deviendra,  en  supposant 


Digitized  by  Google 


DÏ.N.UIKil'E. 


2(19 


les  deux  droites  verticales,  c’est-à-dire,  lors(|iie  les  deux  poids  pen- 
dront lilircment  aux  extrémités  d’une  ehaîne  passant  sur  nne  poulie, 

f/*x  P — P'  — pl  ‘ipx 
P -t-  P'  t pl 

En  multipliant  les  deux  meinlires  par  2dr  et  intégrant,  on  con- 
naîtra la  vitesse  et  une  seconde  intégration  conduira  à la  valeur  de  x 
en  fonction  de  l. 

Résohons  encore  le  problème  suivant  : aux  deux  exlréniités  B 
et  II'  (lig.  102)  d'un  cordon  inextensible  et  supposé  son*  pesan- 
teur BAA'B'  passant  sur  une  poulie,  sont  suspendus  deux  corps  de 
forme  prismatif/ue  BD  et  B'D'  d'une  densité  connue,  et  ces  corps 
plongent  en  partie  dans  des  rases  remplis  de  liquide  dont  les  niveaux 
constants  sont  C et  C;  on  demande  de  déterminer  les  lois  du  mouve- 
ment de  ces  corps. 

Soit  X la  distance  variable  AB,  l la  longueur  BAA'B',  a la  bauteur 
constante  AC,  A la  longueur  Bl),  u la  base  de  ce  cylindre,  m la 
masse  de  l'unité  de  longueur,  p le  poids  de  l'unité  de  volume  du 
liquide,  cl  employons  les  mêmes  lettres  accentuées  pour  représenter 
les  qiiantitées  analogues  du  cété  B'I)'.  Pour  exprimer  qu’il  y a équi- 
libre entre  les  forces  qui  proviennent  des  liaisons  ou  entre  les  tensions, 
il  faudra  égaler  les  forces  qui  agissent  sur  le  point  B à celles  qui  agissent 
en  B';  or  la  tension  en  R se  compose  du  poids  du  cylindre  BD,  diminué 
ilu  poids  que  lui  fait  perdre  la  pression  de  l’eau  et  diminué  de  la  force 
d’inertie;  cette  tension  sera  donc,  en  remarquant  qu’un  corps  perd 
dans  l’eau  une  partie  de  son  poids  égale  an  poids  du  volume  d'eau 
déplacé, 

tngli  — (h  — a -\-x)up  — mil  -jj  = m'gh'  — (A'  — a'  -t-  x') u'p'  -e  m'h'-~^  » 

d’où  l'on  lire,  en  remarquant  que  x-*-x'  = /, 

dv  d’x mgh  — m'gh'  -t-  (A'  — a'  -t-  / — x)  up'  — (A  — o -t-  x)  up 

dt  dt’  mh  m'h' 

que  l’on  intégrera  complètement  comme  dans  l’exemple  j)récédenl; 
le  inouvernenl  est  donc  de  la  même  nature. 

Si  on  tenait  compte  de  la  résistance  que  le  fluide  oppose  à la  descente 
de  BD,  il  faudrait  considérer  celle  résistance  comme  une  force  motrice 
extérieure  agissant  dans  le  sens  DB  et  par  conséquent  la  retrancher 
des  autres  forces  qui  agissent  en  B.  En  supposant  la  résistance  pro- 
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porlioniicllc  au  carré  de  la  vitesse,  elle  aura  iir*  pour  expression  et 
réqiiatioD  précédente  deviendra 


mgh — {h — o^-x)i«;6 — — iiv^=m'(jh'—{h' — 


dv 

Tl 


On  intégrera  cette  équation  différentielle  qui  contient  trois  variables  x, 
r et  t,  en  remarquant  que 


dx 

= 


d'on 


, dx 

dl^—, 

V 


dont  la  substitution  fera  prendre  à l’équation  différentielle  la  forme 
(mh  -4-  m'h')  vdv  -h  nv*dx  — (A  Bx)  dx, 

qui  deviendra  une  équalioii  linéaire  du  premier  ordre  après  qu’on 
aura  remplacé  r*  par  une  nouvelle  variable  u. 

Nous  terminerons  ces  applications  par  le  problème  qui  suit  : 
Déterminer  le  mouvement  que  prennent  deux  chaînes  BCD  et  B'C'D' 
(fig.  iÜ3)  suspendues  aux  deux  extrémités  B et  B'  d’un  cordon  sans 
pesanteur  passant  sur  une  poulie,  les  extrémités  de  ces  chaînes  se 
reposant  sur  des  plans  horizontaux  (M)  et  C'D'. 

Posons  AB==x,  AC  = o,  A'B'  — x',  A'C' = «’,  AB-+-A'B'  = /, 
m et  m'  étant  les  masses  de  l’unité  de  longueur  des  deux  chaînes. 
Supposons  que  ce  soit  la  chaîne  BC  qui  descende;  il  est  visible  qu’à 
chaque  instant  un  élément  de  la  chaîne  d’une  longueur  dx  se  détachera 
du  plan  C'D'  et  prendra  une  vitesse  r ou  une  quantité  de  mouve- 
ment m'vdx  dans  le  temps  dt;  cet  élément  acquerrait  donc,  dans 


l’unité  de  temps,  la  quantité  de  mouvement 


m'vdx 

~dT 


Telle  est  la  me- 


sure de  l’effort  exercé  au  point  C'  pour  soulever  un  élément  de  C'D' 

lie  la  chaîne.  Par  suite  de  la  réaction  de  cet  effort,  la  chaîne  B'C’ 

, , dx 

éprouve  une  tension  dirigée  de  haut  en  bas  cl  égalé  a m c ^ ; or 

d’après  le  principe  de  D’Alcmbcrt,  il  y a équilibre  entre  les  tensions 
intérieures,  c'est-à-dire,  que  les  forces  qui  agissent  en  B sont  égales 
à celles  qui  agissent  en  B'.  La  force  appliquée  en  B est  le  jioids  de  BC 
diminué  de  sa  force  d’inertie.  En  B'  c’est  le  poids  de  B'C'  augmenté 

dx 


de  son  inertie  et  de  la  réaction  de  m'v 


dt 


on  a donc 


m [a  — x)g  — m{a  — x)^  = w'{a'— x')  g m’  («'—  x')^ 


~TÎ 
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OU  bien,  en  rcmarquaiil  que 


vdv 


= 9 . 


o = _ et  i=/-x, 

, , dx 

O*  

ma  -+-  fn'o'  — m’I  — (»n  — ni)  i 

1 -4-  m'I  — m'a'  — (m  m’)  x , 

dx. 


h m'a'  — m'I  — (m  — i 

Quand  on  aura  remplacé  e*  par  une  nouvelle  variable  u,  cette  équation 
différentielle  sera  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  et  son  inté- 
gration sera  ramenée  à une  quadrature. 

Si  les  deux  chaînes  avaient  un  poids  uniforme  et  qu'elles  formassent 
les  extrémités  d’une  chaîne  continue  passant  sur  la  poulie  que  nous 
réduirons  à son  axe , on  trouverait  en  désignant  par  x la  distance 

, dx 

d’un  chainon  quelconque  B au  point  A et  en  remplaçant  --  par  o, 


dv 


ag 


dt  ^9  • "fil  ’ ~,ii'  ^ 

qui  a pour  intégrales,  en  faisant  commencer  « et  x avec  le  temps, 


,dv  dx  , , , 

0-7-1  ou  bien  , dt  ■■ 
dt 


dt 

(n  -4-  o')  dv 


ty'ia  —a')g  _ 1 ^/(o  — n'j  ÿ 

P n-t-o  , 0-4- o' 

c = (/ [a  — a')  g j: > 

<t/(0  — g')ÿ  — 

e “-4-0  0-4- o' 


: (a  -4-  a')  log  - 


(/t/(0— o')ÿ 

e « +0' 


On  voit  qu’après  un  certain  temps,  la  vitesse  est  sensiblement  uni- 
forme et  égale  à j/(a  — a')  g. 

Dans  les  problèmes  précédents , ou  n’a  pus  tenu  compte  de  l’inertie 
de  la  poulie. 
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Mouvenieiil  ci'uii  système  de  forme  itivariahlc  autour  d'un  a\e  fixe.  Pressions 
supportées  par  Taxe.  — Calcul  des  moments  d’inertie.  — Caleiil  des  moments 
eonjugnés.  — Théorèmes  sur  les  moments  d'inertie.  Ellipsoïde  central.  — Axes 
principaux  d'inertie.  — Théorèmes  sur  les  moments  conjugués.  — Propriété 
des  ellipsoïdes  centraux  d'inertie.  — .Mouvement  sans  forces  motrices  d'un  corps 
solide  autour  d’un  axe  fixe.  Vitesse  angulaire.  Pression  sur  l’axe.  — .Axes  per- 
manents de  rotation.  — Vitesse  de  rotation  duc  à une  percussion.  Ilireclion  et 
mesure  de  la  percussion.  — Cas  où  le  corps  choquant  s'attache  an  corps  choqué. 

— Cas  où  le  corps  choquant  se  sépare  du  corps  choqué.  — Percussion  eprousée 
par  l'axe.  — Centre  de  percussion  normale  .à  l’axe  fixe.  — Centre  de  percussion 
ohlique  à l'axe  fixe.  Théorème  général  sur  ces  centres.  — Mouvement  d'un 
corps  pesant  autour  d’un  axe  horizontal.  — Oscillations  d’un  pendule  composé. 

— Centre  d’oscillations.  Propriété  de  ce  point.  — Moments  d'inertie  déterminés 
expérimentalement.  .Application  au  ptmdulc  halistiquc.  — .Application  ou  mou- 
vement du  treuil. 


144.  .Uouvemi-nt  d'un  syntème,  de  forme  invariahle  autour  d'un 
axe  fixe.  Pressions  supportées  par  l'axe.  — Pour  déterminer  le  mon- 
vcnicnt  autour  d’un  axe  fixe,  d’un  système  de  points  matériels  liés 
eutre  eux  d’une  manière  invarialde  et  soumis  aux  actions  de  forces  mo- 
trices quelcotKjues,  représentons  par  m la  masse  de  l’un  de  ees  points, 
par  X,  y,  z ses  coordonnées,  par  X,  Y,  Z les  forces  motrices  i|ui  y sont 
appliquées  parallèlement  aux  axes,  et  cmplovons  les  mêmes  lettres 
accentuées  pour  représenter  les  quantités  analogues  pour  les  autres 
points.  L’axe  de  rotation,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  Z,  peut 
être  rendu  immobile  en  fixant  deux  quelconques  de  ses  points  ; ces 
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(leux  points  fixes  dproim-roiil  alors  îles  pressions  dans  certaines  diree- 
tions  inconnues,  et  si  on  les  décompose  en  trois  autres  parallèleincnt 
aux  axes,  il  est  visible  ipi’on  aura  deux  pressions  parallèles  à eliaque 
axe,  lesquelles  pourront  être  composées  deux  à deux  eu  une  seule,  de 
sorte  que  les  pressions  éprouvées  par  l’axe  fixe  et  pur  eonséquent  les 
réaetions  de  l’axe  fixe  contre  le  système  pourront  généralement  être 
représentées  par  trois  forces  P,  (J  et  R appliquées  à l’axe  de  rotation 
et  [larallèles  aux  axes  des  X,  Y et  Z,  cette  dernière  R étant  renfermée 
dans  l’axe  même  et  les  deux  autres  étant  appliquées  en  des  points  de 
l’axe  des  Z plaeés  à des  distances  inconnues  de  l’origine,  représentées 
par  P et  (/.  En  introduisant  ces  trois  forces  dans  le  système,  on  peut 
supprimer  l’axe  fixe  et  le  considérer  comme  entièrement  libre.  Or, 
d’après  le  prinei|ie  de  D’Alembert,  il  y a équilibre  entre  les  forces 
d’inertie  des  différents  points  et  les  forces  motrices  extérieures,  en 
eomprenaiit  parmi  ces  dernières  les  trois  forces  P,  Q,  R.  Pour  un  des 
points  m du  système,  les  forces  motrices  sont  X,  Y et  Z,  et  les  forces 

<t*z 

d inertie  parallèlement  aux  axes  sont  m -j^t  d '» 

en  sens  inverse;  puisque  ces  forces  jointes  à P,  Q cl  R,  se  font  équi- 
libre dans  le  système,  elles  doivent  satisfaire  aux  six  équations  d’équi- 
libre trouvées  en  statique;  si  donc  on  emploie  le  signe  2 pour  désigner 
une  somme  de  quantités  de  même  nature  et  relatives  aux  différents 
points  du  système,  on  doit  avoir  : 

J ^Z  — m R = 0 , 

- 1 (j-  - y - - '"S)  = ''■ 

2 I"  (x  _ - .«  X J -I-  Pp  = ü , 


lestpiclles,  jointes  aux  conditions  qui  expriment  que  le  système  est  de 
forme  invariable,  feront  connaître  toutes  les  circonstanees  du  mouve- 
ment ainsi  que  les  pressions  P,  O et  R supportées  par  l’axe. 
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Pour  fxpriliUT  que  le  système  est  de  forme  invariable,  par  l’axe  de 
rotation  et  un  point  détermine  du  système,  le  rentre  de  gravité,  par 
exemple,  faisons  passer  un  plan  que  nous  prendrons  pour  eelui  des 
(.\Z,);  un  plan  perpendieiilaire  h celui-ei  et  jinssant  par  l’axe,  sera 
le  plan  roordonne  des  (Y^  Z,)  et  l’aneien  plan  des  (-XY)  qui  jusqu'ici 
est  arbitraire,  sera  le  plan  des  (X,  Y,).  Si  (x, , y,,  z,)  sont  les  coor- 
données du  point  m relativement  à ces  nouveaux  axes,  (x/,  y/,  z,’)  les 
coordonnées  de  m'  etc.,  il  faudra  pour  indiquer  l’invariabilité  du 
svstèuic,  exprimer  que  ces  nouvelles  coordonnées  sont  invariables  par 
rapport  au  temps;  à cet  effet  remarquons  que  comme  l'origine  et 
l’axe  des  Z n’a  pas  change,  on  a 

1 = 1^,  z'  = z/,  etc. 

Quant  aux  coordonnées  i,  et  ly, , en  désignant  par  l’angle  formé  par 
le  plan  des  (.\Z)  avec  le  plan  des  (X,  Z,)  ou  l’angle  formé  par  l’axe 
de  X,  avec  l’ancien  axe  des  X,  on  sait  qu’il  existe  entre  les  anciennes 
coordonnées  et  les  nouvelles  les  relations 


X = X,  cos  11  — y,  si  II  •/ 
y = X,  sin  >1  -t-  y,  cos  >)  ; 

d’où  l’on  tire,  en  diiïércntiant  par  rapport  au  temps  et  en  remarquant 
que  (x, , y^,  z,)  etc.  doivent  être  invariables,  tandis  que  l’angle  >I  varie 
avec  le  temps, 


l/*Z 

Il 

7/t*  " 

ill^ 

= > 

il*X 

d' 

cos  ») 

(/*  sin  >î 

il  fi"" 

X, 

f/<* 

■'J'-fifi- 

il*y 

d* 

sin  >) 

d*  eus  11 

dfi^ 

dt'- 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  six  équations  du  mouvement, 
, d-sinii  d*cosv) 

eu  observant  que  — — — et  — ; > etc.  sont  sous  les  signes  ï des 

‘ f/t*  fil*  ^ 

facteurs  communs  constants  pour  tous  les  points  du  système,  et  qu’on 

représente  par  r,  r',  etc.  les  distances  des  points  tu,  ni',  etc.  à l’axe 

des  Z,  ces  équations  ilcviendront  : 


<1*  eos  11  sin  il 

_ ,x  H-  - -rfTT--'».'/- 
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tl*  sia  M d*  cos  vj 


U = — ïZ  , 


(/■*>l  (a-Y  — yX) 


dt- 


luir^ 


'.(yZ-rY)-^ 


7 = 


rf*  sin  <1  (/*  Kos  i) 

Q , 


. (/*COS>î  <i*SIII»1 

— ï (i\  - • jZ)  ■*•  — i ; - ïHira", — — linzv, 

) ,lii  ■ ■ ,l,i  :/< 


/'  = 


Les  \aleurs  df  1*  et  d<‘  ij  sc  siiii|)lilii‘iit,  si  l’on  observe  que  ïmx^ 
et  ïHiy,  étiiiil  les  soinnies  des  moments  des  poiiils  matériels  par  rapport 
aux  plans  des  (Y’, Z,)  etdcs(X^Z,),  la  seeondc  somme  est  nulle,  puisque 
le  centre  de  gravité  est  renfei'iné  dans  le  second  plan,  et  la  première 
somme  devient  M/  eu  représentant  jiar  M la  masse  totale  dii  système 
et  par  / la  distance  de  son  centre  de  grav  ité  à l'axe.  Les  trois  premières 
équations  se  réfloisent  donc  à 


--  iX  -(  M/ 


d-  cos  •»} 

d7~ 


(') 


g = -n 


(‘-2J 


R - - '-  y- (•">) 


Quant  aux  trois  dernières,  remarquons  que  les  somines  S (a  Y'  — yX), 
ï (rX  — iZ)  et  1 (yZ  — jY‘)  qui  y entrent,  ne  sont  autre  chose  que  les 
sommes  des  moments  des  forces  motrices  par  laipport  aux  axes  des 
Z,  des  Y'  et  des  X,  c’est-à-dire,  les  sommes  des  |>rodnits  des  compo- 
santes des  forces  estimées  noniialemcut  a l’axe,  par  leur  distance  à 
l’axe  ; en  les  désignant  donc  par  lî",  U',  U,  les  trois  dernières  équations 
deviennent,  en  tenant  compte  des  réductions  faites  dans  les  valeurs 
de  P et  de  Q , 


dd 


V" 
i III  r- 


-w 


l'  — 


(/*  cou  yi  d*  sin  yi 

^ ïoi'.x  -V-  — , ^ 
d,t  ■ • lit* 


ïX 


M/ 


d*  cos  7, 
dl* 


.(.’i) 
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‘J7(i 


d*  «iii  (5 
'dl* 


V + —T..  — 


— ïY  h Ml 


POS  >)  ^ 

(/F 

d-  siii  >1 
^dl*~ 


L’cqiiation  (4)  ptanl  inlrgroe,  fera  connnilrc  à chaque  instant 
l’angle  vi  et  en  subslilnnnt  sa  valeur  dans  les  cinq  autres,  on  aura  ü 
chaque  inslant  les  trois  pressions  P,  Q et  R,  ainsi  que  p et  (/  en  fonction 
du  temps. 

Si  le  systcnic,  au  lieu  d'être  compose  de  points  matériels  isoles  et 
liés  entre  eux,  formait  un  corps  solide  continu,  on  diviserait  ce  corps 
en  éléments  inriniment  petits,  cl  en  rcpréscnlanl  par  (x,  i/,  ï,)  les 
coordonnées  de  l’un  quelconque  dm  de  ces  élétnciits  et  par  r .sa  distance 
à Taxe  de  rotation,  les  proiluiLs  inr'‘,  mz,x,,  w:,  y,  seraient  remplacés 
par  r*(/ia , z^xplin,  dm , les  sommes  ir*dm,  lz,x,dm,  lz^y,dm 
qui  seraient  alors  de  vérilahlcs  intégrales  délinics  s’étendant  au  corps 
entier,  «Icvraicnt  être  désignées  par  J'r*dm,  J'z^x^dm,  fz^y^dm  et  il 
faudrait  commencer  par  déterminer  les  valeurs  de  ces  trois  intégrales 
()ui  dépendent  de  la  forme  et  de  la  nature  du  rorps  en  mouvement. 

145.  C.ulcul  dfH  mome)ilii  d'iiifrlie.  — La  liremière  des  trois  inté- 
grales délinics  précédentes  représente  la  somme  des  produits 

de  tous  les  éléments  du  corps  par  le  carré  de  leur  distance  à l'axe  de 
rotation  cl  a été  nommée  moment  d’inertie  du  corjm  pur  rapport  (i 
rel  axe  parce  qu’il  est  le  coellicient  de  la  somme  des  moments  des 
forces  d’inertie  par  rapport  a l’axe.  Pour  calculer  sa  valeur,  conee- 
vons  la  masse  partagée  en  parallélipipèdes  inliniment  petits,  par  des 
plans  parallèles  aux  jilans  coordonnés  et  distants  les  uns  des  autres  de 
dx,  dy  cl  dz;  le  volume  de  l'un  de  ces  paralléli|iipèdcs  est  représenté 
pur  dx.dy.dz,  sa  masse  dm  l’est  jiar  pdxdydz,  en  appelant  p la  den- 
sité <lc  cet  élément,  et  le  moment  d’inertie  du  corps,  par  J'pr*  dx  dy  dz, 
ou  plutêt  par  l’intégrale  triple 

ff/t-f-iixdydz. 


celte  intégrale  étant  étendue  aux  trois  dimensions  du  corps  entier.  .Si 
la  densité  est  la  même  |jartout  et  que  l’on  prenne  le  moment  d’inertie 

par  rapport  à l’ave  des  Z,  lu  distance  r est  égale  à y*  et  l'expres- 

sion précédente  devient 


p///(^*  ;/-)  = p/dzfdy  f(x-  y*)  dx, 
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les  limites  de  chacune  de  ces  intégrales  devant  être  prises  de  manière 
à étendre  la  somme  au  corps  entier.  La  marche  à suivre  pour  intégrer 
est,  du  reste,  la  même  que  pour  déterminer  le  volume  ou  la  surface 
d’un  corps  donné  (N“‘  489  et  19ô  du  traité  d’analyse). 

Si  le  corps  est  un  parallélipipèdc  rectangle  homogène  et  qu’on 
veuille  avoir  le  moment  d'inertie  pur  rapport  à l’une  des  trois  arêtes, 
en  désignant  par  a,  b,  c les  trois  dimensions,  les  trois  intégrales 
devront  être  prises  entre  les  limites  0 et  a,  0 et  &,  O et  c,  cl  l’on 
trouve , en  désignant  par  A,  B,  C les  moments  d’inertie  par  rapport 
aux  trois  arêtes, 


abc,,  „ abc,  „ 

A =p— (6‘ -4- c‘),  B = p — (a* 

O U 


abc 

c*) , C = P -;:7-  (a*  -H  6*) 

O 


nu  bien,  M étant  la  masse  du  corps, 


(a''  -t  c*),  c = 


Pour  le  moment  d’inertie  d’un  ellipsoïde  homogène  par  rapport 
à l'un  de  scs  trois  diamètres  principaux  2a,  et  2c,  on  trouve  : 


47T 

A s=  P -r  abc  (b* 

ih 


47T 

‘ P TT  abc  (a’  -t-  c*),  C = etc., 
1 d 


nu  bien,  en  désignant  par  M la  masse  de  l’ellipsoïde, 

A = ^(6* -t- c*) , B=ele. 

Le  moment  d’inertie  d’un  cercle  de  rayon  r et  d’une  épaisseur  s,  par 
rapport  à tine  perpendiculaire  h son  plan  passant  par  le  centre,  est 
égal  à 

1 

-p,r«r‘. 


Si  le  corps  est  de  révolution,  une  seule  intéjjration  fait  connaître 
le  moment  d’inertie  par  rapport  A l’axe,  comme  dans  la  recherche  du 
volume  des  corps  de  révolution  ; car  si  on  le  divise  en  tranches  circu- 
laires , le  moment  d'inertie  de  ces  tranches  est,  d’après  ce  qui  pré- 


I 4 

cède,  égal  à - prr*f/x=  -pn-{/x)*dx  et  le  moment  d’inertie  total  sera 


l’intégrale  définie  de  eetlc  dilTcrenlielle.  On  trouve  ainsi  pour  le 


ô6 
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inonicnl  d'inertie  d’un  cône  droit  à base  circiilfiire,  par  rapport  ii  son 
axe,  % et  h élniil  l’angle  au  soinincl  et  lu  hauteur, 


10 


a/i*  tnng  a*  tang*  *. 

10 


140.  Calent  (les  momeiils  cimjuijués.  — Les  deux  autres  iiilégraies 
fxzdm  et  J'zijdm,  ainsi  que  J'xydm,  qui  se  présentera  plus  loin 
et  que  nous  noinincrons  inomenis  cotijaejués  par  rapport  aux  plans 
(XZ),  ete.,  s’obtiennent  ]iar  des  moyens  analogues;  ainsi  un  mettra  la 
première  sous  la  forme 

P ///^"  <1^  = P 


et  les  intégrations  seront  elTectuécs,  roiume  pour  les  eubatiires,  de 
manière  à les  étendre  à tous  les  éléments  du  eorps.  Si  eeliii-ei  est  un 
parallélipipèdc  rectangle  homogène  et  que  les  plans  eoordonnés  soient 
ses  trois  faces  contiguës,  les  limites  des  trois  intégrales  seront  évidein- 
mcnl  0 et  c,  0 et  h,  0 et  a,  et  ou  trouvera  |iour  intégrale  nualc, 

fxzdm  = ff faxz  dx  dy  dz  = p — ^ 


Les  deux  autres  intégrales  sont  ; 


et 


On  trouvera  de  même  pour  une  sphère  homogène  ayant  son  centre 
placé  en  un  point  qui  a |iuur  coordonnées  a,  b,  c, 

4 

f xzdm  ~ - pcacr’’ s==  Mac , Jyzdm  = Mbc,  fxydm~Mab. 

On  obtiendrait,  comme  plus  haut,  les  valeurs  de  ces  intégrales  dans 
l’ellipsoïde  rapporté  h son  centre  et  îi  ses  diamètres  |irincipnux 
2o,  '2b,  2r;  mais  il  est  facile  de  rceonnaitre  sans  calcul  que  ccllcs-ei 
sont  milles;  en  effet  il  est  visible  que,  à cause  de  la  symétrie  de 
l'ellipsoïde  par  rajqiort  au  jilan  des  (XZ) , chaque  élément  ayant  pour 
coordonnées  (j,  y,  z)  sera  symétrique  avec  un  autre  élément  ayant 
|)our  coordonnées  (x,  — y,  z),  de  sorte  que  si  les  différentielles  yzdm 
et  yxdm  sont  positives  pour  l’iin  , elles  seront  négatives  pour  l'autre; 
les  sommes  f yzdm  et  fijxdm  se  composeront  donc  de  suites  infinies 
de  ternies  qui  se  détruiront  deux  à deux.  En  faisant  la  meme  remarque 
sur  riin  des  plans  des  (YZ)  ou  des  (XY) , on  rccunnait  que  la  troisième 
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intégnilo  est  missi  nulle.  On  voit  pnr  l.'i  i|uc  les  iloiix  intégrales  /xyibn 
et  J'ijzdin  sont  nulles  si  le  pliin  (XZ)  divise  le  corps  en  deux  parties 
syinéli'iiiues , et  que  les  trois  intégrales  sont  nulles  quand  deux  des 
trois  plans  eoordonnés  divisent  le  corps  en  deux  parties  symétriques. 

H7.  Théorèmes  sur  les  moinents  d'inertie.  Ktlipso'ide  central. — 
La  reelicrehc  des  moments  d’inertie  par  rapport  à un  axe  donné 
peut  être  facilitée  au  nioven  de  quelques  théorèmes  que  nous  allons 
démontrer. 

Connaissant  le  moment  d'inertie  par  rapport  un  axe  passant  par 
le  centre  de  gravité  d’un  corps,  on  connait  immédiatement  le  inomenl 
par  rapport  à un  axe  parallèle  au  premier;  en  effet,  si  on  suppose 
que  ces  deux  droites  soient  les  axes  des  Z et  des  Z’  dans  deux  systèmes 
d’axes  coordonnés  rectangulaires  (.XYZ)  et  (.X'Y’Z')  parallèles  entre 
eux,  en  représentant  par  (a,  b,  c)  les  coordonnées  de  la  (U'emière 
origine  par  rapport  aux  seconds  axes,  on  a pour  un  point  (picicoiiquc 
du  corps, 

x'  — X -t-  a,  y'  = y h 

et  pour  le  moment  d'inertie  par  rapport  à l’axe  Z'  ou  y(x'* 

/ (■»'*  ÿ'*)  = /[(•'-*-  «)*  in  !>)*]  = */*)  '/'« 

-H  (o*  b*)  J' dm  -r-  '2a  f xdm  -h  2b  f ydm, 

ou  hicu,  en  désignant  par  .X,  Y'  les  distances  du  centre  de  gravité  aux 
]dans  des  Y’Z  et  des  XZ,  cl  par  M la  masse  du  corps, 

/(x'*  !/'*)  dm  = /(x*  -t-  if)  dm  -i-  .Al  (a*  + Id)  + 2nMX  h-  2è.MY. 

Comme  l’axe  des  Z contient,  par  hypothèse,  le  centre  de  gravité,  les 
distances  .X  et  Y sont  nulles  cl  celte  valeur  se  réduit  à 

y’(x'*  -t-  y'*)  dm  = f (x*  h-  y*)  dm  -h  (o*  Id)  M ; 

or  les  deux  intégrales  de  celle  équation  sont  les  moments  d’inertie 
par  rapport  aux  axes  des  Z'  et  Z cl  si  on  siqqiose  la  masse  entière 
concentrée  dans  son  centre  de  gravité , le  troisième  terme  reiirésenle 
le  moment  d’inertie  de  ce  point  matériel  par  rapport  à l’axe  Z'.  De  là 
résulte  ce  théorème  : le  moment  d'inertie  par'  rapport  à un  axe 
yuelcunque  est  égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  à une  parallèle 
passant  par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  moment  d'inertie  par 
rapport  d l'axe  donné,  du  corps  entier  supposé  concentré  en  ce  point. 
En  représentant  par  -AlK*  le  moment  d’inertie  par  rapport  à l’axe  <pii 
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passe  par  le  ceiilre  de  gravite  et  par  r la  distance  de  l'axe  parallèle, 
le  moment  d'inertie  par  rapport  à celui-ci  devient 

MK*  I-  Mr*  = M (K*  -r  r*). 

Il  résulte  de  là  que , parmi  toun  les  aies  parallèles  , relui  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  a le  plus  petit  moment  d’inertie,  et  que  tous 
les  axes  parallèles  également  distants  de  ce  point,  ont  le  même  moment. 

On  peut  aussi  exprimer  le  moment  d’inertie  par  rap[K>rt  à une 
droite  quelconque  passant  par  l’origine , en  fonction  des  moments 
d'inertie  pris  par  rapport  à trois  axes  rectangulaires,  et  des  trois 
moments  conjugués  f xzdm  , J~ xgdm  , f yzdm  , connaissant  les 
angles  que  forme  la  droite  avec  les  axes  rectangulaires;  en  effet,  si 
l’on  désigne  par  x,  y,  z les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  corps 
par  rapport  h ces  axes,  et  qu’on  considère  la  droite  donnée  comme 
étant  l’axe  des  Z'  d’un  nouveau  système  d'axes  rectangulaires  des 
(X'Y'Z')  ayant  la  inéinc  origine  que  le  premier  système,  x',  y',  z’ 
étant  les  eoordonnées  du  même  point  par  rapport  aux  nouveaux  axes, 
on  sait  que  l’on  a 

x'  =r  a.r  +-  u'y  -+-  a"z , 
ÿ’  = 6x  -H  b'y  ■+-  b"z , 
i'  = ex  c'y  ■+■  d'z , 

dans  lesquelles  {abc),  (a'b'c'),  (a"b"e")  sont  les  cosinus  des  angles 
formés  par  les  axes  X',  Y',  Z'  avec  l’axe  des  .X,  avec  l’axe  des  Y et  avec 
l'axe  des  Z,  et  comme  le  moment  d’inertie  par  rapport  à l'axe  des  Z' 
est  représenté  par  J'{x*  y'*)  dm,  ce  moment  est  égal  à 

Ka'x*  -T-  a'*ÿ*  a"*ï*  -+-  2a  a’xy  ■+■  '2a  a”xz  -i-  '2a'a"yz  -4-  b*x- 

■+■  b'^y*  -+-  h"*z'  ■+■  '2bb'xy  ■+■  '2bb"xz  -i-  '2b'b"yz 

On  sait  que  les  cosinus  (a,  a',  a"),  (6,  b',  b”),  etc.  ont  entre  eux  les 
relations 


a*  -4-  a'*  -H  a"*  = 1 , 
O*  -f-  6*  -4-  c*  = 1 , 
aa'  -4-  bb'  -4-  ec'  = O , 
qui  donnent 
„t  + à*  = c'*  -+-  c"*, 
an’  -4-  bb'  =»  — cc’, 


6*  -4-  6’»  -4-  à"‘  = 1 , 
a'*  .4-  f'*  = 1 , 

aa"  -4-  bb"  -4-  cc"  =0, 

n’*  -4-  6'*  = c*  -4-  c’’*, 
aa"  -4-  bb"  = — ce". 


f«  -H  c'*  -4-  c"*  ==  1 , 
a"*  -4-  b"«  +-c"‘=  1, 
a' a”  -4-  b'b"  -+■  e'c"  = 0, 

«"*  + 6"‘  = c*  -1-  c'*, 
a'o"  -4-  b'b"  — — c’c". 
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c'  J'(y*  + Z*)  dm  c'-  f{x^  -+-  z*)dm  t-  c'-  J‘(x-  -4-  if-)dm 

— icc'  f xijdm  — ’icc"  fxzdm  — 2f'c’'  J'yzdm  ; 

si  donc  on  représente  par  V le  moment  d’inertie  cherché,  par  A,  B,  C 
les  moments  d’inertie  par  rapport  aux  trois  axes  rectangulaires  des 
X,  Y,  Z,  par  P,  Q,  U les  trois  intégrales  J'yzdm,  J'xzdin,  f xydm 
et  par  (a,  j3,  7)  les  angles  que  forme  la  droite  avec  les  axes  des 
X,  Y,  Z,  il  viendra 

V = A cos*  a B cos*  P -t-  C eos’  7 — 2R  cos  a cos  p — 2Q  cos  a cos  7 
— 2P  cos  P cos  7. 

Cette  équation  fait  connaître  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  moment 
d’inertie  en  passant  d’un  axe  à un  autre  autour  d’un  point.  Cette  loi 
peut  être  rendue  sensible  par  une  construction  géométrique;  portons 
sur  toutes  les  droites  qui  passent  par  l’origine  et  à partir  de  ce  point, 
une  longueur  inversement  proportionnelle  à la  racine  carrée  du  mo- 
ment d’inertie  correspondant , c’est-à-dire  , prenons  sur  la  droite  qui 

fait  avec  les  axes  des  angles  *,  S,  7,  une  longueur  égale  à > 

/V 

n étant  une  constante  quelconque  ; les  coordonnées  x,  y,  z de  l'extré- 
mité de  celte  longueur,  seront 

H n » 

x=— — cosa,  l/=— — cosp,  l=— — COS7, 

j/v  /v 

et  si  l’on  snhstitnc  les  valeurs  de  cosa,  cosp,  cos  7 tirées  de  celles-ci 
dans  l’expression  de  V,  il  viendra  pour  l’équation  de  la  surface  formée 
par  les  extrémités  de  toutes  ces  droites, 

n*  = Ai*  -+-  By*  -i-  Ci*  — 2Rii/  — 2Qii  — 2Pyi , 

équation  qui  appartient  à un  ellipsoïde  avant  son  centre  placé  à l’ori- 
gine. D’on  il  résulte  que  les  moments  d'inertie  d'un  corps  pur  rapport 
aux  différentes  droites  qui  passent  par  un  même  point , sont  inverse- 
ment proportionnels  aux  carrés  des  rayons  d'un  certain  ellipsoïde 
déterminé  pour  chaque  point. 

Cet  ellipsoïde  a été  appelé  ellipsoïde  central  des  moments  d'inertie. 
148.  Axes  principaux  d'inertie.  — On  sait  que  dans  tout  ellipsoïde 
il  y a trois  diamètres  perpendiculaires  entre  eux  qui  sont  tels  que 


Digitized  by  Google 


CIIAI’ITIIK  XVII. 


si  ou  les  prcml  pour  axes  eoordonnés,  réqiiatioii  de  la  surlace  se 
réduit  fl  la  forme 

H*  = Ax*  -t-  11^*  -V-  Ci*. 

Ces  trois  diamètres,  dans  l’analyse  géométrique,  se  nomment  diamètres 
principaux  de  rellipsoïde.  On  sait  aussi  que  si  l'on  clierelie  les  jdus 
grands  et  les  plus  petit-s  rayons  d’iin  ellipsoïde,  on  trouve  pour  tri|)le 
solution  les  trois  diamètres  principaux.  Il  est  visililc  que,  pour  que 
les  trois  axes  coordonnés  auxquels  l’ellipsoïde  des  moments  d’inertie 
a été  rapporté,  deviennent  les  diamètres  principaux,  il  faut  et  il  suflil 
que  les  eocnieicnts  P,  Q,  R soient  nuis;  A,  B,  C seront  alors  les 
inoments  d’inertie  du  corps  pris  par  rapport  à ees  trois  diamètres  qui 
prennent  ici  le  nom  d’axes  principaux  d'inertie,  tandis  que  les  ino- 
inents  seront  des  moments  d'inertie  principaux.  On  voit  que  ce  qui 
caractérise  ees  trois  axes  |irincipaux  relatifs  à un  point  d’un  corps, 
à l’exclusion  de  tout  autre  système  d’axes  rt'clangulaires  passant  [lar 
ce  point,  c’est  que  les  trois  intégrales  P,  Q et  R ou 

J'xydm,  J'xzdm,  J'xjzdm 

étendues  au  corps  entier,  sont  nullcs  relativement  à ces  axes.  Pour  un 
point  donné,  il  ne  peut  y avoir  plus  d’un  .système  de  trois  axes  prin- 
cipaux d'inertie,  parce  que  dans  un  ellipsoïde,  il  n’y  a qu’un  système 
de  diamètres  principaux  rectangulaires,  et  ces  moments  d’inertie  prin- 
cipaux jouissent  de  1a  propriété  d’étre  les  plus  grands  ou  les  plus  |ictits 
possibles  pour  un  même  point. 

■ On  démontre  dans  l’analy.sc  géométri(]uc  que  lorsque  l’équation  de 
rellipsoïde  se  réduit  à la  forme 

U*  = Ax*  -I-  Ci*  — 2Rxÿ , 

celte  surface  se  trouve  rapportée  à trois  axes,  parmi  lesquels  Taxe 
des  Z est  un  diamètre  principal;  or,  pour  que  l’équation  générale 
du  147  prenne  la  forme  précédente,  il  faut  que  Q et  P soient  nuis, 
c’est-à-dire,  que  l’on  ait 

J'xzdm  =r-0,  J'yzdm=0; 

d’où  il  résulte  que  les  deux  équations  précédentes  indiquent  que  l’axe 
des  Z est  un  axe  principal  d'inertie  relativement  à l’origitic. 

Connaissant  les  valeurs  des  trois  moments  d’inertie  A,  B,  C d'un 
corps  i>ar  rapport  à trois  axes  rectangulaires  quelconques  passant  par 
un  point,  ainsi  que  les  trois  intégrales  que  nous  avons  désignées  par 
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l’>  Q>  1')  il  est  facile  de  déterminer  les  directions  des  trois  axes  d’inertie 
principaux  passant  |ior  ce  point  et  les  valeurs  des  inuineiits  d’inertie 
qui  s’y  ra|iportcnt;  il  suftit  pour  cela  de  trouver,  en  grandeur  et  en 
position,  les  trois  diamètres  prineipaux  de  l’ellipsoïde  dont  on  a 
trouve  l’équation  au  numéro  précédent,  prohlème  qui  est  du  ressort 
de  la  géométrie  analytique. 

Puisque  les  trois  intégrales  P,  Q , K sont  nulles  lorsque  le  corps  est 
rajqKirté  aux  trois  axes  |>rincipaux  d’inertie  passant  [lar  un  point 
quelconque,  il  résulte  de  la  valeur  de  V trouvée  plus  haut,  (pi’en 
représentant  par  A,  H,  C les  moments  d’inertie  principaux  relatifs  à 
un  point  quelconque , et  par  (a,  7)  les  angles  que  /ait  avec  ces  axes 

une  droite  quelconque  passant  par  le  même  point,  le  moment  d’inertie 
par  rajiport  à cette  droite  est 

= A eos*  a B cos’  p C eos’  7. 

Cette  formule,  jointe  à celle  démontrée  au  commcnecmcnt  du  X“  H7, 
snllit  pour  calculer  le  moment  d’inertie  par  rapiiorl  à une  droite  quel- 
conque donnée,  connaissant  les  trois  moments  d’inertie  princijuiux 
])ar  rapport  au  centre  de  gravité  <lu  corps  et  la  position  de  la  droite 
par  rapjiorl  à ces  trois  axes  prineipaux;  car  la  formule 

V = A cos’  a B cos’  -s-  C cos*  7 

fera  connaître  le  moment  d’inertie  par  rapport  à une  parallèle  à la 
droite  donnée,  passant  par  le  centre  de  gravité  et  l’expression 

V + Mr’ 

dans  la(|uclle  .M  est  la  masse  du  corps  et  r la  distance  entre  les  deux 
parallèles,  ou  entre  la  droite  ilonnce  et  le  centre  de  gravité,  donnera 
le  moment  il’inertie  cherché. 

14!l.  ThéorvmeH  sur  les  muineiils  coDjtujités.  — On  peut  aussi 
trouver  immédiatement  les  valeurs  des  trois  intégrales 

/'xytim,  J'xzâm,  J'yzdm, 

prises  par  rapport  à trois  axes  rectangulaires  quelconques  donnes, 
connaissant  les  moments  d’inertie  prineipaux  relativement  au  centre 
de  gravité  et  les  positions  de  ces  axes  principaux  par  rapport  aux 
axes  rectangulaires  donnés;  en  effet,  en  désignant  par  x',  y\  z’  les 
coordonnées  d’un  point  quelconque  par  rapport  aux  axes  principaux 
du  centre  de  gravite,  par  x,  y,  z les  coordonnées  ilu  même  point 
par  rapport  aux  axes  rectangulaires  donnés  et  par  /,  m,  n leseoordon- 


Digilized  by  Google 


284 


tllAPITIlE  wir. 


nées  du  eeiilre  de  gravité  ]>ar  rapport  à ces  derniers,  on  sait  que  l’on 
passe  d'un  syslc?ne  d'axes  rectangulaires  à l’autre,  par  les  formules 

X = l + ax'  ■+  hij  -4-  cz' 

IJ  = m -h  a'x'  h’y'  + c'z 
Z — Il  -h  a"x'  -4-  f>"y'  ■+■  r"z 

dans  lesquelles  a,  b,  c,  a\  b',  e',  eUr.  ont  la  signification  indiquée  au 
N°  147  ; si  donc  on  substitue  a x,  y,  z ecs  valeurs , en  observant  que 
les  axes  des  X',  V,  Z'  étant  principaux,  on  doit  avoir 

J'x'y’dm  = 0 , J'x'z’ilm  = 0 , J'y'z'dm  = 0 , 

et  que  les  plans  des  X'Y',  X'Z'  et  Y'Z'  contenant  le  centre  de  gravité 
du  corps,  il  faut  que  l’on  ait 

l'x'ilm  = ü , f — 0 > f z' dm  = 0 , 

on  trouvera,  toutes  réductions  faites, 

/'xydm  = MIm  -4-  aa'  J'x'*dm  ■+-  bb’  J'y'^dm  -4-  cc'  J'z'*dm, 

on  bien , en  reinplarant  les  produits  ou',  bb',  ec'  par  leur  valeur  tirée 
de  la  relation 

00'  -4-  bh'  -4-  ce'  = 0, 

J'xydm  = Mim  — aa'  J' {y'*  -4-  r'*)  dm  — bb'  f{x'^  -4-  i'*)  dm 
— ee'y'(i'*  ■+■  y'*)  dm. 

Les  trois  intégrales  du  second  membre  ne  sont  autre  chose  que  les 
moments  principaux  d’inertie  A,  B,  C relatifs  au  centre  de  gravité; 
on  a donc 

J'xydm  = M/ni  — Aoa'  — Wbb'  — Ccc’, 

on  plutôt,  (a,  p,  7)  et  (a.  S',  7')  étant  les  angles  formés  par  les  axes 
des  X',  Y',  Z'  avec  X et  avec  Y, 

fxydm  = M/m  — A eus  a cos  a'  — B cos  p cos  p'  — C cos  7 cos  7’ (1) 

Une  marche  semblable  conduira  aux  valeurs  suivantes  de  J' xzdm  et 
de  fyzdm , 

y xzdm  — M/h  — A cos  a cos  a ' — B cos  p cos  p"  — C cos  7 cos  7" 
fyzdm  = Mmn  — A cosa'cosa" — Bcosp'cosp" — Ccos7'cos7" 

Ces  trois  intégrales  prennent  une  forme  très  simple,  lorsque  les  trois 
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iiionienlü  d’incrlic  principaux  du  ccnlrc  de  gravité  sont  égaux;  elles 
SC  réduisent  alors  à 


fxijilm  = M/«i , J'xzdni  = M/« , /'i/zdin  = 
à eaiise  des  relations 


aa'  H-  bh'  4-  rc'=  0,  ete. 

e’est-inlirc, 

eus  t eos  a'  -4-  eos  S eus  -s-  ros  7 cos  7'  = 0 
eos  a eos  a"  H-  eos  eos  cos  7 cos  7"  = 0 
cos  a'  eos  a"  -t-  cos^'  e0S|V'  4-  cos  7' eos  7"  — 0. 

Os  valeurs  coïncident  avec  celles  ijiie  nous  avons  trouvées  (X”  I4(i) 
pour  la  splière,  dans  laquelle  les  trois  inoinents  d’iuertic  principaux 
du  centre  sont  eu  elfet  égaux. 

Ku  égalant  à zéro  les  valeurs  générales  qu’on  vient  de  trouver  pour 
J'xydm,  J'xzdm,  /'ijzdm,  ou  est  conduit  à trois  é<]ualions  (pii  servent 
h résoudre  ce  proldème  : une  droite  riant  donnée  de  position  pur 
rapport  aux  trois  axes  prinripaux  du  rentre  de  i/ravilé,  trouver  le 
point  de  cette  droite  pour  leifuel  elle  est  axe  d'inertie  principal,  et 
trouver  la  condition  ü lariurlle  elle  doit  satisfaire  pour  (iii'un  sem- 
blable point  puisse  exister  sur  cette  droite. 

On  trouve  ainsi  que  les  seules  droites  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété d’élrc  axes  d’inertie  |irincipaux  relalivcmcnl  à l’un  de  leurs 
points,  sont  les  paralUMes  à un  des  ravons  de  l’ellipsoïde  ceniral  du 
centre  de  gravité,  renferniées  dans  le  plan  qui  projette  ce  rayon 
ortiiogonaicnicut  sur  son  plan  diamétral  conjugué. 

Sans  nous  arrêter  a celle  rcclicrche , remanpions  que  dans  le  cas 
où  les  trois  luonients  priuci|>au\  du  centre  de  gravité  sont  égaux,  si 
on  altaisse  une  jierpendiculaire  du  centre  de  gravité  sur  la  droite 
donnée,  celle-ci,  ainsi  que  la  perpendiculaire,  seront  des  axes  prin- 
cipaux relativement  an  pied,  puisqu’en  prenant  la  droite  donnée  pour 
axe  des  Z et  la  pei'pendieulaire  ))our  axe  des  .\,  les  deux  coordonnées 
ni  et  H du  centre  de  gravité  seront  milles  et  par  conséquent,  les  trois 
intégrales  (2). 

Si  les  nouveaux  axes  coordonnés  étaient  parallèles  aux  axes  princi- 


'U  Voir  un  mi^inoirc  sur  ce  .sujet  ilniis  le  recueil  des  Mémoires  de  l’Acadé’inie 
royale  des  Seienres  de  Belgique,  loine  XXI. 
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|)iiux  (iii  rpijlrc  lie  gravité,  les  angles  (i,  y,  a',  y’,  a",  p”  seraient 
ilroils  et  il  viendrait  eiicnre 

J'xÿdm  = Mhn  , /'xzdm  y\ln  , f ;/zdm  — Minii. 

Il  résulte  de  ces  valeurs,  i|iie  trois  axes  parallèles  aux  axes  prinei- 
paux  du  centre  de  gravité  ne  peuvent  être  eux-niênies  jirineipaux, 
à moins  que  deux  des  trois  coordonnées  (/,  w,  n)  ne  soient  milles, 
auquel  cas  l’iin  des  trois  axes  se  eonfond  avec  un  des  axes  principaux 
du  eentre  de  gravité.  On  voit  par  là  qu’un  axe  iirineipal  du  centre 
de  gravité  est  toujours  axe  principal  pour  tous  les  points  placés  dans 
su  direction,  et  que,  pour  chacun  de  ces  points,  les  deux  autres  axes 
principaux  sont  parallèles  aux  deux  autres  axes  principaux  du  eentre 
de  gravité.  Quant  aux  valeurs  des  moments  d'inertie  principaux  corres- 
pondant à ces  points,  en  su|q)osant  ceux-ci  placés  sur  l'axe  C,  à une 
distance  r du  centre  de  gravité,  on  trouvera,  à cause  du  théorème 
démontré  147, 

A Mr*,  H -4-  Mr«,  ('.. 

On  a vu  plus  haut  (X“  148)  qu’eu  désignant  pai'  A,  H,  f.  les  trois 
inoinenis  d'inertie  prinrijiaux  d'un  point  quelconque  d’un  corps  et 
par  (a,  p,  y)  les  angles  formés  avec  les  axes  principaux  par  une  droite 
passant  par  ce  iioint,  le  moment  d'inertie  pour  celle  droite  est  donné 
par 

Y = A cos-  a -V-  R cos*  P -t-  (’  cos*  y. 

Il  résulte  de  celte  valeur  que  si  les  trois  moments  d'inertie  princi- 
paux sont  égaux  entre  eux,  toutes  les  droites  passant  par  le  meme 
|)oint  ont  le  meme  moment  d’inertie,  puisque  l’équation  précédente 
se  réduit  alors  à 

V = A (cos*  « -4-  eos*  P -4-  eus*  y)  = A. 

Celte  propriété  est  d’ailleurs  une  conséquence  de  ce  que,  dans  ce  las, 
l'ellipsoïde  des  moments  d’inertie  se  transforme  en  une  sphère, 
laiimne  dans  une  sphère  tout  diamètre  peut  être  considéré  eonimc  axe 
principal,  on  voit  que  lorsque  les  trois  moments  d’inertie  principaux 
sont  égaux  jiour  un  point,  tout  axe  passant  par  ce  point  est  un  axe 
])rincipal  et  par  conséquent  [loiir  trois  axi's  rectangulaires  ipiciconqncs, 
on  doit  avoir 

/'j:iy(/m  = 0,  /'xzdm  —l),  J'yzdm  — i). 
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Lc's  points  d'un  corps  (pii  ont  les  nioinonls  d'incrlie  principaux 
i‘)tanx  entre  eux , jouissent  en  ni(‘caniipic  de  propriétés  imporlantcs  ; 
proposons-nous  donc  de  délerininer  les  eondilions  pour  qu'un  corps 
donné  présente  de  senililables  points  et  clierclions  ensuite  leur  posi- 
tion. Si  l'on  fait  passer  jiar  le  point  cherché  trois  axes  rectangulaires, 
ils  devront,  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  former  un  système  d'axes 
principaux  quelle  que  suit  leur  direction,  et  par  conséquent  lorsqu'ils 
sont  menés  parallèlement  aux  axes  principaux  du  centre  de  gravité; 
or,  on  vient  de  voir  que  ces  axes  parallèles  ne  peuvent  être  principaux 
h moins  ipie  l’origine  ne  se  trouve  sur  l'un  des  axes  principaux  du 
centre  de  gravité  ; c’est  donc  dans  l’iin  de  ces  derniers  axes  que 
doivent  se  trouver  les  |ioinls  cherchés. 

En  représentant  par  r su  distance  an  centre  de  gravité,  on  vient  de 
voir  que  les  trois  moments  d’inertie  sont  pour  ces  axes  parallèles, 

A -+-  M/  S U -r-  M/'S  C 

et  (aimine  ils  doivent  être  égaux  par  hypothèse,  on  doit  avoir 


ipii  expriment  qu’un  seinhiahie  point  n’existe  dans  un  corps  que  si 
deux  des  trois  moments  d’inertie  principaux  du  contre  de  gravité  sont 
égaux  entre  eux  cl  que,  dans  ce  cas,  le  point  se  trouve  sur  le  troisième 
axe  principal  à une  distance  du  centre  de  graviUi  représenté  par 


± 


• Il  y aura  dune  deux  points  jouissant  de  la  propriété 


d'avoir  ses  moments  d’inertie  principaux  égaux  entre  eux,  pourvu 
(lue  C — A soit  positif,  ou  pourvu  (|ue  le  moment  inégal  soit  le  plus 
grand  des  trois. 

l.’iO.  l'ropriété  des  flllpsuides  centnuix  d'inertie.  — On  a vu  (|iie 
l’ellipsoïde  des  moments  d’inertie  autour  de  l'origine  des  eiiordonnéos 
a pour  é(|ualioii 


\x^  -(-  Hi/’  -(-  Cî*  — — "2Qxz  — 211x1/  ==  /d 

et  la  géométrie  analytique  apprend  que  ré(|uation  du  plan  diamétral 
(conjugué  à l'axe  des  Z est 


C:  = l'i/  -V-  <Jx  ou  hien  z J'{x*  -t-  y-)  dm  — <J  f yzdm  -r-  x J'xzdin. 
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si  on  ti'iins|iortP  l'origine  en  iin  point  tie  l’iixc  des  Z placé  à une 
distance  rdc  l’origine,  il  famlra  changer  z en  ; — c et  réipiation  dn 
plan  diamétral  conjugué  à l'axe  des  Z dans  l'ellipsoïde  correspondant  à 
cette  nouvelle  origine  devient 

{z  — c)  /(x*  -4-  </*)  dm  = y f y (z  — r)  dm  -h  x /x  (z  — c)  dm , 
c’est-à-dire, 

y)  !/*)  U fU'dm  — ry  fydm 

-t-  X J'xzdm  — ex  J'xdm 

qui,  en  représentant  par  x,  et  y,  les  eoordonnées  du  centre  de  gravité, 
peut  s’écrire  ainsi 

Ce  — Pÿ  — Qx  — c (C  — M.y,ÿ  — Mx,x)  = 0. 

Celte  équation  est  satisfaite  pour  toute  valeur  de  c,  c’est-à-dire,  pour 
les  plans  diamétraux  correspondant  à tous  les  points  de  l’axe  des  Z, 
en  posant  les  deux  é(|uatious 

C:— P^  — Qr  = 0 
C — àly  — Mx,x  = 0 

qui  représentent  une  ligne  droite;  d’où  résulte  ce  théorème  : Lfn  corp» 
étant  traversé  par  an  axe,  si  l’on  construit  les  ellipsoïdes  des 
moments  d'inertie  pour  tous  les  points  de  celte  droite,  tes  ]ilans  dia- 
métraux conjugués  à cet  axe  dans  tous  ces  ellipsoïdes  passeront  tous 
pur  une  même  droite. 

Kn  éliminant  successivement  y et  x,  ces  éi|uations  peuvent  se  mettre 
sous  1a  forme  ordinaire 

^ C'A  . 

Q^,-Px,*  M(0.y,-Px,)’ 

Cx,  QC 

^ Qy,-Px/  '*'M(Qy,-Px,) 

Si  on  fait  passer  le  plan  des  XZ  par  le  centre  de  gravité,  sera  nul  et 
ces  deux  équations  de  la  droite  deviennent 

C P y 

Cette  propriété  nous  sera  d’une  grande  utilité  dans  la  théorie  du  centre 
de  percussion. 


Digilized  by  Coogle 


as'j 

lî)!.  MourvmenX  siins  forces  motrices,  li'ii»  corps  solide  autour 
d'tiii  axe  fixe.  Vitesse  angulaire.  Pression  sur  l uxe.  — lU'pri;iioiis 
les  six  ti(|uutinns  (Ij  ii  (0)  dii  N"  lit,  relatives  au  iiiuiivciiienl  d’un 
corps  solide  autour  d’un  axe  lixe  cl  luisons  dilTcreiiles  h)  jio thèses  sur 
la  nature  des  lorces  motrices.  Siipposons-les  d’ulmrd  uulles;  le  corps 
ne  se  mouvra  f|u’en  vertu  d’une  vitesse  de  rotation  initiale  qui  lui  aura 
été  imprimée,  les  <|uantités  U,  U',  U"  seront  milles  et  les  six  équa- 
tions deviendront  : 


- sin  rij'  ipzplin  -t-  eos  ViJ'x^zplm 
^ y\l  cos  <1  ’ 

-f-  sin  >î  J'x,z/lm  -r-  cos  q dm 
M/  sin  q 

Lu  première  de  ces  équations  donne  en  intégrant, 
dvi 

-77=--C,  >!  = Ct  + l). 
dt 

Comme  vi  est  l’angle  formé  pur  le  plan  des  (X,Z  ) passant  par  l’axe  lixe 
cl  par  le  centre  de  gravité  tlu  corps,  avec  le  plan  arbitraire  mais  lixe 
des  (XZ),  on  peut  aussi  considérer  vj  emmne  l’arc  de  cercle  décrit  pen- 
dant le  temps  I par  un  point  du  corps  placé  à l’unité  de  distance  de 
Taxe;  la  constante  arbitraire  I)  est  donc  la  valeur  initiale  de  q ou  la 
distance  angulaire  du  centre  de  gravité  au  plan  des  (XZ)  à l'instant  où 
le  temps  t commence  à compter;  quant  à C,  on  voit  que  cette  con- 
stante représente  la  valeur  invariable  de  c’est-à-dire, de  la  vitesse 

<pii  anime  un  point  du  corps  placé  à l’unité  de  distance  de  l'axe  de 
rotation.  Cette  dérivée  prend  le  nom  ilc  vitesse  angulaire  et  sert  de 
mesure  à la  vitesse  de  rotation  du  corps.  Nous  représenterons  dorenu- 
vant  lu  vitesse  angulaire  par  le.  La  première  des  deux  intégrales 
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l)r<'c(i(lcntcs  cviirhnc  donc  que  le  corps  njaiit  reçu  priiiiitivemciil  une 
certaine  vitesse  de  rotation  , 1a  ia»nscrvc  iiidëliniincnt.  La  seconde 
exprime  que  l’angle  q augmente  pro|iortionnellement  ou  temps  t. 

l'onr  ce  qui  est  des  pressions  1’  et  y i|ue  Taxe  lixe  fait  éproincr  au 
corps,  et  qu’on  mettra  sous  la  forme 

P = — M/(c*  cos  ■') , y = — M/ie*  sin  y, , 

a])pliqnées  à des  distances  OA  et  OU  de  l’origine  O données  par  /i  et  »/, 
si  on  les  décompose  chacune  en  deux  antres  r,  r'  et  s,  s'  (lig.  lût)  pa- 
rallèles aux  axes  des  X,  et  des  Y, , et  qu’on  prenne  les  résultantes  de 
r,  s cl  r',  s',  on  trouve  que  l’axe  fixe  fait  éprouver  au  corps  une  pres- 
sion ])arallèlc  à X,  représentée  par  — Mlw*  et  applicpiée  en  un  point 
de  Taxe , distant  de  l’origine  d’une  quantité 

, fx,z,Aw. 

l’axe  fixe  éprouve  donc  à son  tour  une  pression  égale  à Mtw*.  yuanl 
aux  composantes  parallèles  à Y,,  elles  forment  un  couple  dont  le  mo- 
ment est  égal  à 

de  sorte  que  la  pression  éprouvée  par  l’axe  fixe  est,  en  général,  repré- 
sentée par  une  force  M/ir*  renfermée  dans  le  plan  qui  contient  l’axe 
et  le  centre  de  gravité,  et  par  un  con|de  conli'iiu  dans  un  plan  perpen- 
diculaire au  précédent.  Ohservons  que  si  la  masse  du  corps  était  con- 
centrée dans  son  centre  de  gravité,  ce  point  matériel  décrirait  une 
circonférence  de  rayon  l et  aurait  une  force  centrifuge  représentée  par 

Ihc* 

paifc  que  la  vitesse  du  centre  de  gravité  est  Iw,  celte  force  centrifuge 
produirait  donc  sur  l’axe  une  pression  égale  fi  celle  que  nous  avons 
trouvée  i)lus  haut;  mais  il  y a,  entre  ces  deux  cas , cette  dilférence 
(|uc,  si  la  masse  était  concentrée  dans  son  l entre  de  gravité,  la  pression 
serait  unique  et  serait  appliquée  au  pied  de  1a  perpendiculaii'c  abaissée 
du  eciilrc  de  gravité  sur  l’axe,  tandis  qu’en  réalité  cette  pression  est 
en  général  appliquée  à une  distance  d de  l’origine  jusqu'ici  arbi- 
traire, cl  il  y a en  outre  un  couple  jicrjtendicidairc  à la  direction  de 
celle  force. 

(’.uinme  jusqu'ici  l’origine  des  coordonnées  C'i  restée  indéterminée. 
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riiMi  n'cmpiVlio  (lu'on  la  j>lo(r  an  point  (rapplinilion  ilc  ('cUo  prrs- 
hioii;  alors  d sera  nul  et  l’on  aura  pour  ce  point 

y X,  J,  dm  = 0. 

Pour  (|iie  le  eonjile  disparaisse,  il  l'aut  que  l’on  ait  aussi 

f<J,:,dm  =0. 

Il  résnile  de  ces  deux  équations  que,  pour  i/iteles  pressions  éprouvées 
par  l'axe  par  suite  d' line  roldlinii  se  réduisent  à une  force  unique,  il 
faut  que  l'ttxe  de  rotation  soit  un  axe  d’inertie  principal  par  rapport 
à l'un  de  ses  points,  lequel  sera  alors  le  point  d'application  de,  la  force. 
M/ic*.  Réciproqnenieul , si  l’axe  de  rolation  est  nu  axe  d'inertie  prin- 
cipal par  rapport  à l’un  de  ses  points,  en  y plaçant  l’orijjinc  des  coor- 
données, les  deux  intégrales  ,fy,:,dm  seront  milles,  ce  qui 

(era  disparailre  le  couple  et  rendra  nulle  la  distance  d.  D’où  il  suit  que 
dans  ce  ras,  l’axe  éprouve  toujours  une  pression  unique,  a[qdiquéenu 
point  pour  lequel  celui-ci  est  axe  d'inertie  principal. 

I i>2.  .Ixes  permanents  de  rotation.  Lorsque  les  pressions  qu’éprouve 
en  fténéral  un  axe  de  rotation,  sont  réduclildes  à une  seule,  il  suflit 
de  rendre  fixe  le  ])oint  d’ap|ilieation  pour  que  l’axe  reste  Ini-inéuie 
iinniolnlc,  puisque  la  force  sera  détruite.  En  rapprochant  relie  oliser- 
valion  du  tliéorèuie  précédent,  et  en  remarquant  qu’en  chaque  point 
d'un  corps  il  passe  toujours  trois  axes  principaux  rectaujtulaires,  on 
est  conduit  à celte  propriété  : (Juand  un  point  quelconque  d’un 
corps  sans  forces  motrices  est  rendu  fixe,  il  ij  pusse  «éressairc- 
ment  trois  droites  rectanqulaires  qui  sont  telles,  que  si  le  corps  com- 
mence à tourner  autour  de  l’une  d'elles , lu  rotation  continuera 
indéfiniment  autour  (le  cette  même  droite.  Les  trois  axes  principaux 
joiiùssenl  .seuls  de  cette  propriété  qui  leur  a fait  douuer  le  nom  d’oxe.s 
permanents  de  rotation. 

Si  le  point  fixe  est  le  centre  de  gravité  lui-rnêmc,  la  pression 
uniipie  Al/ic*  disparait,  |>uisque  / sera  nul;  d’où  il  résulte  que  .si  un 
corps  sans  pesanteur  commence  d tourner  autour  de  l'un  des  trois 
axes  prineipaiix  du  rentre  de  gravité  rendu  fixe , ces  axes  n'éprouve- 
ront aucune  pression  ; ils  ne  ces.seront  donc  jias  d'elre  axes  permanents 
de  rotation  quand  le  centre  de  gravité  .sera  entièrement  litire. 

Si  on  renil  fixe  le  point  pour  lequel  les  trois  moments  d’inertie 
sont  égaux  entre  eux  et  (|u’on  commence  à faire  tourner  le  corps 
autour  d'iiue  droite  queirouque  passant  par  le  point  fixe,  le  corps 
tournera  indéfiniment  autour  <le  cette  droite,  piiisi|ue  l’on  a vu  que 
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loiilesces  ilroilcs  soiil  <Ios  axes  d’iiicrlie  (iriiiripaiix  |joiir  le  |M)iiit  lixe. 

Qiiaiiil  la  (Iroile  csl  axe  principal  d’inertie  relativement  an  pied  de 
la  perpendienlaire  abaissée  iln  centre  de  pravité  sur  sa  direction,  la 
pression  sc  confond  identiqucincnt , pour  la  grandeur  et  la  position, 
avec  la  force  centrifuge  cpii  résulterait  du  inouvenient  de  rotation  du 
centre  de  gravité  dans  lecpicl  tonte  la  masse  du  corps  serait  con- 
centrée; car  on  sait  que  la  rotation  fait  naître  une  pression  uni(|uc 
M/ir*  appli()uéc  au  point  pour  lequel  la  droite  est  axe  principal,  c’est- 
à-dire,  au  pied  de  la  perpendiculaire  et  renfermée  dans  le  plan  qui 
contient  le  centre  de  gravité  et  la  droite;  cette  pression  est  donc 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité. 

Cette  circonstance  se  présente  toujours,  d'après  ce  qu’on  a vu 
N°  H!t,  loi’sqtic  les  trois  moiuents  d'inertie  principaux  du  centre 
de  gravité  sont  égaux  entre  eux,  puisque  dans  ce  cas,  la  droite  est 
toujours  un  axe  principal  relativement  au  pied  de  la  perjrcndiculairc. 

Ibô.  ri/esse  de  roUilion  due  u une  pri  rusgiun.  Directitm  el  mesure 
de  la  percussion.  — Les  six  équations  du  N"  Hi  font  aussi  connaître 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d’un 
axe  lixe,  par  suite  d’une  percussion  ; il  sullil  pour  cela  de  tenir  eonqite 
du  mode  particulier  d'action  de  la  force  à bupiellc  la  percussion  <lonne 
naissance.  On  a vu  (N“  108)  que,  lorsque  deux  corps  viennent  se 
choquer,  la  percussion  donne  naissance  à une  force  de  pression  agis- 
sant sur  le  corps  choqué  pendant  un  certain  tein|is,  inconnu  à la 
vérité,  mais  que  l’on  sait  être  assez  court  pour  (pie  l’on  puisse 
admettre  que  le  déplacement  du  corps  et  le  eliangement  de  direction 
de  la  force  sont  nuis  |icndant  la  durée  de  l’action. 

La  direction  de  cette  force  sc  confond  avec  ce  que  nous  appellerons 
In  direction  de  la  percussion.  Elle  est  visiblement  la  même  que  celle 
suivant  laquelle  est  lancé  le  point  matériel  choquant,  lorsipic  celui-ci 
s’attache  au  corps  choqué.  Si  le  point  matériel  vient  frapper  le  corps 
ohliquemciit  à la  surface  sans  s’y  attacher,  1a  direction  de  la  pression, 
et  par  conséquent  celle  de  la  percussion,  sera  dirigée  normalement 
à la  surface  au  point  de  contact.  Si  cette  force  F nous  était  connue, 
on  introduirait  sa  valeur  dans  les  six  équations  (pii  feraient  alors 
connaitre  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  corps.  .Mais  la 
loi  suivant  laquelle  varie  cette  pression  nous  est  totulciuent  inconnue; 
on  sait  seidciiienl  (pi’elle  n’agil  que  pendant  un  temps  extrêmement 
court  pendant  lequel  elle  prend  naissance  et  s’évanouit  en  passant  par 
une  valeur  considérable.  Puisque  cette  force  ne  nous  est  pas  connue,  ‘ 
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c’est  par  les  effets  qu'elle  prixliiit  qu’il  faut  chercher  h l’upiiréeicr. 
Nous  appellerons  mesure  de  la  percussion  , la  quantiti‘  de  mouve- 
ment jiV  qu’une  percussion  fait  naitre  dans  un  point  materiel  d’une 
masse  ji  auquel  elle  communique  la  vitesse  v. 

Il  existe  entre  cette  quantité  de  momement  et  la  force  inconnue 
et  variable  T que  la  percussion  fait  naitre,  une  relation  qui  permet 
d’éliminer  cette  force,  en  y introduisant  la  mesure  ue  que  l’un  par- 
vient à déterminer  dans  chaque  cas;  en  effet,  puisque  T désigne  la 
force  motrice  inconnue  avec  laquelle  un  point  matériel  d’une  masse  ^ 
est  pressé  à une  époque  quelconque  de  la  percussion , si  on  repré- 
sente par  r la  vitesse  acquise  par  u à cette  époque,  on  sait  qu'il  existe 
entre  ji,  v etT  la  relation 


qui  n’est  autre  (|ue  l'équation  du  mouvement  de  n;  d’où  l'on  lire, 
en  intégrant  pendant  la  durée  r de  la  pereussion  , 


or,  av  est  la  quantité  de  mouvement  engendrée  pendant  la  percussion 

à laquelle  elle  sert  par  conséquent  de  mesure  ; on  voit  donc  que  l Td( 

JO 

que  nous  désignerons  par  u,  est  aussi  la  mesure  de  la  percussion.  Si 
la  percussion,  au  lieu  d’élre  exercée  contre  un  point  matériel  p isolé, 
était  produite  contre  un  corps  de  dimension  finie , on  concevrait  cette 
percussion  agissant  sur  un  point  matériel  p,  appartenant  au  corps 
choqué  et  placé  au  point  de  contact;  u sera  alors  la  quantité  de 
mouvement  reçue  par  u et  par  conséquent  la  quantité  de  mouvement 
que  la  percussion  introduit  dans  le  corps  choqué.  Nous  verrons 
plus  loin  (N“*  IS4  et  133)  comment  on  trouve  la  valeur  de  cette 
intégrale  m. 

Cela  posé,  si  on  désigne  par  ^ l’inclinaison  de  la  direction  de  la 
pereussion  sur  l’axe  et  par  f la  plus  courte  distance  de  ces  deux 
droites,  T sin  i sera  la  composante  de  T estimée  normalement  h l’axe 
et  Tf  sin  ^ son  moment.  L’équation  (4)  du  N“  144  deviendra  donc,  à 
cause  de  la  signification  de  l'". 


^_T/'sin  J 


d’où 


f/*>i  fün  '}  ^ , 

-Tdt. 

dt  linr* 
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Or,  si  on  admet  que  |iendant  la  durée  très  petite  r de  raetioii  de  la 
forte  T,  les  quaiililés  /'et  S restent  sensiblement  euiislantcs,  il 
viendra,  en  intégrant  depuis  le  commencement  de  la  p<-rcussinn 
jusqu'à  la  fin  , et  en  désignant  par  v et  w les  vitesses  de  relation  après 
et  avant  la  percussion , 


i/»î  _ 

— — O)  ir  — O.  = 


f sin  i 


imr* 


, , Tsin  a ■ . . , . . , 

«'  — 01,  c est-a-dire,  ^ h est  dont  la  vitesse  de  rotation  engendree 

ïmr  ” 

par  la  percussion  ii. 

Si  une  nouvelle  percussion  venait  agir  sur  le  corps,  il  est  visible 

que  la  vitesse  engendrée  devrait  être  ajoutée  à la  précédente,  de 

même  que  la  vitesse  primitive  oi  doit  être  ajoutée  à la  vitesse  engen- 

, , uf  sin  i ..... 

dree  — en  sorte  que  I on  aurait  pour  vitesse  totale. 


itf  sin  a'  u'f  sin  (?' 


et,  en  général,  après  un  nombre  quelconque  de  percussions  successives, 
vf  sin  i + u'r  sin  u"f"  >in  3”  h-  etc. 

O)  -1-  

ï.inn 

Cette  valeur,  qui  est  indé|>endante  du  temps  écoulé  entre  ebaque  per- 
cussion, resterait  évidemment  la  même  si  elles  étaient  simultanées. 

On  est  conduit  immédiatement  à la  valeur  précédente  de  la  vitesse 
angulaire  engendrée,  en  observant  que,  d’après  le  princi[iedc  D’Alem- 
bert,  modifié  pour  le  cas  d'une  jierciissinn , les  forces  développées 
par  les  percussions  doivent  faire  équilibre  autour  de  l'axe  fixe,  aux 
résistances  dues  à l’inertie  et  engendrées  pendant  ces  percussions;  or 
si  le  corps  choqué  prend  un  accroissement  de  vitesse  angulaire  «■  — ai, 
un  point  matériel  dm  placé  à la  distance  r de  l’axe,  pix-ndra 
instantanément  une  vitesse  r (ir  — ta)  et  une  quantité  de  mouvement 
mr  (w  — «)  qui,  comme  on  sait,  mesure  la  résistance  due  à l’inertie; 
le  moment  de  cette  résistance  par  rapport  à Taxe  est  donc  — ai) 
et  la  somme  de  ces  moments  ï«ir*  (le  — ai)  ou  plutôt  (it  — u)  imr-, 
parce  que  la  v itesse  angulaire  te  — ai  est  la  même  pour  tous  les  points. 
D’un  autre  côté,  les  forces  engendrées  pendant  la  durée  des  per- 
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eussions  sont  u,  »' dont  les  muincnls  par  rapport  à l'axe  sont 

u/'siu  (?,  «'/’  sin  ’i" ; on  a doue 

(w  — td)  imi-'—uf  sin  J -t-  u'f  sin  o''  + etc., 

d’où  l'on  tire  pour  w — co  la  valeur  trouvée  plus  haut. 

lî)4.  Cas  où  les  corps  choquatits  s'attachent  au  corps  choqué.  — 
Les  mesures  des  percussions  sont  imuiédiatcracnt  eoiinucs  lorsque 
des  corps  choquants  m,  m’,  m"....  animes  des  vitesses  v,  v’,  v''.... 
s’attachent  simultanément  au  corps  choqué  supposé  immobile,  et  ne 
s’en  séparent  plus  après  la  percussion  ; car  on  peut,  sans  changer  le 
mouvement  de  rotation,  considérer  m,  m',  m"....  eomme  des  parties 
intégrantes  du  corps  choqué , auxquelles  des  percussions  idéales 
auraient  communiqué  les  quantités  de  mouvement  me,  m'v'...;  ees 
produits  doivent  donc  être  substitués  à u,  u'....  dans  l’expression  de 
la  vitesse  de  rotation,  et  de  plus , comme  le  dénominateur  représente 
le  moment  d'inertie  du  corps  choqué  entier,  comprenant  les  masses 
fictives  tn,  m',  m"....  qui  reçoivent  les  percussions,  il  faudra,  dans  le 
cas  actuel,  prendre  pour  dénominateur  non-seulement  le  moment 
d’inertie  .MK*  du  corps  choqué  proprement  dit,  mais  encore  les 
moments  d’inertie  des  masses  m,  m'....  ; c.i  désignant  donc  par  /,  /’.... 
leurs  distances  ii  l’axe  de  rotation , on  a pour  expression  de  la  vitesse 
angulaire  engendrée, 

mv/"  sin  o'  -t-  m'v'f  sin  ^ -4-  etc. 

MK*  -4-  m/*  -4-  mT*  -4-  etc. 

f,  f....  étant  les  distances  des  directions  des  vitesses  o,  à l’axe 
de  rotation  et  i,  i',...  les  inclinaisons  de  ces  vitesses  sur  l’axe.  Si 
les  percussions  étaient  successives,  il  faudrait  déterminer  la  vitesse 
de  rotation  après  chaque  percussion  pour  l’ajouter  à la  vitesse  engen- 
drée par  la  percussion  suivante. 

Si  le  corps  choqué  avait  une  vitesse  angulaire  eo  antérieure,  il  est 
visible  que  lorsque  la  masse  m sera  attachée  au  corps,  la  vitesse  u sera 
MK* 

réduite  a to  — — ^ ==&> , et  m aura  avant  la  percussion  idéale,  une 

MK*  -4-  ml' 

vitesse  /u'  perpendiculaire  au  plan  qui  contient  l’axe  et  le  point  m. 
En  décomposant  cette  vitesse  en  deux  autres  dirigées  l’une  dans  le 
plan  précédent,  et  l’autre  dans  le  sens  de  la  percussion,  la  première 
sera  détruite  par  l’axe  si , comme  on  le  suppose,  le  corps  ne  peut 
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pas  glisser  le  long  de  cet  axe  et  la  seconde  sera  égale  à 


dans 


laquelle  £ est  l’inclinaison  de  la  percussion  sur  ce  plan  ; la  percussion 
idéale  ne  devrait  donc  communiquer  à la  masse  m que  la  vitesse 
l<ù’ 

V ; — pour  lui  faire  avoir  la  vitesse  v;  la  valeur  de  la  percussion 


sin  £ 


serait  donc  «i  ( u r— 

\ sin  £y 


qu'il  faudrait  substituer  à u dans  la 


valeur  de  te  — <a'  du  numéro  précédent. 

453.  Cas  où  le  corps  choquant  se  sépare  du  corps  choqué.  — 
Lorsque  la  masse  m,  au  lieu  de  s'attacher  au  corps,  ne  fait  que  le 
choquer  pour  s’en  séparer  immédiatement  après,  la  valeur  de  u 
s’obtient  de  la  manière  suivante  dans  le  point  matériel  choquant, 
il  doit  y avoir  équilibre  à chaque  instant,  en  vertu  du  principe  de 
D'Alcmbert  approprié  au  cas  d’une  percussion , entre  cette  force  u et 
les  forces  d’inertie  développées  par  la  percussion  ; si  donc  on  repré- 
sente par  m sa  masse,  par  U',  V’,  W’  les  trois  composantes  de  sa 
vitesse  avant  la  percussion,  par  U,  V,  W les  mêmes  composantes  après 
la  percussion,  |tar  a,  p,  3 les  angles  formés  par  les  axes  coordonnés 
avec  la  direction  de  la  percussion  u agissant  sur  le  corps  choqué  et 
par  conséquent  par  — a,  w — p,  jr — S les  mêmes  angles  quand 
la  force  u agit  en  sens  inverse  sur  le  corps  choquant,  les  quantités  de 
mouvement  acquises  suivant  chaque  axe  et  par  conséquent  les  forces 
d’inertie,  seront 


m (ü  — U') , m (V  — V) , m (W  — W') , 
et  par  conséquent  on  doit  avoir 

— M cos  a = ni  (U  — L”) , — « cos  P = m (V  — V ') , 

— « cos  O = m (W  — W'). 


Les  circonstances  qui  accompagnent  le  phénomène  de  la  percussion 
vont  nous  fournir  une  quatrième  équation.  Remarquons  que  la  per- 
cussion est  duc  à l’inégalité  de  vitesse  des  deux  corps  dans  la  direction 
suivant  laquelle  iis  sc  choquent  et  que  les  corps  adhèrent  l’un  à l’autre 
en  se  comprimant  Jusqu’à  ce  que  l’égalité  de  vitesse  dans  cette  direc- 
tion SC  soit  établie  ; de  sorte  qu’à  la  fin  de  la  percussion,  la  vitesse 
est  la  même  dans  les  deux  corps  dans  lu  direction  suivant  laquelle  ils 
se  pressent;  or  w étant  la  vitesse  angulaire  du  corps  après  la  per- 
cussion, O,  6,  c les  coordonnées  du  point  de  percussion,  ic  j/  a*  -t-  6* 
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sera  la  vitesse  du  point,  vitesse  qui  est  dirigée  langcnliclicmcnt  au 
cercle  qu’il  décrit,  et  on  trouve  pour  cosinus  des  angles  qu’elle  forme 

b a , 

avec  les  axes, , — --  ■ -et  zéro;  le  cosinus  de  l’angle 

/a*  -A-  6*  j/o*  6‘ 

, ,,  , . . aeosS  — 6cusa 

qu  cite  lorme  avec  la  direction  de  la  percussion  est  donc — 

-f-  6* 

et  par  conséquent  la  composante  de  la  vitesse  estimée  suivant  la  per- 
cussion, est  w (a  cos  P — 6 cos  a).  D’un  autre  cété,  les  composantes 
de  la  vitesse  du  point  matériel  choquant  étant  U,  V,  \V  après  la  per- 
cussion, les  composantes  de  chacune  de  ces  vitesses  dans  le  sens  de 
la  meme  droite  sont 

U cos  a,  V cos  |9,  W cos  a'  ; 
on  doit  par  conséquent  avoir 

IC  (a  cos  P — 5 cos  a)  = U cos  a -i-  V cos  p -t-  W cos  a . 

Cette  équation,  jointe  aux  trois  qui  précèdent  et  à l'équation 

iif  sin  i 

w — to  = — — , 

ï.mr* 

suffit  pour  déterminer  les  valeurs  de  u,w,  C,  V,W,  c’est-à-dire, 
qu’elle  fait  connailrc  le  mouvement  du  corps  choqué  et  du  point 
matériel  choquant.  En  désignant  par  c'  la  vitesse  du  point  matériel 
choquant,  estimée  dans  le  sens  de  la  percussion,  c’est-à-dire, 

U'  cos  a ■+■  V'  cos  P -+■  W"  cos  J, 

on  trouve 

fv'  — (il  (a  cos  S — 6 cos  imr* 

U = m ! 

Imr*  m{  sin  à (a  cos^  — b cos  a) 

ou,  en  remarquant  que  la  plus  courte  distance  f de  la  percussion  à 

„ a cos  S — h cos  a 
1 axe  des  Z est — : , 


(v  — cdC sin  (?)  imr* 

U = «I  — . ■- 

Smr*  ■+■  mf‘  sin  - a 

dans  laquelle  r'  — 'af  sin  a'  représente  la  vitesse  relative  v estimée  dans 

le  sens  de  la  percussion,  des  deux  points  entre  lesquels  a lieu  la 

, ...  sin  i 

compression,  de  sorte  que  w — ai  est  égal  a ; — - — • 

ïmr* sin’ a 

156.  Percussion  éprouvée  par  tare.  — Les  valeurs  de  P,  Q,  R du 
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N“  144  fûiil  vüiinaitrc  les  percussions  qu'éprouve  l’axe  lixe  au  momcnl 
où  les  (leux  corps  viennent  se  choquer;  en  elTel,  on  a vu  que,  T clanl 
la  force  de  pression  variable  qui  s’exerce  entre  ces  corps,  la  compo- 
sante Z de  la  force  T,  parallèle  à l’axe  de  rotation  ou  à l’axe  des  Z,  est 
Tcos(f;  la  seconde  composante  normale  à l’axe  est  donc  T sin  i et 
les  forces  X,  Y qui  entrent  dans  ces  équations  sont  les  deux  compo- 
santes de  cette  dernière;  or  si  l’on  prend  le  plan  des  (YZ)  (lig.  105) 
qui  jusqu’ici  est  resté  arbitraire,  parallèle  à la  direction  de  la  force  T 
appliquée  en  m,  la  composante  T sin  ^ dirigée  suivant  mu,  sera 
parallèle  ù l’axe  des  Y et  par  conséquent  on  aura 

X = 0 , Y = T sin  (f  ; 
les  valeurs  de  P,  Q,  R deviendront  donc 


(in 


( • 

I sin  T,  -,  I 

V '/'/ 


dfcosn$^ 

Q = - T sin  -V-  m = _ T sin  -v-  M/  ^ , 

o'  ai 

R = — T cos  s. 

Si  on  multiplie  les  deux  membres  de  chaque  équation  par  dt  et  qu'on 
intègre  ensuite  depuis  le  commencement  de  la  percussion  jusqu’à  la 
fin,  en  observant  (|iic  r,  et  o ne  changent  pus  sensiblement  de  valeur, 
il  viendra  en  représentant  par  te  et  ta  les  vitesses  angulaires  ou  les 

valeurs  de  apres  et  avant  la  pen'.ussion  , 

1 P(/l=  — M/(ii:  — ta)  sin»;,  l Qi/t  = — siii  ^ ( T(ll  + Ml[tv — ca)eos>!, 

Jü  -0  Jo 

i R</1  = — eosji  Tdt. 

'0  •’n 

On  a vu  (X"  15â)  que  i Tdt  est  lu  mesure  i<  de  lu  jicreussiou  qu’éprouve 
•0 

r 

la  masse  choquée.  De  meme,  les  trois  intégrales  \ Pdl,  l Qdl,  l Rdt 

■'0  Jo  J(t 
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M>iil  Irs  niesiircs  des  trois  percussions  épnimées  ])ar  l'iive.  ICn  les 
l•ep|•êsp||tarlt  par  u",  n"',  on  trouve 

II'  ~ — M/ (te  — w)  sin  (I) 

11"  — — Il  sin  !?  -t-  .M/  (te  — w)  cos  >) (5i) 

u’"  = — Il  eus  (ô) 


Les  points  de  Taxe  auxquels  sont  appliquées  ces  pereiissioiis  sont 
donnés  par  les  équations  générales  (3)  cl  (ü)  du  ÎS“  143,  appropriées 
au  ras  dont  nous  nous  uecupons;  car  si  on  fait  dis|iarailre  les  dénoini* 
Dateurs  P et  Q et  qu'oii  reinette  pour  U'  et  L'  leur  valeur  ï (z\  — xZ) 
et  1 {ifZ  — cY)  ou  plutôt  iX  — x'Z  et  yZ.  — rY'  quand  il  n’y  a qu'une 
seule  percussion,  il  vient  en  rciuarquant  que 


X = 0 , Y = ï sin  ^ , Z — T cos  J , x = ii,  y — b,  z—r, 
cos  M rf*  sin  >1 

""  ‘ Jl*~  ' 


, i/‘  sin  •)  li*  cos  VI  , ,,  , ^ . 

riQ  ==  - ■ — ïwil.x,  -I ; -»«*,'/  -+-  bl  eos  i?  — iT  Slii 

IIP  IIP 


ou  bien 


pPdl  = — (/  ^sin  >1  ïmx,z,  — i/  ^cos  >)  '^'ri/t, 

. / 

= d / cos  >î  j î,  — l dï  7 
-+-  b cos  JTdl  — c sin  oTdl , 

et  en  intégrant  depuis  le  cominencenicnt  jusqu’à  la  fin  de  la  percus- 
sion, en  remarquant  qu’aux  deux  limites,  ^ devient  a et  «•  et  que 

sa  durée  toujours  très  petite  permet  de  considérer  la  direction  de  la 
force  qui  naît  de  la  percussion  ainsi  que  le  point  d’application  de 
celle-ci,  comme  sensiljlcmciit  invariables,  c’csl-à-dire , />,  q,  a,  b,  c 
et  â comme  constants,  il  vient 

pu'  = — (ir  — w)  sin  — (lo  — w)  cos  ^imz^y^  -t-  ua  cos  i (4) 

qii"  — (ir  — w)  cos  >1  S«i;,x,  — (ur  — o>)  sin  >)  Iniz^y^ 

Il  {b  cos  S — e sin  o') (3) 
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Les  éqiiuliuiis  (1),  (i),  (5),  (4),  (5)  qui  renferment  la  solution  com- 
plète de  la  question,  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante , en 
observant  que  l’x  du  point  où  se  fait  la  percussion  , c’est-à-dire  a,  est 
égal  à f quand  ou  prend  le  plan  de.s  YZ  parallèle  à sa  direction , 


le  — W : 


uf  s,m  S 

■ — ^ ï M = 


M/"/  sin  O 

-U  - - — - — sin  JJ , 


h"  = — M sin  ^ f i eos  » v’"  = — ii  cos  a (fi) 

\ ïmr*  y 

(sin  >î^/«r,x,  -t-  cos >4  — cotJsmr* 


;>  = 


M/  sin  y\ 


— [cosqï»iz,x,  — sin  >js»nr,y,]  f — {b  cot  o'  — r)  ïmr* 

^mr'‘  — M//’cos 

t'es  équations  font  connaître  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
d’un  corps  ou  d’un  système- de  forme  invariable,  traversé  par  un  axe 
fixe  des  Z,  recevant  une  percussion  d’une  intensité  représentée  par  i/, 
dirigée  parallèlement  au  plan  des  (YZ)  à une  distance /"de  celui-ci , 
cette  direction  étant  inclinée  d’un  angle  ô sur  l’axe  de  rotation  et 
appliquée  en  un  point  qui  a pour  coordonnées  a =/",  6 et  c;  la  per- 
cussion ayant  lieu  au  moment  où  le  plan  des  (X_  Z,)  qui  contient  le 
centre  de  gravité,  fait  avec  le  plan  des  (XZ)  un  angle  q,  M étant  la 
masse  du  corps,  / la  distance  de  son  centre  de  gravité  à l’axe  et  ir  — ce 
la  vitesse  angulaire  engendrée  par  la  percussion,  « devra  être  rein- 
jdacc  par  sa  valeur  trouvée  aux  X“*  134  ou  133. 

Si  la  direction  de  la  jienuission  est  renfermée  dans  un  plan  normal 
à l’axe  des  Z et  .si  l’on  prend  le  plan  des  (.XY),  arbitraire  jusqu’ici,  de 
manière  qu’il  contienne  cette  force,  l’angle  ^ sera  droit,  r sera  nul 
et  ces  équations  se  réduiront  à 


"/■  , yuf  . 

tr  — c<)  = — t-- , U — — U — sin  , 

Swr- 

= — Il  f i ~ t cos  )}  1 = O , (7) 

y 1 mr^  J 

sin»îïmz,x,  cos  y, 

Ut  sin  g 

— (cos  — sin  >)  ï mz^y)  f 

^ Xmr*  — U/f  eos 
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lü7.  Centre  de  percussion  normale  à l’axe.  — Proposons-nous  de 
délcrminer  la  direction  suivant  laquelle  le  corps  doit  être  choqué  pour 
que  l’axe  n’éprouve  aucune  percussion , et  supposons  d’abord  la 
direction  du  clioc  renfermée  dans  un  plan  pcrjicndieiilaire  à l’axe  fixe. 
Il  faut  que  les  valeurs  (7)  de  «'  et  de  «"  soient  nullcs;  mais  ces  deux 
conditions  nesullisent  pas,  puisque  u'  et  u"  égalées  à zéro,  pourraient 
n’étre  que  les  résnltanles  de  deux  couples  renfermés  dans  les  plans 
des  (YZ)  et  des  (.\Z),  et  dans  ce  cas  l’axe  des  Z éprouverait  une  double 
percussion  dans  chaque  plan  coordonne.  Pour  exprimer  que  cette  cir- 
constance ne  SC  présente  pas,  il  faut  (N"  23)  égaler  à zéro  les  inomenis 
de  ces  forces  «'  et  u",  c’est-à-dire,  poser 

m'  = 0 , u"  ==  0 , «';)  = 0 , u"i/  — 0 , 


ce  qui  conduit  aux  quatre  équations 


sin  t)  = 0, 


^ iUf  eos  *1 
î»ir’ 


O 


sin  >jZmz,x,  -4-  cos  = <> 

eos  ijTmz^x^  — sin  — 0. 

I.a  première  exprime  que  l’angle  doit  être  nul,  c’est-à-dire,  que  le 
plan  des  (XZ)  doit  se  confondre  avec  le  plan  des  {X,ZJ  qui  contient  le 
centre  de  granité  G ; il  suit  de  là  que  la  direction  mC  de  la  percussion 
(lig.  100)  qui,  par  hypothèse,  est  parallèle  à l’axe  des  Y,  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  passant  par  l’axe  et  par  le  centre  de  gravité 
du  corps.  La  seconde  équation  donne 

' ~ TîT  ■ 


Elle  fixe  la  distance  f on  AC  de  la  direction  de  la  percussion  à l’axe 
des  Z ou  au  plan  des  (YZ).  Les  deux  autres  équations  sc  réduisent  à 

V mz, y,  = 0 et  i mz^x,  = 0 

qui  expriment  que  l’axe  de  rotation  doit  être  un  axe  d'inertie  principal 
relativement  au  point  A.  Le  point  C déterminé  comme  on  vient  de  le 
voir,  sc  nomme  centre  de  percussion. 

Il  résulte  de  ce  qui  précèilc,  (pie  pour  avoir  le  centre  de  |(erciissioii 
d’un  corps  traversé  par  un  axe  fixe,  il  faut  : 1“  déterminer  le  |ioinl  A 
de  l’axe,  pour  lequel  celui-ci  est  axe  d’inertie  principal,  et  2"  sur  la 

5'J 
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|icrpeiidiculairc  élevée  en  ce  point  dans  le  plan  déterminé  par  l'axe  et 

|iar  le  centre  de  gravité,  prendre  une  longueur  AC  égale  à j 

l’extréiuilé  est  le  rentre  de  percussion  et  la  dircrlion  du  elioe  doit 
jiasser  |iar  ce  point  et  être  normale  au  plan. 

Si  l’on  désigne  par  MA'-  le  moment  d’inertie  du  eor|is  par  rapport  à 
un  axe  passant  par  le  contre  de  gravité  et  parallèle  à l'axe  de  rotation, 
le  moment  d’inertie  ïi/ir*  pourra  être  mis  sons  la  forme  iW  -v-  MA* 
et  la  distance  f du  centre  de  percussion  à l’axe  deviendra 

M/*  -H  MA*  , A* 

Ml 

1.’)8.  Cciiire  de  perrussioH  vblitjue  à l'axe  fixe.  Théorème  (jénéral  sur 
res  rentres.  — Le  tliéorèiuc  précédent  sur  le  centre  de  jicrcussioii  sup- 
pose la  direction  de  celle-ci  perpendiculaire  à l’axe  de  rotation; 
mais  les  éipiations  générales  du  iS*  lîiO  conduisent  à nu  tliéorèiiie  plus 
général  sur  la  direetioii  suivant  la(|uelle  le  corps  doit  être  frappé  pour 
que  l’axe  fixe  n’épronvc  aiicniie  peieussion.  Il  est  bien  entendu  que  nous 
ne  donnons  pas  ce  nom  à la  composante  u"'=  — « cos  o qui  agit 
dans  le  sens  de  l'axe  lixe.  En  posant  les  quatre  équations  ipii  expri- 
ment cette  coiidilion,  savoir  : 

h'=0,  h’p=0,  «”q==0, 

on  trouve  que  la  seconde  conduit  à 

sin>î  = 0 ou  iî  = 0, 


ce  qui  ap|ircnd,  comme  plus  haut,  que  le  plan  des  (lig.  107)  qui 
eoutient  le  centre  de  gravité,  doit  se  confondre  avec  celui  des  .\Z,  ou 
que  la  direction  rs  de  la  percussion  d<dt  être  renfermée  dans  un  plan 
sir  parallèle  à YZ,  lequel  est  ]ierpendiculaire  au  plan  qui  contient  l'axe 
fixe  et  le  centre  de  gravité.  La  troisième  équation  donne,  comme 
précédemment, 


/■= 


2 «ir* 
Ml 


et  fait  connailre  la  plus  courte  distance  Al  de  la  percussion  à l’axe. 
].a  cinquième  donne 


cot  9 


ïnir* 
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qui  fixe  l’inclinaison  rst  de  la  percussion  sur  l'axe  des  Z ou  sur  le 
plan  XZ.  Enlin  la  sixième  prend  la  rorme  suivante,  en  tenant  eumplc 
des  trois  premières , 

ï.mz,y,  unz,x, 


Comme  6 et  c sont  les  coordonnées  du  point  d’application  de  la  jicr- 
cussion  et  qu’on  peut  la  concevoir  appliquée  en  un  point  quelconque 
de  sa  direction , il  est  visible  que  f,  b et  c sont  les  trois  coordonnées 
courantes  (x,  y,  z)  de  la  droite  qui  représente  cette  direction  ; les  deux 
équations 

îwir*  ïmi/i,  ïnixî, 


dont  le  lieu  géométrique  est  une  ligne  droite,  représentent  doue  cette 
direction.  En  les  iiicttant  sous  la  forme 


X = 


elles  coïncident  avec  les  équations  trouvées  au  N“  150;  ce  qui  conduit 
au  théorème  suivant  : si  un  axe  fixe  traverse  un  corps , tes  plans 
diamétraux  conjugués  dans  les  ellipsoïdes  centraux,  construits 
autour  des  di/férents  points  de  cet  axe,  passent  tous  par  une  meme 
droite  représentant  ta  direction  de  la  percussion  qui  ne  produit  aucun 
effet  sur  l'axe. 

Nous  appellerons  cette  droite  ligne  des  centres  de  percussion. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  percussion  d’un  bâton 
cylindrique  et  homogène  Oit  (fig.  108),  tournant  dans  un  plan  vertical 
autour  d’un  axe  de  rotation  Iiorizontal  placé  à rextrémite  O du  cylin- 
dre. Comme  il  résulte  visiblement  de  la  forme  symétrique  du  cylindre 
autour  de  011 , que  l’axe  de  rotation  est  un  axe  d'inertie  jtrineipal 
relativement  au  point  d’intersection  O,  il  est  visible  que  le  centre 
de  percussion  C devra  être  situé  dans  la  hauteur  Oit  du  cylindre, 

à une  distance  de  l’extrémité  O , représentée  par  / -t-  -j-  j / étant  la 


, BO  O 

Li  dislâiicc  GO  = — — — y 

-2  2 


du  centre  de  gravité  à l'axe  de  rotation. 


On  trouve  pour  le  moment  d’inertie  MA'*  du  cylindre  rel.itiveuient  à 
une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  G du  cylindre  et  parallèle 
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il  l’axe  lie  rnlalion, 
ilislanec  OC, 


M — ; on  aura  donc  A*=  — elil  vient  pour  la 
12  12  ‘ 


U 

6 


2 

- a. 

ô 


Le  eentre  de  pereussion  C est  ici  le  point  où  il  faut  frapper  un  liAtoii 
cylindrique  OB  pour  que  la  main  qui  le  tient  par  l’extrémité  O 
n’éproHvc  aucun  choc. 

Iîi9.  Mouvement  d'un  corps  pesant  autour  d’un  axe  horizontal.  — 
Reprenons  les  équations  du  N"  144  et  proposons-nous  de  déterminer 
le  niouvcnienl  que  prend  un  corps  pesant  autour  d’un  axe  fixe  siqi- 
posé  horizontal.  On  sait  que  l’on  a en  général, 

U" 

dt*  ïmr’  ’ 

U"  étant  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  motrices  par  rap- 
port à l’axe  Z de  rotation;  il  est  visible  que,  les  forces  se  réduisant 
à la  pesanteur,  celle  qui  agit  sur  un  point  matériel  m est  iii(j,cl  si  l'on 
prend  le  plan  des  (.\Z)  horizontal , les  coordonnées  du  point  m étant 
I,  y,  Z,  le  moment  de  la  force  ing  par  rapport  au  plan  des  YZ, 
sera  mgx  ; on  a donc 

imgx  gïmx 
dl*  ïmr* 


ou,  si  le  corps  est  continu  et  se  compose  d’un  nombre  infini  d’élé- 
ments juxtaposés , 

(!*»)  g f xdm  yM.\  g\ 
dt* ^ fr*dm  ^ fr*dm ~ l*  -t-  k*  ’ 

en  désignant  par  M la  masse  du  corps,  par  X l’abscisse  ZP  (fig.  109) 
de  son  centre  de  gravité  G,  ]>ar  Mfc*  le  moment  d’inertie  par  rapport  à 
une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  parallèlement  à l'axe  de 
rotation  et  par  l la  ilislancc  GZ  du  centre  de  gravité  à l’axe.  Conimc 
l’angle  GZX  est  relui  qui  a été  désigné  par  >1,  le  triangle  rectangle  GZP 
donne 

X = / cos  if  ; 


on  a donc  pour  équation  dilTércntielle  du  mouvement  du  corps, 

gl 


dr- 


k* 


COS 
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Celte  équation  différciilielle  peut  être  ramenée  à une  forme  eonnne, 
en  remarquant  qu’un  point  quelconque  du  corps  devant  décrire  un 
arc  de  eerclc  ayant  son  rentre  dans  l’axe  de  rotation,  si  l’on  considère 
un  point  quelconque  M placé  dans  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  G sur  l’axe,  à une  distance  MZ  = f'  de  l’axe,  et  qu’on  repré- 
sente par  : la  hauteur  verticale  Aq  du  point  M au-dessus  du  point  A à 
une  époque  quelconque  et  par  h la  hauteur  AC  dans  lu  position  initiale 
H de  M,  ou  lorsque  l'angle  BZX  était  a,  on  a 


sin  VI  = 


Zq  _l'  — Z 

m~~T~  ’ 


zc 

sm«  = - = 


l'  — h 
l'  ’ 


d'où  l'on  tire  par  la  différentiation, 

, — dz  — dz  — dz 

/ cos  ■>}  l'^/î  — sin*  VJ  — 2* 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  différentielle  du  inuuvc- 
meut,  celle-ci  devient 


(|ui  revient  à 


iOO.  OscillatioHS  d’uH  pendule  compoHé.  Centre  d'oscillation.  Pro- 
jméléde  ce  point. — Au  lieu  d'intégrer  cette  diirércnlicllc,  comparons-la 
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à la  siiivanlc,  Iniuvce  au  N"  lôt,  pour  le  luoiivenicnt  d’un  pendule 
siiiijile  d’une  longueur  r,  savoir  : 


dJ  = ± 


On  voit  que  le  innuvemeni  du  point  M (fig.  I0!l)  de  notre  corps  sera 
identiquement  le  même  que  celui  de  l’extrémité  du  pendule  sim|)le  de 
In  longueur  r,  si  l’on  a 


et  r = /'; 


d’où  il  résulte  que  dans  un  corps  pesant  traversé  par  un  axe  fixe,  il 

existe  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  rentre  de  gravité  sur  l'axe, 

, H-  A* 

un  certain  point  M distant  de  l axe  de  — j — > dont  le  moureinent  est 

identif/uenient  le  meme  que  celui  que  prendrait  un  pendule  simple 
I*  A * 

d'une  longueur  égale  à — j » c’est-à-dire,  que  le  point  M du  corps 

oscille  de  1a  même  manière  que  si  ce  point  cxisUiil  seul  et  que  la  musse 
du  corps  y fût  concentrée.  Puisque  la  durée  des  oscillations  d’un 


pendule  simple  d'une  longueur  r est 
tions  du  corps  autour  de  l’axe  est  égale  a 


Vr 


la  durée  des  oscilla- 


r 


Le  point  .AI  qu’on  vient  de  déterminer,  se  nomme  centre  d'oscilla- 
tion du  corps,  et  le  corps  oscillant  autour  de  l'axe  lixe  prend  le  nom 
de  pendule  composé  ou  pendule  physique.  On  voit  que  le  centre 
d’oscillation  d’un  pendule  composé  est  le  point  dans  lequel  on  peut 
concevoir  concentrée  la  masse  du  corps  oscillant,  sans  que  la  durée 
des  oscillations  soit  altérée.  Le  pied  Z de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  de  gravité  sur  l’axe  se  nomme  centre  de  suspension. 

Le  centre  d’oscillation  jouit  de  cette  propriété  que  si  un  fait  osciller 
le  pendule  autour  d’une  droite  parallèle  à l’axe  de  suspension  et  pas- 
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saut  |Mir  le  centre  d'oseillatinn,  la  durée  des  uscillaliuiis  du  nouveau 
pendule  sera  la  inènie  que  celle  du  premier,  ou  en  d’autres  ternies, 
le  rentre  d’oscillation  du  nouveau  pcudulc  coïncidera  avec  le  centre 
de  suspension  du  premier;  en  effet  si  A ((i;;.  110)  est  le  centre  de 
sus|iension,  G le  centre  de  gravité  et  A'  le  centre  d'oscillation,  on  a 
vu  qu’en  désignant  par  / la  distance  AG  et  par  M/>-  le  momcnl 
d’inertie  du  corps  par  ra|qiort  à une  parallèle  à l’axe,  passant  par  le 

eenlre  de  graAité,  la  distance  AA'  est  représentée  par  l c’est-iï- 


dire,  que  le  centre  d’oscillation  est  placé  au-delà  du  centre  de  gravité, 
à une  distance  égale  h A*  divisé  par  l ou  par  la  distance  du  centre 
de  gravité  au  centre  de  suspension;  or  si  l’on  prend  le  point  A’ 
pour  centre  de  suspension , le  centre  d’oscillation  correspondant  sera 
aussi  placé  au-delà  du  centre  de  gravité,  à une  distance  exprimée 

A* 

par  A*  divisé  par  GA'  ou  — ; cette  distance  est  donc  égale  à l. 


c’est-à-dire  qu’on  retombe  sur  le  point  A.  Cette  propriété  s’énonce 
en  disant  que,  les  centres  de  suspension  et  d'oscillation  sont  réci- 
proques. II  est  à remarquer  que  la  distance  du  centre  d’oscillation 
à Taxe  de  suspension  est  la  même  que  la  distance  du  centre  de 
percussion  à l’axe  fixe;  mais  cette  analogie  est  purement  accidentelle 
et  la  réciprocité  n’existe  pas,  en  général,  pour  une  percussion. 

Puisque  la  durée  d’une  oscillation  d’un  pendule  est  donnée  par 


/[i  -4-  A-  ‘ 

~ \ / 7 — ’ *1  visible  que  les  oscillations  d’un  même  pen- 

V .'/« 

dule  ont  la  même  durée  pour  tous  les  axes  de  suspension  parallèles 
entre  eux  et  également  distants  du  centre  de  gravité.  Si  on  clicrclie 
jiarmi  ces  distances,  celle  qui  rend  minimum  la  durée  des  oscillations, 

r-  -h  A * 

ce  qui  revient  à déterminer  la  valeur  de  l qui  rend — j le  plus 


petit  i>ossible , on  trouve  / = A et  la  durée  minimum  est 


suit  de  là  <(uc  parmi  tous  les  axes  traversant  un  corps,  celui  pour  lequel 
la  durée  des  oscillations  est  lu  moindre  possible  est  parallèle  à l'axe 
du  plus  petit  moment  d’inertie  du  centre  de  ijravité  et  distant  de  ce 


point  d’une  quantité  égale  d A,  c’est-à-dire 
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A éluni  ce  plus  petit  moment  d'inertie  et  M la  masse  dn  corps.  Comme 
les  moments  (rinertie  prineipaux  sont  des  maxima  ou  minima  pour 
les  ilroilcs  qui  passent  par  un  même  point,  il  est  visible  que  A 
n’est  autre  chose  que  le  plus  petit  des  trois  moments  d’inertie 
prineipaux  du  rentre  de  gravité. 

Itil.  .tfomenis  d'inertie  déterminés  expérimentalement.  Applica- 
tion au  penilule  balistique.  — On  peut  déduire  cxpérimentulcment 
la  valeur  du  nion)ent  d’itiertic  d’un  corps  par  ra[>port  à un  axe,  de  la 
durée  des  nscilintions  que  fait  ce  corps  autour  de  cet  axe;  car  si  T est 
cette  durée , on  aura 


d’où  l’on  tire 


et  en  représentant  par  M la  masse  du  corps  et  par  P son  poids, 

T*/ 

31/*  -t-  MA*  = — P , 

TT* 

dans  laquelle  le  premier  membre  est  le  moment  d’inertie  cherché  et  l 
la  distance  du  centre  de  gravité  à l’axe  de  suspension,  distance  qu’il 
est  facile  de  déterininer  par  expérience. 

Ce  procède  est  en  défaut  lorsque  l’axe  ilc  suspension  contient  le 
centre  de  gra\  ité , ])arce  que  si  / est  nul , r est  inlitii  et  les  oscillations 
n’auront  pas  lieu.  Il  faut,  dans  ce  cas,  observer  le  moment  d’inertie 
pour  un  axe  jiarallèlc  au  |)remicr  et  distant  d’une  quantité  connue  l 
cl  calculer  ensuite  le  moment  d’inertie  cherché  par  la  formule 


Appliquons  les  principes  qu’on  vient  d’exposer  à la  théorie  du  pen- 
dule balisti(|uc.  On  donne  le  nom  de  pendule  balistique  nu  pendule 
de  Itobyns  à un  appareil  composé  d’une  niasse  eonsidcrable  en  bois 
AlîCD  (lig.  IH),  avant  la  forme  d’un  parallélipipède,  cerclé  en  fer 
en  KF  et  II  K,  et  lié  par  des  barres  de  fer  FO  et  KO  ù un  axe  huri- 
zonlal  projeté  en  O et  autour  duquel  ce  corps  peut  osciller  c.uinmc 
un  pendule.  Cet  appareil,  en  usage  dans  l'artillerie,  sert  à mesurer  la 
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vitesse  de  projcelioii  d’un  boulet  au  moyen  de  l'étendue  des  oscilla- 
tions qu’il  fait  faire  au  pendule,  lorsqu’il  est  lance  dans  le  bloc  de 
bois  suivant  une  direction  LM  parallèle  li  la  longueur  III)  du  massif. 
Soit  m la  masse  du  boulet,  v sa  vitesse  de  projection,  w la  vitesse 
angulaiiY!  que  prend  le  pendule  immédiatement  après  la  {wreussion , 
MA-  le  moment  d'inertie  du  pendule,  y compris  le  boulet  m,  relative- 
ment à un  axe  parallèle  à l’axe  de  suspension  O,  passant  par  le 
centre  de  gravité  G,  l la  distance  GO  du  centre  de  gravité  à l’axe,  f la 
distance  OX  de  la  direction  du  eboe  à l’axe.  Comme  le  boulet,  anime 
de  la  quantité,  de  mouvement  niv,  reste  attaché  au  pendule,  nw  est 
la  mesure  de  la  percussion  (N”  I34)  et  l’on  a,  d’après  ce  qu’on  a vu 
au  N"  lîiô, 

mv/" 

[/*  -t-  k*)  ■ 

Comme  cette  vitesse  angulaire  n’est  autre  chose  que  la  vite.sse  d’un 
point  du  corps  placé  à l’unité  de  distance  de  l'axe,  il  est  clair  que  la 

A-* 

vitesse  d'un  point  placé  à la  distance  l -j^  et  par  conséquent,  du 
centre  d’oscillation,  est 


On  sait  que  ce  point  oscille  de  la  même  manière  qu’un  pendule  mathé- 

A* 

malique  d’une  longueur  égale  à f -4--^;  on  connaitra  donc  toutes  les 

circonstances  du  mouvement  du  pendule  balistique,  en  déterminant  les 

A’ 

o.scillations  que  prend  un  pendule  simple  d’une  longueur  011  = / -t-  -j-  j 

dont  le  point  matériel  H aurait  reçu,  étant  immobile,  une  vitesse 

initiale  Or  on  a vu  dans  la  théorie  du  mouvement  d’un  point 

Mt 

matériel  pesant  sur  une  courbe,  que  cette  vitesse  initiale  v'  du  point  H 
(fig.  112)  le  fait  monter  le  long  du  cercle  HH'  Ji  une  hauteur  HL 
1 /mvfy 


égale  à — ou  ) > et  si  on  représente  par  a l’angle  HOH' 

2ÿ  '2g\f,lt  J 

dont  le  pendule  s’écarte  de  la  verticale,  on  aura 


Hl 


, = HO  — OL  = HO  — Oir  cos  « = ('.4)0  — cos  a) 

iO 
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(1  — cos  a)  ( / -♦-  -r  ) = — ( —7  ) ) 

d’où 

r (1  — «'"S  “)• 

Celle  équation  fait  connaître  la  vitesse  i’  du  boulet  ; car  dans  le  second 
membre,  tous  les  facteurs  peuvent  être  détermines  d’avance  ou  obser- 
vés; en  effet  1“  les  masses  M cl  m s’obtiennent  en  divisant  par  g le 
poids  dn  pendule  balistique,  y compris  le  boulet  et  le  poids  du  boulet 
seul  ; 2"  la  valeur  de  fou  ON  peut  s’observer  sur  le  pendule  au  moyen 
du  trou  qu’y  a fait  le  boulet;  3“  la  valeur  de  l ou  la  distance  OG  du 
centre  de  gravité  à l’axe,  s’observe  directement  ou  peut  être  déter- 
miné par  expérience;  4°  la  valeur  de  k*  ou  plutùl  celle  de  M {/*  -t-  k*) 
qui  est  le  moment  d’inertie  du  pendule,  y compris  le  boulet,  peut 
être  déterminé  comme  on  vient  de  le  voir;  et  enfin  5",  l’angle  a ou 
l’angle  dont  le  pendule  est  écarté  de  la  position  d’équilibre,  peut 
s’observer  dircelemcnl  de  plusieurs  manières. 

Si  le  pendule  a une  forme  symétrique,  l’axe  des  Z est  axe  principal 
d’inertie  par  rapport  au  centre  de  suspension,  les  intégrales 
et  imy^z^  sont  donc  nulles  cl  les  formules  (6)  au  N“  156  apprennent 
que  l’axe  de  suspension  n’épronve  qu’une  seule  percussion  qui  est 
horizontale  et  égale  à 

\ imr*/  \ l*  + k*J 

appliquée  en  un  point  distant  du  centre  de  suspension  de 

c (/*  -V-  t*) 

valeur  dans  laquelle  c est  la  distance  de  la  direction  LM  de  la  per- 
cussion à la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravité. 

162.  Application  au  mouvement  du  treuil.  ■ — Nous  terminerons  ce 
chapitre,  en  déterminant  le  mouvement  que  prend  un  treuil  portant 
deux  poids  suspendus  aux  extrémités  de  deux  cordons  inextensibles  en- 
roulés sur  1a  roue  et  sur  l’arbre,  en  tenant  compte  de  l’inertie  de  la  ma- 
tière qui  compose  le  treuil,  ün  a vu  que  la  lui  du  mouvement  de  rotation 
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d'un  corps  pesant  autour  d’un  axe  horizontal , est  donnée  par 
l'équation 

ü" 

dt*  ïmr* 


dans  laquelle  le  niAnératcur  est  la  somme  des  moments  de  toutes  les 
forces  luolriees  par  rapport  à l'axe,  et  le  dénominateur  la  somme 
des  moments  d’inertie  de  toutes  les  masses  en  mouvement;  or,  si  on 
suppose  le  treuil  symétrique  autour  de  l’axe,  la  somme  des  moments 
des  poids  de  toutes  scs  parties  sera  nulle  et  il  restera  pour  U''  les 
moments  de  P et  de  Q,  c'est-à-dire,  Vp  — Qq , p et  q étant  les 
rayons  OA  et  OB  (fig.  il 3);  quant  à imr*,  cette  somme  se  compose 
du  moment  d’inertie  du  treuil , que  nous  désignerons  par  MA*’,  et  des 


P Q 

moments  d’inertie  de  P et  de  Q qui  sont  - p*  et  — q*,  parce  que  l’on 

peut,  sans  rien  changer,  concevoir  ces  poids  comme  concentrés  aux 
points  A et  B;  l’équation  devient  donc 


d’où 


rf*>1 

lï' 


Pp-Qq 
P Q 

MA*  H — P*  H — g’ 
9 9 


Pp— Qg_  O î! 

dl  gMk*  Pp*  -t-  Qq*  MÿA*  -+-  Pp*  Qq*  ■’  2 


On  détermine  les  pressions  que  supportent  à chaque  instant  les  deux 
tourillons,  en  calculant  par  les  formules  du  N”  144  les  pressions  que 
supporte  l’axe  fixe,  ainsi  que  leurs  points  d’application,  et  en  décom- 
posant ensuite  chacune  de  ces  deux  pressions  en  deux  autres  appli- 
quées aux  tourillons. 

Si  on  tenait  compte  du  poids  et  de  l’inertie  des  deux  cordons,  il 
faudrait  aux  poids  P et  Q du  numérateur,  joindre  les  poids  variables 
de  CCS  deux  cordons,  lesquels  sont  représentés  par  gm  {I  p^)  et 
gn  (/'  — q>)) , m et  n étant  les  masses  des  unités  de  longueur  des  deux 
cordons  et  l,  /'leurs  longueurs  initiales.  Quant  au  moment  d’inertie, 
comme  les  poids  des  deux  cordons  peuvent  être  considérés  comme 
concentrés  en  totalité  en  A et  B,  il  est  visible  qu’en  représentant 
par  L et  V leur  longueur  totale , y compris  la  partie  enroulée  sur 
l’arbre  et  la  roue,  le  moment  d’inertie  sera  nUq*,  qu’il 

faudra  ajouter  au  dénominateur. 
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Mouvement  d^uii  corps  solide  autour  d*un  point  fi.\r.  Axe  instantané  de  rotation. 

— Vitesse  angulaire.  Décomposition  d"uuc  vitesse  angulaire.  — l^i(ualtons  géiié* 
raies  du  mouvement  d*un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  ~ Mouvement 
d'un  corps  qui  se  meut  autour  d'un  point  fixe  sans  forces  motrices.  — Oscilla- 
tions autour  de  l'un  des  axes  d'inertie  principaux.  — Conditions  pour  que  l'axe 
instantané  ne  change  pas  de  place  dans  un  corps  qui  se  meut  sans  forces 
motrices.  — Stabilité  des  inouTcmcnIs  de  rotation  autour  des  axes  principaux. 

— xMoiivcment  d'un  corp.s  autour  d’un  point  fixe,  provenant  d'une  percussion. 

— Tliéorème  sur  l'axe  instantané  de  rotation.  — Oscillations  coniques  d'uu 
corps  pesant.  — Coordonnées  polaires.  Formules  d'Kuler.  — Cas  où  le  corps  se 
meut  sans  forces  motrices.  — Applications  diverses.  — Mouvement  d'un  corps 
solide  libre.  — .Mouvement  d'un  corps  libre  par  suite  d'une  percussion.  — 
Mesure  d'une  percussion  contre  un  corp.s  libre.  — Me.-»ure  d'une  percussion 
contre  un  corps  qui  a un  point  fi.xe.  — Axe  spontané  de  rotation.  — Axe  spon- 
tuné  il  la  suite  d’une  percussion.  — Théort’mrs  sur  la  force  vive  d'un  corps 
solide  en  mouvement. 

i 05.  Mouvement  d’un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  Axe  instan- 
tané de  rotation,  — l'n  corps  solide  ou  un  système  materiel  de  forme 
invariable  dans  Icqtiel  iin  point  est  rendu  fixe,  étant  mis  en  niouve- 
nienl  d’une  manière  quclcomiue , prend  ù chaque  instant  tine  vitesse 
de  rotation  autour  d’une  eerUiine  droite,  passitnl  par  le  point  fixe  et 
changeant  a chaque  iustaiit  de  position  dans  le  corps  cl  dans  l’espace. 
Celle  proposition  qui,  du  reste,  est  presqu’évidente  par  die-méme, 
se  démontre  complèlemonl  par  les  considérations  suivantes  : un  eorps 
de  forme  invariable  et  cntièrcmenl  libre,  est  donné  de  position  lors- 
qu’on fixe  le  lien  de  trois  de  ses  points  non  situés  en  ligne  droite. 
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Il  suit  de  lii  <|tic  si  lo  corps  ;i  un  point  fixe,  à un  certniu  mode  de 
dé|»lacemcnt  de  deux  de  ses  |iniuts,  ne  peut  correspondre  qu’un  seul 
mode  de  déplacement  du  corps  entier,  et  réciproquement.  Cela  posé, 
supjiosons  que  par  suite  d’un  déplacement  quelconque,  deux  points 
m et  m'  se  mcinent  simultanément  suivant  des  droites  ma  et  m's‘. 
Élevons  sur  ees  droites  en  m et  m'  deux  plans  normaux , ecux-ei 
viendront  passer  par  le  point  fixe,  car  les  différents  points  du  corps 
ne  pouvant  sortir  des  surfaees  sphériques  qui  ont  pour  rayon  les  droites 
menées  du  point  fixe  à chacun  d'eux,  il  est  visible  que  les  droites  ms 
et  Mi’s'  sont  des  tangentes  à ces  surfaces  et  par  conséquent  des  perpen- 
diculaires aux  rayons,  lesquels  sont  donc  renfermés  dans  les  plans 
normaux  dont  l’intersection  ne  peut  être  qu’une  droite  au'  passant 
par  le  point  fixe.  Or  si  l’on  imprime  au  corps  un  petit  mouvement  de 
rotation  autour  de  aa’,  les  diiïércnts  points  de  chacun  de  ees  deux 
plans  décriront  de  petits  arcs  perpendiculaires  à ees  plans  ; d’où  il 
suit  que  ce  mode  de  déplacement  du  corps  imprime  aux  deux  points 
m et  in'  leurs  déplacements  effectifs  suivant  ms  et  in's'  et  que  jiar 
conséquent  ce  mouvement  de  rotation  autour  de  la  droite  est  celui 
qui  a effectivement  eu  lieu.  Cette  droite  a été  nomince  axe  inslaulanc 
de  rotation. 

104.  Vitesse  angulaire.  Décomposition  d'une  vitesse  angulaire.  — 
La  vitesse  de  rotation  du  corps  autour  de  l’axe  instantané  est  donnée 
par  la  vitesse  angulaire;  nous  avons  déjà  donné  ce  nom  à la  vitesse 
qui  anime  un  point  du  corps  [ilacé  à l’uiiité  de  distance  de  l'axe  de 
rotation.  Il  est  visible  que,  pour  un  meme  corps,  les  vitesses  elTectivcs 
des  différents  poinLs  sont  proportionnelles  aux  distances  de  ces  points 
a Taxe  instantané;  d’où  il  suit  que  pour  une  vitesse  angulaire  tr,  la 
vitesse  effective  d’un  point  distant  de  f de  l’axe,  est  fie. 

Le  mouvement  de  rotation  d’un  corps  retenu  par  un  point  fixe 
(lig.  114)  autour  d’un  axe  instantané  AB,  peut  cire  remplacé  par  des 
mouvements  de  rotation  simultanés  autour  d’autant  de  droites  que 
l’on  voudra,  passant  par  le  point  A et  fixes  dans  le  corps  , c’est-à-dire, 
qu’une  vitesse  angulaire  autour  d’un  axe  AH  peut  être  décomposée  en 
plusieurs  autres  vitesses  angulaires  autour  d’axes  donnés  dans  le  corps, 
et  on  reconnaît  une  analogie  parfaite  entre  les  lois  de  cette  décompo- 
sition et  celles  de  la  décomposition  des  forces  nu  des  vitesses  ; ainsi , 
si  l’on  mène  par  le  point  .A  trois  axes  rectangulaires  des  X,  Y,  Z fixes 
dans  le  corps  et  mobiles  avec  lui,  et  qu’on  désigne  par  (a,  7)  les 

angles  que  forme  AB  avec  eux , une  vitesse  angulaire  ie  autour  de 
celle  dernière  pourra  être  remplacée  par  trois  vitesses  angulaires 
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siniultances  autour  de  X,  Y cl  Z,  égales  respectivement  à te  cos  a, 
tücosp,  te  cos  v;  en  effet,  si  m est  un  point  du  corps  distant  de  AB 
d’une  quantité  fei  ayant  pour  coordonnées  (x,  y,  z),  une  vitesse  angu- 
laire w autour  de  AB  communiquera  au  point  m une  vitesse  effec- 
tive fw  évidemment  perpendiculaire  au  plan  passant  par  AB  et  m; 
les  trois  composantes  de  cette  vitesse  dans  le  sens  des  axes  sont  donc. 
fw  cos  a,  fw  cos  6,  fw  cos  c,  en  représentant  |)ar  ( a,  b,  c)  les  angles 
formés  par  le  plan  AB»i  avec  les  trois  plans  coordonnés;  or  l’équation 
de  ce  plan  est  de  la  forme 

(2  cos  P — y cos  7)  x*  -+-  (x  cos  7 — 2 cos  a)  y'  (y  cos  « — x cos  p)  z'  — 0, 


(x',  y,  2')  étant  ses  coordonnées  courantes  ; et  l’on  trouve  pour  la 
distance  f et  pour  les  angles  (a,  6,  c)  les  valeurs  suivantes  : 

/■=  j/(2  cos  P — y cos  7)*  -4-  (x  cos  7 — 2 cos  a)*  -4-  (y  cos  a — X cos  P)* 

X cos  7 — 2 cos  a 


2 cos  s — y cos  7 , 

cos  a = i > cos  6 : 


f 


cos  c 


y cos  œ — X cos  P 


les  trois  composantes  de  la  vitesse  du  point  »i,  suivant  X,  Y,  Z,  résul- 
tant d’une  rotation  autour  de  l’axe  AB,  sont  donc 

te  (2  cos  (3  — y cos  7),  ie(xcos7  — 2cosa),  te  (y  cos  a — x cos  p) (1) 

Imprimons  maintenant  au  meme  corps  trois  vitesses  angulaires  simul- 
tanées p,  q,  r autour  de  X,  Y,  Z;  pour  avoir  les  vitesses  que  chaque 
rotation  communiquera  à m parallèlement  à X,  Y,  Z,  il  suffit  de  faire 
successivement  dans  ces  expressions. 


« = o,  p = 7 = 2’  = 

p = 0,  7=^»  «•  = (/, 


a = -, 


“ = 2’  V=-0,  to=r, 

ce  ipii  fait  coïncider  successivement  AB  avec  X,  Y et  Z;  on  est  ainsi 
conduit  aux  cxjircssioiis  suivantes  des  trois  composantes  ; 


•(2) 


0, 

— pz. 

+ P!/> 

q-y 

0, 

— qx. . 

r<Jy 

IX, 

Ü. 
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En  rûiinissant  ic$  coinposuntes  suivant  un  int'iiic  axe,  pruvenanl  des 
(rois  rutilions,  on  a pour  )es  vitesses  totales  du  point  m parallèles  à 
-\,  Y,  Z et  dues  aux  (rois  rotations, 

92  — rx  — pz,  p,j  — qx. 

Si  l’on  compare  ces  valeurs  à celles  (1)  que  nous  avons  trouvées 
plus  haut  pour  les  vitesses  ducs  à une  vitesse  angulaire  unique  le  au- 
tour de  AB,  on  trouve  que  les  vitesses  du  point  arbitraire  m ou  {x,  y,  z) 
sont  identiquement  les  mêmes,  soit  que  l’on  donne  au  corps  une 
vitesse  angulaire  unique  w autour  de  AB,  soit  qu’on  lui  donne  trois 
vitesses  angulaires  p,  q,  r autour  de  X,  Y,  Z,  pourvu  que  l’on  ait 

P = te  cos  a,  q—w  cos  P,  r—weosy (5) 

ee  qui  véririe  la  proposition  énoiieêe  plus  haut. 

Ces  vitesses  angulaires  p,  q,  r sont  dites  les  composantes  de  te.  Con- 
naissant p,  q,  r,  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  résul- 
tante te , puisque  l’on  a 

p’  -t-  ç*  -t-  r’  = te*  (cos*  a ■+■  cos*  p -+-  cos*  7)  = te*. 

On  connaîtra  aussi  les  angles  («§■/}  que  forme  l’a.xe  instantané  avec 
les  axes  coordonnés , car  on  a , à cause  de  (5) , 

PP  „ 9 r 

cos  a = — = ' - — » eos  S = -î- , cos  7 = — • 

“ 9*  r*  ^ *» 

Les  vitesses  angulaires  p,  q,  r autour  des  trois  axes  sont  positives 
ou  négatives  suivant  le  sens  du  mouvement  de  rotation.  On  convient, 
comme  on  l'a  fait  en  statique  pour  les  couples,  de  les  prendre  positive- 
ment lorsqu’un  oeil  placé  dans  l’un  des  trois  axes,  du  côté  positif, 
verra  tourner  le  corps  de  gauche  à droite,  c’est-à-dire,  dans  le 
sens  XY,  YZ,  Z.X.  Pour  cc  qui  est  des  angles  a,  p,  7,  ils  se  mesurent 
entre  X,  Y,  Z prolongés  du  côté  positif  et  Taxe  de  rotation  prolongé 
dn  côté  d’où  l’on  voit  tourner  le  corps  de  gauche  à droite.  La  vitesse 
angulaire  w doit  être  prise  sans  signe. 

il  résulte  de  cc  qui  précède,  qui  si  l'on  communique  à un  corps 
ayant  un  point  fixe,  trois  vitesses  angulaires  simultanées  p,  q,  r autour 
de  trois  axes  rectangulaires  attachés  au  corps,  ou  une  vitesse  angu- 
laire w autour  d’une  droite  faisant  avec  les  axes  des  angles  a,  p,  7, 
un  point  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z,  prendra  une  vitesse  dont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  seront  : 

qz  — ry,  rx  — pz,  py  — f/x 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XVIII. 


5 (fl 


dans  le  premier  cas  et 

«'  (:  cos  ^ — y cos  7) , ic  {x  cos  7 — : cos  a) , w (y  cos  a — x cos ,%) 
dans  le  second. 

Quand  les  axes  rectangulaires  sont  fixes  dans  l’espace  cl  que  par 
conséquent  le  corps  est  moliilc  relativement  à eux , ces  biiiùmcs  ne 
sont  plus  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  (x,  y,  z),  composantes 

. . tlx  dy  dz 

que  l'on  sait  être  alors  représentées  par —»  — j — • 

Si  on  fait  passer  par  le  point  fixe  deux  systèmes  d’axes  rectangu- 
laires, l’un  X,  Y,  Z,  fixe  dans  le  corps  et  mobile  avec  lui  et  l’autre 
X',  Y',  Z'  fixe  dans  l’cspaec,  il  est  facile  de  déterminer  les  cireonslan- 
ecs  du  mouvement  d’un  point  quelconque  du  corps  relativement 
à CCS  derniers  axes,  connaissant  les  vitesses  de  rotation  du  corps 
autour  des  premiers  et  les  inclinaisons  relatives  des  deux  systèmes 
d’axes;  en  effet,  en  représentant  pur  (a,  h,  c),  (a’,  b',  c'),  (a",  h",  e") 
les  cosinus  des  angles  formés  par  cbaciin  des  axes  ,\',  Y',  Z'  avec 
X,  Y,  Z et  par  (x,  y,  ;)  et  (x',  y',  z')  les  coordonnées  d’un  même  point 
dans  les  deux  systèmes,  on  sait  que  les  vitesses  dans  le  sens  des  axes 

„ , . fi'l’  clz  . . , , 

fixes  sont  données  par -T-»  -r-  et  que  les  vitesses  dans  le  sens 

dt  dt  dt  ‘ 

des  axes  mobiles  X,  Y,  Z sont  représentées  par  yz  — ry,  rx — pz, 
py  — (]x;  en  décomposant  donc  cbaeune  de  ces  dernières  en  trois 
autres  dirigées  suivant  X',  Y',  Z'  et  réunissant  les  trois  groupes  de 
eomposantes,  on  trouve  pour  les  vitesses  suivant  ces  nouveaux  axes, 

, , . . , dx'  dy’  dz' 

eest-a-dire,  pour  les  valeurs  de  — -f- > -7- > 

’ ' dl  dt  dt 


dx' 

dt 

ày' 

dl 


= a (7:  — ry)  -i- b (rx  — pz)  -t- c Q>y  — t/x) , 

= u’(qz—ry)  -v-  b’(rx  — pz)  -t-  c' (py  — qx) (1) 


dz^ 

— = o"  (qz  — ry)  -i-  b"  (rx  — pz)  •+  c"  (py  — qx). 

Outre  les  relations  suivantes  entre  les  cosines  o,  b,  c,  a',  b',  c',  etc. 
a* -4- o'* -t- «”*  = ( , a’ -H  b* -V- c*=  I,  «a'-e  6b' -4- cc'  = (),  ab-+- a'b' -4- a"b"=0, 

b* -4- b'* -4- b"*  = 1 , a'*-4-b'*-4-e'*=l,  ao"-4- bb"-4- cc"  = 0,  ac  -t-  a'c'-t-  a'’e"=0 (2) 

r*  -t-  c'«  + c"*=  1 , a"*-4-  b"*-4-  c"*  = 1 , b’b"-4-  c'c"=0,  6c  -1-  b'c'-4-b"c"=0. 
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qui  résultent  de  ce  que  les  deux  systèmes  d’axes  sont  rectangulaires, 
et  qui,  comme  on  l’a  vu  en  gconictric  analytique,  se  réduisent  & six 
équations  distinctes,  il  en  existe  encore  d’autres  entre  les  mêmes  quan- 
tités et  les  vitesses  angulaires  p,  q,  r,  résultant  de  ce  que  l’un  des 
systèmes  est  attaché  au  corps  et  l’autre  immobile  dans  l’espace;  on 
sait,  en  effet,  qu’il  existe  entre  les  coordonnées  x,  y,  z et  ac',  y',  z' 
d’un  même  point  dans  les  deux  systèmes,  les  relations 


x'  = ax  hy  -v-  cz , 

y'  — a'x  +-  ()'y  -A-  c'z (3) 

z'  = u"x  -t-  b"y  ■+■  c"z. 

Comme  le  corps  se  meut  autour  de  l’origine,  les  quantités  i”,  y,  z', 
a,  b,  c,  a',  b'..,,  changent  avec  le  temps,  tandis  que  x,  y,  z qui  se 
rapportent  à des  axes  lixes  dans  le  corps,  restent  invariables;  on  a 
donc,  en  dérivant  par  rajiport  à t,  les  équations  suivantes 


dx' 

lia 

il  b de 

df 

= x - 
tll 

'^'Jdi’^'dt' 

da 

db'  de' 

dt 

dt 

■’  dt  dt 

dz 

du" 

db"  de" 

dt 

^X-j^ 

■'  dt  dt 

, . , , . dx'  du'  dz'  . ,, 

et  par  conséquent,  en  égalant  ces  valeurs  de  — > —»  a celles 

trouvées  plus  haut,  après  avoir  onlonné  celles-ci  suivant  les  facteurs 

•r»  ï. 


da 

dh 

de 

dt 

-H  7 — -t- 

dt 

' dt 

du' 

db' 

dc^ 

dt 

^'■>dt^ 

^dt 

da" 

db" 

de' 

dt~ 

> X (br  — ■ cq)  ~t-  y (cp  — ar)  -i-  z [aq  — bp), 


Comme  ces  relations  existent  quel  que  soit  le  point  (x,  y,  z)  et  par 

41 


Digitized  by  Google 


318 


CHAPITRE  XVm. 


conséquent,  indépendamment  de  toute  valeur  attribuée  à ces  coordon- 
nées, leurs  coelTicicnts  doivent  être  éj^aux  dans  les  deux  membres, 
ee  qui  conduit  à ces  nouvelles  relations 


da 

br  - 

db 

de 

- bp, 

di  ^ 

- ‘■9> 

dt  ~ 

cp  - 

ar. 

di  “ 

aq  - 

da* 

db' 

de 

TÏT"" 

6'r  - 

-e'q, 

7/r" 

c'p 

ar. 

dt^ 

a'q- 

- b'p. 

1!  ' 

6"r- 

-e"q. 

db" 

Tt 

e"p- 

ar. 

de" 

Tt'~ 

a"q- 

-b"p. 

En  dérivant  les  valeurs  (I)  de  ^ ~ » 4^  et  faisant  usoce  des 
' ’ dt  dt  dt  ® 

relations  précédentes,  on  trouve  aussi 


d*x' 

d^' 


* ^ V (h  — «?)  — <"■) 


dp 


.Uj^-ir{cq-^hr)^p  {aq  — bp) 


dt* 


■■  etc., 


dl 

dV 


= etc. 


Il  est  à observer  qu’il  résulte  de  la  symétrie  des  équations  dont 
nous  avons  fait  usage , que  les  valeurs  de  ces  deux  dernières  dérivées 

d*x' 

doivent  pouvoir  se  déduire  de  celle  de  au  moyen  d’une  permuta- 
tion tournante,  c’est-à-dire,  en  faisant  avancer  successivement  d’un 
rang  chaque  lettre,  dans  Vortirc  pr/r  pqr  pq....  etc.,  xt/z  xyz x....  etc., 

ab'c"ab'c"ah'....  etc.,  bc'a"bc'a"b ca'b"ca'b"c etc. 

Ces  trois  dernières  équations  donnent  les  valeurs  des  forces  d’inertie 
au  point  (x',  ÿ',  z')  dans  le  sens  des  axes  lixes  X',  Y',  Z'  et  pour  l’unité 
de  masse.  Pour  avoir  les  forces  d’inertie  au  même  point  dans  le  sens 

d*x'  d*tj'  d'z' 

W’  dF'  dF 

en  trois  autres,  dirigées  suivant  les  axes  X,  Y’,  Z et  de  réunir  celles-ci 


des  axes  mobiles  X,  Y,  Z,  il  suflira  de  décomposer 
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trois  à trois.  On  trouve  ainsi,  en  représentant  par  D,  E,  F ces  trois 
nouvelles  forces , 


d*x’ 

, d*z' 

— “ U ' , ■ *4“ 

dt* 

dt* 

dt*’ 

, d*x' 

= 6 1- 

, d*z' 

dt' 

dt- 

IF' 

d'x' 

y»  ^ _1_  a»'' 

, d*z' 

= C — p-r H 

dt* 

dô' 

.(5) 


et,  en  remplaçant  ces  dérivées  par  leur  valeur, 
dq  dr 

+'Pr—x  (r*  + q'). 


xrp  yrp  — z (q*  -t-  p«). 


163.  Equations  générales  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d’un  point  fixe.  — Ces  formules  étant  établies,  désignons  par  X,  Y,  Z 
les  composantes  de  la  force  accélératrice  qui  agit  sur  l'élément  dm  placé 
en  (i,  y,  z),  et  par  il,  n',  n"  les  pressions  qu’éprouve  le  point  fixe 
dans  le  sens  des  axes.  Comme  il  y a équilibre  entre  les  forces 

motrices,  les  forces  de  réaction  du  point  fixe  — n,  — II',  — ii"  et 

les  forces  d'inertie  Ddm,  Edin,  Fdm,  on  a les  six  équations  d'équilibre 

iXdm  — ïD(/m  — n =0,  lYdm  — sEdm  — ii'  = 0, 
zZdin  — V Fdm  — n"  — 0, 
l (yF  — îE)  dm  — i (j/Z  — lY)  dm  = 0, 

l (zD  — iF)  dm  — S (î.\  — jZ)  dm  = 0 (7) 

I (xE  — i/D)  dm  — ï (xY  — yX)  dm  = 0. 


Si  on  remplace  D,  E,  F par  leur  valeur  (6)  du  numéro  précédent,  en 

remarquant  que  p,  q,  r restent  pour  un  même  instant  les  mêmes 

pour  tous  les  points  du  corps  et  sont  par  conséquent  des  facteurs  com- 
muns sous  les  signes  sommatoircs,  la  quatrième  équation  devient 


^ 1 (y*  -V-  Z*)  dm  — ^ zxydm  — ïxzdm  -t-  prïxydm 


-4-  rq  Z (y’  — - Z*)  dm  (r* — q’)  1 yzdm  = l{yZ  — zY)  dm . 
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On  aura  de  même 

^2(1-  : X*)  dm  — cle.  = ï (iX  — x7.)dm, 
— S (ar*  + t/*)  dm  — etc.  = ï (æY  — y\)dm. 


ces  deux  dernières  équations  se  déduisant  de  la  précédente  au  moyen 
d’une  permutation  tournante. 

Jusqu’ii-i  le  choix  des  axes  X,  Y,  Z est  reste  entièrement  arbitraire; 
on  peut  donc  les  faire  coïncider  avec  les  trois  axes  d’inertie  pi-incipaux 
du  corps  pour  le  point  fixe.  Alors  ixzdm,  lyzdm,  Sxyrfi/i  sont  nuis 
et  en  désignant  par  A,  B,  C les  trois  moments  d’inertie  principaux, 
c’est-à-dire,  1(1/*  z*)  dm,  Z (i*  -r-  x*)  dm,  Z (x*  -t-  dm,  les  trois 

équations  dcxicnnent 


A - (B  - C)  r<7  = '-  (,./Z  - zY)  dm, 

B (C  - A);»-  = ï (z\  - aZjr/m (8) 


C — —(\—ïi)qp=^Z  {x\  — yK)  dm . 

\ 

Ces  trois  équations  différentielles,  jointes  aux  neuf  équations  (4), 
donnent  la  solution  complète  du  problème;  car  les  valeurs  de  p,  q,  r 
en  fonction  du  temps,  tirées  de  ces  trois  équations,  font  connailre  à 
chaque  instant  (N"  1G4)  a,  p,  7,  e’esl-à-dire , la  position  de  Taxe 
instantané  relativement  aux  trois  axes  d'inertie  principaux  du  corps, 
cl  les  valeurs  de  a,  h,  c,  a',  b',  c',  a",  b'',  c",  tirées  de  (4),  donnent  à 
chaque  instant  la  position  de  ces  axes  principaux  rclativcmenl  à trois 
axes  fixes  et  donnés  de  position.  Quant  aux  pressions  11,  11',  n'' que 
supporte  le  point  fixe,  on  les  déduit  des  trois  premières  équations  (7). 
En  y remplaçant  1),  E,  F par  leur  valeur,  on  trouve 


n=sX(/m  — 


Zzdm  —pqZydm  — 


pr  Zzdm  (r*  -i  • y*)  Zxd  m . 


Il' = etc.,  n"  = etc. 

ou  bien,  en  désignant  par  x, , 1/,,  i,  les  cooixlonnées  du  centre  de 
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gravité  relativement  aux  axes  d’inertie  principaux  et  en  remarquant 
que  izdm,  ixdm,  Zydin  sont  égaux  à Mz  , Mx,, 

H = S X dm  — M Z,  — ^ y.  H-  pqy,  prz,  — (r*  -e-  y*)  x,  j . 

n'  = etc.,  n''  = etc. 

dans  lesquelles  on  remplacera  p,  y,  r,  ^ par  leur  valeur 

trouvée  comme  on  vient  de  le  dire. 

ICG.  Mouvement  d'un  corps  yui  se  meut  autour  d’un  point  fixe, 
sans  forces  motrices.  — Examinons  d’abord  le  cas  où  le  corps  se  meut 
sans  forces  motrices,  et  celui  où  le  corps  étant  pesant,  le  centre  de 
gravité  se  confond  avec  le  point  fixe.  Dans  l’une  et  l’autre  hypothèse, 
les  seconds  membres  des  trois  équations  du  mouvement  sont  nuis  et 
il  vient 


dp 

di 


B — C 


yr. 


dj 

dl 


dr  A — B 


P<1 (!>) 


Aucune  de  ces  équations  n’est  intégrable  immédiatement;  mais  si 
on  les  multiplie  respectivement  par  '2Ap,  2By,  2Cr,  puis  par  2A*p, 
2B*y,  2C*r  et  qu’on  les  ajoute  membre  à membre , on  trouve  : 

2A/)djo  2Bydy  -+-  2Crdr  = 0, 

'iX^pdp  + 2HV/dfy  -e  2C*rdr  = 0 , 

qui  conduisent  aux  deux  intégrales 

An*  -+-  Bo*  Cr*  = D*  i 

‘ ' (10) 

A*;»*+ B*(/*-+-C*r*  = D’*) 

D*  et  D'*  étant  deux  constantes  arbitraires  visiblement  positives.  La 
troisième  intégrale  des  trois  équations  différentielles  (î>)  s’obtient  en 
remplaçant  y et  r par  leur  valeur  tirée  de  (10),  dans  la  première  des 
trois  équations  différentielles  (9),  ce  qui  conduit  à 

d(= - (111 

^)'î  __  CD*  — A (A  — C)  P*  i/lID*  — IV*  -t-  A (A  — B)  p* 

lUie  quadrature  donnera  la  valeur  de  p en  fonction  de  t et  en  substi- 
tuant dans  (10),  on  connaîtra  y,  r et  par  suite  les  cosinus  » 

• V V*  7*  ■*“ 


Digitized  by  Google 


322 


CnAPITRE  xviir. 


. _ — ? , --  — ■ des  angles  que  fait  à chaque  instant 

|/p*  q*  -t-  r*  Vh  + r* 

l’axe  instantané  avec  les  trois  axes  priuripaux,  ainsi  que  la  vitesse  de 

rotation  ]/p*  -t-  q*  + r*.  On  substituera  ensuite  les  valeurs  de  p,  q,  r 
en  funetion  de  t dans  les  équations  (4)  du  N"  104  qui  formeront  un 
système  de  neuf  équations  dilTércnticllcs  linéaires  simultanées  entre 
les  variables  a,  l>,  c,  a',  b',  c\  a",  b",  c"  et  t,  et  qui  serviront  à fixer 
à chaque  instant  la  position  des  axes  d’inertie  principaux  relativement 
aux  axes  fixes.  Trois  de  ces  intégrales  s’obtiennent  immédiatement; 
car  si  on  multiplie  les  trois  équations  (9)  respectivement  par  Ao,  B6,  Ce, 
puis  par  Ao',  Bl/,  Ce'  et  Ao",  B6",  Ce"  et  qu’on  les  ajoute  ensuite  en 
tenant  compte  des  équations  (4),  on  trouve  en  intégrant  : 

Aop  -f-  B6^  Cer  = /, 

Aa'p-i-  üb'q  -+■  Ce'r=  /' (12) 

Ao'p-t-B6"q  fCc"r=/", 

dont  l’une  est  comprise  dans  les  deux  autres,  comme  on  peut  s’en 
assurer  en  les  élevant  au  carré  et  additionnant,  en  tenant  compte  de 
la  seconde  des  équations  (10)  et  des  équations  (2),  et  on  reconnaît 
qu’il  doit  exister  entre  les  constantes  arbitraires  /,  l',  f ',  la  relation 

;«  -t-  l'i  + n = D’*. 

Deux  de  ces  constantes  l,  l',  l''  sont  donc  arbitraires  et  la  troisième  est 
donnée  par  cette  dernière  équation.  Quant  aux  autres  éi|uations  diffé- 
rentielles (4),  on  verra  plus  loin  (N“  173)  qu’on  peut  par  une  trans- 
formation de  coordonnées , séparer  les  variables  et  les  changer  en 
différentielles  elliptiques. 

En  mulli|)liant  les  équations  (12)  respectivement  par  a,  a',  a"  et 
additionnant  ensuite  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  répétant  les 
mêmes  calculs  après  avoir  multiplié  par  b,  b',  b",  puis  par  c,  c',  e", 
elles  seront  remplacées  par  les  suivantes  : 

Ap  = la  -t-  t’a'  -t-  /"a", 

Bq  = lb~h  l'b'  -t-  l"b", 

Cr  — le  -t-  l'c  -f-  i'e“, 
auxquelles  on  peut  donner  la  forme 

Ap  = Do",  Bq  = n'b”,  Cr  = D’c'-', (1 .3) 
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en  plaçant  les  axes  fixes  X'Y'Z'  de  manière  que  les  eonstanles  arbi- 
traires l et  l'  soient  nulles.  Comme  on  a , en  désignant  par  p',  q\  r les 
valeurs  initiales  de  p,  q,  r. 


a = 


D' 


on  voit  que  la  position  de  l'axe  fixe  Z',  par  rapport  aux  axes  prineipaux 
dans  leur  état  initial,  est  déterminée;  pour  ce  qui  est  des  axes  fixes 
X',  Y',  ils  restent  entièrement  arbitraires. 

Les  équations  (12)  ex])riment  une  propriété  importante  du  mou- 
vement d’un  corps  autour  d'un  point  fixe,  sans  forces  motrices. 
Puisque  p est  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l’axe  principal  A ou  X, 
ap  est  la  composante  de  cette  vitesse  (N°  1C4)  autour  de  l’axe  des  X', 
c’est-à-dirc,«la  vitesse  d’un  point  placé  à runité  de  distance  de-  iaxë)T, 
apd  la  vitesse  d’un  point  placé  à la  distance  rf,  maptl  sa  quantité  de 
mouvement  et  md^ap  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la 
masse  élémentaire  m et  enfin  aplmd*  ou  Aap  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  du  corps  entier  par  rapport  à l’axe  X',  résultant  d’une 
vitesse  de  rotation  p autour  de  l’axe  des  .X.  On  , reconnaît  de  même 
que  Bbq  et  Ccr  sont  les  moments  des  quantités  de  mouvement  du  corps 
par  rapport  à X'  résultant  des  vitesses  q et  r autour  de  Y et  Z; 
d’où  il  suit  que  Xap  -t-  Ccr  est  la  somme  totale  des  moments 

des  quantités  de  mouvement  du  c.(irps  par  rapport  à l’axe  des  X'  qui  est 
arbitraire,  et  la  première  équation  (12)  exprime  que  celte  somme  est 
invariable.  Les  deux  autres  expriment  une  propriété  analogue  pour  les 
deux  autres  axes  fixes.  En  faisant  évanouir  deux  des  trois  constan- 
tes /,  /’,  l",  on  ne  fait  donc  que  choisir  les  axes  fixes  X',  Y',  Z'  de  ma- 
nière que  deux  de  ces  sommes  soient  nulles,  ce  qui  a lieu  évidemment 
si  l’on  prend  pour  axe  des  Z'  l’axe  instantané  dans  la  position  initiale, 
puisque  les  vitesses  autour  de  X'  cl  Y’  sont  nulles  à cet  instant. 

Quant  aux  équations  (10),  on  reconnaît  sans  peine  que  la  première 
exprime  que  la  quantité  de  force  vive  du  corps  est  invariable,  car 
te  étant  la  vitesse  de  rotation  autour  de  Taxe  instantané  et  V le  moment 
d’inertie  par  rapport  à cet  axe,  on  a (N“  148) 


V = \ eos*  « -t-  B cos*  S C cos*  y = 


Ap*  -4-  Bq*  Cr* 


et  par  conséquent 

Vir*  = D* 
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dans  laqiiclln  Vir*  est  ectte  quantilc  de  force  vive.  La  seconde  dit  (jnc 
la  somme  des  carrés  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  auv  troix  axes  principaux  est  invarialdc. 

L’intégration  de  l’équation  dilTércntielle  (11)  dépend  en  général  de 
la  théorie  des  intégrales  elliptiques;  mais  elle  peut  se  faire  eomplèîe- 
incnt  avec  les  fonctions  élémentaires  dans  certains  cas  particuliers; 
par  excm|ile,  si  deux  des  trois  moments  d’inertie  principaux  sont 
égaux,  ou  bien  si,  à une  certaine  époque.  Taxe  instantané  sc  confond 
avec  l’un  des  axes  principaux.  Dans  le  premier  cas,  la  chose  est  évi- 
dente; dans  le  second,  remarquons  que  B étant  l’axe  dont  il  s’agit, 
dans  l’instant  de  la  coïncidence  les  angles  formés  par  l'axe  instantané 

avec  les  deux  autres  axes  seront  droits,  les  cosinus  — 

V /'*  ■+■  7* 

et  •—  seront  nuis  et  j)ar  conséquent  p et  r,  ce  qui  réduit 

jX P*  -+-  </’  r* 

les  deux  équations  (10)  à Ihy*  I)’,  = Kn  éliminant  ij,  on 

trouve  l’équation  de  condition 

BD-  --  I)'*  = 0 

qui  rend  la  différentielle  facile  à intégrer. 

Dans  la  première  hypothèse,  si  A est  égal  à B,  on  trouve 


j/(  = zfc  A % / — • 

V An*-D*  ^/f; 

qui  a jiotir  intégrale 


s CD’  — A (A  — C)  /J* 


/!)'’  — CD’  . , , / 

'“V 


(D’A  — D'*)  (A  — (■) 
A’C 


r étant  une  constante  arbitraire.  Les  deux  équations  (10)  donnent  aussi 
pour  égal  ù B, 


/AD’  — D’  , , U-  — C.I.- 

Vïï/XTT-C)’  =MA-C)’ 


D’’  — CD’ 


et  par  suite. 


ir’  ==  y)’  -r-  ly’  h-  r’  = 


D’  (A  -V-  C)  — D ’ 


-^(D’A  — D'*)  (A  — C 
A’C 
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tl'o»  Tou  (Irduil  sans  peine  les  valeurs  de  — ' , — - — * , 

Ole.,  c’est-à-dire,  les  cosinus  des  angles  que  fait  à chaque  instant  l'axe 
instantané  avec  les  axes  {irincipaux  du  corps.  Il  est  visible  que  l’axe 
décrira  un  cône  droit  à base  circulaire  autour  de  l'axe  inégal  C, 
r 

puisque  — ou  cos  y est  constant. 

En  remplaçant  p,  q,  r par  leur  valeur  en  I dans  les  expressions  de 
II,  II',  n"  trouvées  au  N°  IG5,  on  connaîtra  à chaque  instant  la  pres- 
sion que  supporte  le  point  fixe  dans  le  sens  des  axes  principaux 
d’inertie.  Les  équations  (4)  feront  eonnaître  les  cosinus  a,  b,c.... 

167.  Oxcillations  autour  de  l'un  des  axes  d’inertie  principaux.  — 
L’intégration  des  équations  différentielles  (9)  est  encore  possible,  du 
moins  approximativement,  lorsque  l’axe  instantané  de  rotation  ne 
s’écarte  que  très  peu  de  l’un  des  trois  axes  d’inertie  principaux,  de 
l'axe  C,  par  exemple;  en  effet,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
l’axe  instantané  avec  les  deux  autres  axes  princijiaux  différeront  très 

peu  d’un  angle  droit,  leurs  cosinus  — ^ ■ 

j//)*  -4-  r’  j/p*  -♦-  ç*  -+-  r* 

resteront  très  ;>etits  et  différera  peu  de  l’unité;  p’,  q* 

p'  7* 

et  le  produit  pq  seront  donc  négligeables  et  la  troisième  des  équa- 
tions (9)  du  N“  166  deviendra  sensiblement 


resteront  très  ;>etits  et  - 


-—=0,  d’où  r=const. 
dt 

ce  qui  résulte  d’ailleurs  de  chacune  des  équations  (10),  dans  lesqucllesp’ 
et  q*  sont  négligeables.  Puisque  r est  constant,  les  deux  premières  équa- 
tions (9)  donnent,  w et  r étant  deux  constantes  arbitraires  qui  dépendent 
des  circonstances  initiales  du  mouvement , 


P = w sin  r (t  — t)  i 


é(A-C)(B-C) 


(A-C)  (B-C) 
AB 


et  si  l’on  fait  eomineiicer  simultanément  les  variables  p et  I,  ce  qui 
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ri'viml  il  faire  foiiiiiiciu'er  le  leiiips  nu  iiimiieiit  uii  l’axe  iiislantaiié 
fait  avec  l’axe  des  X ou  A un  angle  droit,  res  intégrales  deviennent 


/'(A  ■ 

I — üJ  sin  >'f\/  — 


■C)  (B^ 

Alî 


■r-) 


1/  — U 


> 

- „ — — r eos  rl 


C-) 


V" 


-c)(n- 

AB 


■Q 


Eu  désignant  par  «•  la  \ilcssede  rotation  initiale  ou  (|iiand  test 
nul , on  trouve 


A (A  - C) 
b'(B  — C)’ 


r 

— = cos  e 
tr 


lesquelles  font  connaîlrc  la  consUinle  r el  la  conslanle  arbitraire  et  très 
[iclile  O),  lorsque  l'on  se  donne  la  vitesse  de  rotation  initiale  w et  le 
cosinus  de  l’angle  très  petit  s,  formé  pur  l'axe  inslanlané  avec  l’axe 
d’inertie  pririeipn!  (!,  quand  le  temps  commence  à compter.  On  trouve 
ainsi 


r 


U'  eus  e y 


itj  U'  sin  £ 


C) 

C)' 


Oomiiie  A — C et  B — C doivent  être  de  inéiiie  signe  pour  que  ces 
valeurs  de  p,  7,  oi  soient  réelles,  il  est  visible  que  l’axe  d’inertie 
autour  duquel  oscille  l’axe  inslantaiié,  ne  peut  être  que  le  plus  grand 
011  le  plus  |ietil  des  trois. 

Si  l’nii  fait  passer  un  plan  par  l’uxc  instantané  et  Taxe  C,  on  reeun- 
nail  sans  peine  que  la  langeiite  trigonouiétriquc  de  l’angle  fornié 
par  ec  plan  avec  le  plan  BC  est  donné  par 


tang  VI  = 


V. 

'I 


B (B  — C) 


tang  rl 


y AB 


Cl  par  conséquent,  que  la  durée  d’une  oscillation  de  l’axc  instantané 


(•)  Lcsaxes  rlesXYZ(fig.  1 1^),  représentant  les  axes  d'inertie  principaux  A,  B,  C, 
(tM  Taxe  instantané  de  rotation,  ZOP  le  plan  pas.saiit  par  l'a.xe  d'inertie  OZ  et 
Taxe  instantané,  cl  POQ  l'angle  itf  les  triangles  sphériques  rectangles  MNP  et 
MPQ  donnent 

eos  MN  = cos  MP  cos  N’P,  cos  MQ  = cos  MP  cos  l\) , 
d’où  Poil  tire  en  divisant,  la  valeur  ci  dessus  de  lîing 
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aiiloiir  de  C , c’est- îi-d i rc , le  temps  employé  à faire  croître  >;  depuis 
zéro  jusqu’à  , est  représenté  par 


r 


(A  _ V.)  (Il  - C) 


Observons  que  l'hypotlièsc  faite  sur  les  valeurs  de  p el  q se  réalisera, 
c’est-à-dire  ipie  p cl  q resteront  constaminenl  très  petits,  si  à uni‘ 
époque  quelron(|iic  l’axe  instantané  se  trouve  très  ra|iproclié  de  l’axe 
d’inertie  C,  on  si  p el  q sont  a une  certaine  époque  très  petits  rela- 
tivement à r ; en  elTel,  on  lire  des  équations  (iO) 


V A (A  — II) 


HD‘  — D’* 
C(Il— C)’ 


/(',(A  C)  /Al)^  — D'* 
li  (A  — 11)  V (Tl  A “C)  ~ ''  ' 

el  en  supposant  les  trois  inoments  d’inertie  rangés  dans  l’ordre  di‘ 
grandeur  A,  U,  C , il  est  xisilile  que,  pour  que  les  valeurs  de  p el  ij 
restent  réelles  cl  puissent  être  très  petites,  il  faut  que  Al)^  — I)'-  el 
III)-  — 1)'*  soient  tous  deux  positifs  et  (|ue  r*  reste  compris  entre 

Bl)‘— D*  Al)*— D*  , . , 

^ el  - — ~C)  ’ ***"  e]ioque,  p cl  </ 

aient  été  très  |)ctils,  r*  a dû  ne  différer  que  très  peu  de  ces  deux  frac- 
tions qui,  par  conséquent,  ne  diffèrent  que  très  peu  entre  elles,  aitisi 
(|uc  de  toutes  les  valeurs  intermédiaires  par  lesquelles  peut  passer  r*; 
les  valeurs  variables  de  p et  q restent  donc  toujours  très  petites  quand 
elles  l’ont  été  à un  certain  instant. 

Il  reste  encore,  pour  coniplélcr  la  solution  du  problème  précédent, 
à fixer  à chaque  instant  la  position  des  trois  axes  A,  II,  C par  rajiport 
à trois  axes  X',  A",  'Il  fixes  dans  l espacc,  c’est-à-ilire,  à déleriiiiner 
les  valeurs  de  o,  a',  a”,  à,  ?/,  à",  c,  e',  e”  au  moyen  des  éipiations  (4) 
du  X"  i04.  Pour  cela,  remarquons  que  comme  p et  q restent  toujours 

, , . , , , .,1  , dd  de' 

très  iielits  relalivciuenl  a r,  es  valeurs  (4)  de—»  — i — différeront 
' ’ ^ ’ dl  dt  dl 

peu  de  zéro,  etc,  c',  c"  ne  varieront  après  un  temps  fini,  qu’entre 

tic 

des  limites  très  resserrées;  en  effet  si-j-=?,  on  a e = fldl,  inté- 
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gralc  qui  est  de  la  forme  C fil  dans  laquelle  p est  la  inojcniie  des 
valeurs  de  Ç (N“  172,  3"  du  Traité  d’analyse),  moyenne  qui  reste  très 
|ictite.  Si  donc  on  prend  les  trois  axes  d'inertie  prineipaux  dans  leur 
position  primitive  pour  axes  fixes  X',  Y',  Z',  on  voit  que  c,  c'  resteront 
très  petits  et  que  c"  différera  peu  de  l'unité.  Cette  remarque  réduit 
les  six  premières  équations  (4)  aux  suivantes , en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  tels  que  eq,  cji,  cq,  c'p. 


(ht 

= fir. 

db 

li 

da‘ 

-=  h'r. 

db' 

. fl  r 

(Il 

dt 

(la* 

db" 

dt 

==b"r  — q, 

dt  ~ " 

Les  quatre  premières  ont  pour  intégrales,  en  remaripiant  que  r est 
eonstant  comme  on  l’a  vu  plus  haut, 

(I  = a cos  r (I  — e) , fi  = a"  sin  r (I  — s") , 

(('==  a'  sin  r (I  — e'),  b'—  a"' cos  r (I  — s'"), 

nu  plutôt 

(I  = cos  r(l  — s),  fi  = — sin  r (I  - f}, 

fl’  = sin  r (I  — e)  , fi'  = cos  r ( I — e ) , 

en  déterminant  les  constantes  arbitraires  a,...  î,...  par  la  condition 
que  les  axes  X'  et  A,  Y'  et  U,  Z'  et  C sont  très  rapprochés  quand 
1 = 0,  et  que  ces  valeurs  doivent  satisfaire  aux  conditions 

(IC  -I-  a'c'  + a"c"  = 0 , fie  -i-  fi’c'  -i-  fi  'c"  = 0, 

n*  -+-  fi*  -t-  c*  = 1 , «'*  -V-  fi'*  -I-  c'*  = 1 . 

Les  deux  autres  équations  différentielles,  après  qu’on  a remplacé  p 
et  q par  leur  valeur,  forment  un  système  d’équations  simultanées 
linéaires  à coefficients  constants,  ayant  pour  intégrales 

a ' ==^  sin  rnf  — f sin  r (I  -t-  g). 


I-  1^”'“  , / \ 

fi  =— — cos  rnl  — / cos  r (I  -i-  y), 
Cr 
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ul 

u"  = — (A  sin  rnt  — Hm  sin  rl) , 
(,r  ' 

I.,  1^“”*  , 

O = — — (cos  rni  — cos  rt). 


en  (Icicrminoiit  les  constnntcs  f cl  <j  par  la  condilion  que  pour  t =■  0, 
a"  et  b"  sont  nuis,  c’est-i-dire  que  les  axes  C cl  Z' se  conrondcnl. 
On  a fait  dans  ces  éqiialiuiis 


/A(A— cj  / 

Vh(U-C)’'*  V 


(A-c)(n-c) 
AB 


Enfin  les  valeurs  de  e,  c',  c"  s’obtienncul  en  intégrant  les  trois  der- 
nières équations  (4)  du  N"  1C4.  On  trouve  ainsi  en  négligeant  les 
quantités  inférieures  du  second  ordre  , 

'.)(»»  — 1 . , . , m 1 . 

r =—  j sin  r («  -+-  1 ) t -i sin  r («  — 1 ) / 

Ür  « -4-  1 ' ' M - 1 ' ' 


(O  1 ?»  — 1 . ^ r (n  -4-  11 1 
= — 1 sin’  — î — - 


» -4-  l 


n — 1 


1 . r(n 
Sin* 


i)< 


, Bai’?»  ( ?»  — 1 . . r (»  -4-  1)  t 
1 ( : sin’— A - • 


Cr*  ( « -4-  1 


2 


>n-*-l  . .r(n  — 1)  t A — B . 1 

sin’  --  , — — — sin’rnt } ■ 

» — 1 2 2B/I  \ 


Si  par  les  axes  Z'  et  C on  fait  passer  un  plan  et  qu’on  désigne  par  y 
l’angle  qu’il  forme  avec  le  plan  Y'Z',  on  trouve,  coiiimc  à la  page  32C, 

III  — 1 . , . , ?»  -4-  I . 

. . sin  r I « -4-  I ) t -I sin  r lu  — 1 ; I 

r 1 ?i  -4-  1 ' ' n — 1 ' 

'«"oV  — r ?» -4- 1 r 


qui  fait  connaître  1a  lui  suivant  laquelle  l’axe  d’inertie  C tourne  autour 
de  l’axe  fixe  Z'.  La  valeur  trouvée  pour  a apprend  que  l’axe  d'inertie  A 
qui  reste  scnsiMemenl  perpendiculaire  à l’axe  fixe  des  Z',  tourne 
uniformément  autour  de  lui,  puisque  si  l’on  désigne  par  â l'angle 
variable  formé  pur  X’  et  A,  il  vient 

O = eos  !?  = cos  r (/  — e)  d’où  a'  = rt  — ri. 

I C8.  Conililions  pour  que  l'axe  instantané  ne  rhamje  pas  de  place  dans 
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UH  corps  ijiii  SC  meut  sans  forces  motrices.  — Pr(i|iüsoiis-noiis  de  Iroiiv  cr 
l.v  condition  pour  <|iic  l’axe  instantané  de  rotation  conserve  conslaminent 
la  ineme  position  dans  le  corps;  il  est  visible  qu'il  faut  et  qu'il  siillit 

pour  cela  que  les  cosinus » — - — ^ > — 

]P (J* r*  r* 

soient  constants;  il  raiil  donc  que  l'on  ait 

P U P u 

q h r c 

a,  h,  C étant  ces  cosinus  constants.  Si  dans  l’une  des  intégrales  (10) 
on  remplace  deux  des  trois  lettres  q,  r par  leur  valeur  précédente, 
on  trouve  que  ji,  q et  r doivent  être  eux-méines  invariables;  d’où  il 
résulte  que  pour  que  l’axe  de  rotation  soit  fixe  dans  le  corps,  il  faut 
que  tip,  dq  et  dr  soient  nuis,  et  en  remontant  aux  trois  équations  dil- 
férentielles  du  mouvement  (0),  on  voit  que  cette  condition  ne  peut 
être  satisfaite  à siioins  que  l’on  n’ait 

lyr  = 0 , pr  — O et  pq  = O , 

ce  qui  exige  que  deux  des  trois  facteurs  p,  q,  r soient  nuis,  c’est-à-dire, 
que  l’axe  de  rotation  doit  se  confondre  avec  l’un  des  trois  axe.s  princi- 
paux, lesquels  jouissent  donc  seuls  de  la  propriété  d’élre  des  axes 
permiinents  de  rotation.  C’est  ce  (|ue  nous  avions  déjà  vu  (N“  152). 

ICI).  Stabilité  des  mouvements  de  rotation  autour  des  axes  princi- 
paux. — Les  deux  intégrales  (10)  font  coniiaitre  une  propriété  géné- 
rale des  axes  instantanés,  qui  est  liée  à celle  que  nous  venons  de  dé- 
montrer. Soient  (x,  y,  z)  les  coordonnées  d’un  point  tic  l’axe  instantané, 
distant  de  l’origine  d’une  quantité  égale  à /.  Les  cosinus  des  angles  ' 
formés  par  cet  axe  avec  les  axes  coordonnés,  pouri'out  être  repn-sentés 

par  on  aura  donc,  en  désignant  y‘'p*  -v-  q*  -t-  r*  par  w, 

X P ;/  q Z r 
l~ïr'  l"~u'  l^Vr' 

Si  l’on  tire  de  là  les  valeurs  de  p,  q,  r,  pour  les  substituer  dans  (10) 
et  ([u’on  divise  ensuite  ces  deux  intégrales  membre  à membre,  te  et  I 
disparaîtront  et  on  trouvera  pour  équation  de  la  surface  ilécrite  par 
l’axe  inslantaiié, 

A’x»  + B*i/*  -t-  C‘î*  _ ü’* 

Ax*  -t-  liy  -H  C?"  “IF  ’ 
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A (AD*  — D'*)  X*  ^ B (BD*  — ü'*)  t/*  t-  C (CD*  — U’*)  s*  = 0. 


Celte  ('quation  a|)partienl  évideininent  à une  surface  conique  du  second 
degré,  dont  on  reconnaîtra  la  forme  et  la  position  en  la  coupant  par 
trois  plans  parallèles  au\  plans  coordonm^  et  distants  de  ceux-ci  d’une 
quantité  h.  Les  équations  des  trois  sections  sont  : 

B (BD*  — D'*)  <f  + C (CD*  — D'*)  :*  = — A (AD*  — D'*)  /i*, 

C (CD*  — D'*)  s*  A (AD*  — D'*;  x*  = — B (BD*  — D'*)  h-, 

A (AD*  — D'*)  X*  -+-  B (BD*  — 1)'*)  y*  = — C (CD*  — D'*)  A*  ; 

elles  appartiennent  visildcnient  à des  ellipses  ou  à des  hyperboles  ayant 
respectivement  leur  centre  dans  l’axe  A,  B ou  C,  cl  ayant  chacune  leurs 
diarnètn's  principaux  parallèles  aux  deux  autres  axes  d'inertie.  De  h’i 
résulte  celte  proposition  : l'axe  instantané  île  rotation  ilécrit  autour 
de  l’un  des  axes  principaux,  un  cime  droit  ayant  pour  base  une  ellipse 
ou  une.  hyperbole  dont  le  centre  est  placé  dans  cet  axe  et  dont  les 
diamètres  principaux  sont  parallèles  aux  deux  autres  axes  princi- 
paux d' inertie. 

Pour  reconnaître  la  forme  du  c(hie,  supposons  les  moments  d’inertie 
principaux  rangés  suivant  l’ordre  de  grandeur  A>  B > C.  Le  coefli- 
cieiil  AD*  — D'*  est  nécessairement  positif;  car  s’il  était  négatif,  les 
coeflicients  BD*  — D'*  cl  CD*  — D'*  seraient  négatifs  à plus  forte  rai- 
son, ce  qui  rendrait  la  première  des  trois  équations  impossible,  puisque 
le  premier  membre  serait  entièrement  négatif  et  le  second  membre 
positif.  D’un  autre  cfité  le  cocflicienl  CD*  — D'*  est  toujours  négatif  ; 
en  ciïct  s’il  était  positif,  BD*  — D'*  le  serait  aussi  et  la  première  équa- 
tion ne  pourrait  pas  subsister.  On  voit  donc  que  les  circonstances 
initiales  du  mouvcinent  ne  peuvent  influer  que  sur  le  signe  du  coeffi- 
cient BD* — D’’;  si  celui-ci  est  positif,  la  troisième  équation  appar- 
tiendra à une  ellipse  et  les  deux  autres  à des  hyperboles;  si  BD*  — D * 
est  négatif,  la  première  sera  une.  ellipse  cl  les  deux  autres  des  hyper- 
boles. Il  suit  de  lè  que  l’axe  instantané  tourne  nécessairement  autour 
de  l’axe  du  plus  grand  ou  du  plus  petit  moment  d’inertie  A ou  C,  de 
manière  à décrire  un  cène  à base  elliptique,  mais  que,  dans  aucun 
cas,  il  ne  tourne  autour  de  Taxe  moyen  B,  cl  jiar  conséquent  si 
l'axe  instantané  est  écarté  très  peu  de  Taxe  du  plus  grand  ou  du 
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pins  pelil  iiiomeiil  d’incrlie,  il  UmiH  indéfininieiit  ù y revenir  en 
eiTeetmint  autour  de  l'un  d’eux  une  suite  d'oscillations  coniques, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  autour  de  l'axe  d’inertie  inoycn.  On  sait  (N“  152) 
que  si  le  corps  avait  eomnicnec  à tourner  autour  de  l’un  des  trois 
axes  principaux,  il  aurait  eontinud  indéliniinent  coniinc  si  l'axe 
avait  été  lixc , et  il  rt^ultc  de  ce  qu’on  vient  de  voir  et  de  ce  qu'un 
a vu  N"  107,  qu’il  y a entre  les  trois  axes  cette  diirérencc,  que 
si  l’axe  de  rotation  est  infiniment  pou  éloignée  de  l’axe  d’inertie 
maximum  ou  minimum,  il  oscillera  autour  de  ces  axes  sans  s’en 
éloigner,  tandis  que , s’il  s’écarte  tant  soit  peu  de  l’axe  d’inertie 
moyen,  il  l’abandonne  aussitôt  et  s’en  éloigne  de  plus  en  plus.  On 
exprime  celle  propriété  en  disant  que  le  mouxement  de  rotation 
autour  des  deux  premiers  axes  d'inertie  est  stable,  tandis  qu’il  est 
instable  autour  de  Taxe  moyen. 

170.  Mouvement  d’un  corps  autour  d’un  point  fixe,  provenant 
d’une  percussion.  — Les  équations  générales  (8)  du  N"  105  du  mouve- 
ment d’un  corps  .solide  autour  d’un  point  fixe , peuvent  servir  à déter- 
miner la  position  de  l’axe  instantané  autour  duquel  il  commence  à 
tourner  au  moment  où  il  reçoit  une  percussion , ainsi  que  la  vitesse 
de  rotation  qu’il  prend  à cet  instant  ; en  ellet,  mettons  ces  trois  équa- 
tions sous  la  forme  suivante , en  supposant  qu’une  seule  force  de 
percussion  \,  Y,  Z agisse  sur  le  corps, 

A^_(B-C),r  = .7Z-iY 

B ^ _ (f,  — A)  rp  = rX  — xZ (I  ) 

C ^ — (A  — B)  pq  = xY  — yX. 

On  a vu  (N”  153)  que,  X,  Y,  Z étant  les  composantes  suivant  les  axes 
principaux,  de  la  force  motrice  ({ni  naît  de  1a  percussion,  les  intégrales 

f*" 

l Xdl,  1 Ydl,  1 Zdt  sont  les  composantes  de  cette  percussion, 

-O  ^ Jo 

c’est-à-dire,  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  que  la  per- 
cussion est  capable  de  communi({uer  au  cnr|>s  dans  la  direction  du 
choc.  Si  donc  on  représente  {lar  u cette  quantité  de  mouvement  ou 
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l.'i  mesure  de  la  percussion,  cl  par  «,  h,  r les  angles  que  l’orme  sa  di- 
rection a\ec  les  a\cs,  on  aura 


-’o 


U cos  /)  , 


l Zd(  = «cosf. 
-O 


Cela  posé,  supposons  (pi’au  moment  où  la  percussion  commence,  le 
eorps  ait  des  vitesses  de  rotation  quelconques  mais  finies;  les  ternies 
(B  — C)7r,  (C  — A)rp  et  (A  — B)  pi/  seront  aussi  finis  pour  eel 
instant  et  pendant  la  durée  de  la  percussion,  ils  sont  négligcahles  de- 
(/(/  dr 


dp 

vaut 

dt 


, X,  Z ; car  les  plus  grandes  valeurs  de  p,  q , r 

sont  les  vitesses  angulaires  primitives  jointes  à celles  qui  sont  acquises 
pendant  la  duree  de  la  percussion,  tandis  que  X,  Y',  Z sont  les  composan- 
tes de  la  force  qui  naît  de  la  percussion,  force  que  l'on  sait  être  très 

...  , , dp  du  dr  ^ . , . , . 

eonsiileralde  el-f- J —-i  -p- sont  les  vitesses  angulaires  qui  seraient 
dl  dt  dt  ° ’ 

engendrées  si  la  percussion  durait  runilé  de  temps.  Si  on  multiplie  les 
deux  meinbres  des  équations  (I)  par  dt  cl  qu’on  intègre  en  négligeant 
ces  termes  et  en  remarquant  que  le  point  d'application  de  la  percus- 
sion restant  sensiblement  invariable  pendant  la  durée  du  phénomène, 
X,  I/,  Z sont  constants  pendant  rintégralion,  il  viendra 

\p  ==  tt  (y  cos  r — r ims  h) , 

Hf/  = Il  (i  eos  a — a'  cos  c) , 


Cr  = Il  (,T  cos  h — y eos  n] 


dans  lesquelles  les  seconds  membres  sont  évideinment  les  moments 
statiques  de  la  percussion  ii  par  rapport  aux  trois  axes  rectangulaires 
(|ui  ici  se  confondent  avec  les  trois  axes  d’inertie  princi|>aux.  Ces 
équations  serviront  à déterminer  les  valeurs  de  p,  q,  r et  par  suite, 
celle  de  la  vitesse  angulaire  j/ p*  q*  r*  ainsi  que  les  cosinus  des 

angles  formés  par  l’axe  instantané  immédiatement  après  la  percussion, 
avec  les  trois  axes  coordonnés,  cosinus  que  nous  savons  être  représen- 
tés par  — — , etc.  Quant  au  mouvement  subséquent,  on 
j/p*  -t-  q-  -+-  r* 

le  déterminera  par  les  formules  générales  du  X"  IC’»,  en  considérant 

45 
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la  vitesse  de  rotation  duc  à la  percussion  comme  étant  le  mouvement 
initial  du  corps. 

Si  on  désigne  par  U,  T',  l'"  les  moments  de  la  percussion  u par 
rapport  h ces  trois  axes,  il  vient 

U U'  r" 

r = _, 

et,  en  représentant  par  (a,  p,  7)  les  angles  formés  par  l’axe  instantané 
avec  les  axes  d’inertie  principaux  et  par  te  la  vitesse  de  rotation,  on 
trouve 


V 


Il  est  visiltic  que  1/  ipii  entre  dans  U,  lî',  U"  disparait  <lcs  valeurs 
de  cos  «,  cos  p,  cos  7;  la  direction  de  l’axe  insUintané  est  donc  indé- 
pendante de  l’intensité  de  la  |)crcussion;  mais  la  vitesse  angulaire  te  ne 
sera  entièrement  déterminée  que  lorsqu’on  connaitra  la  valeur  de  u.  Si 
la  percussion  provient  d’une  masse  »«  animée  d’une  vitesse  e et  s’atta- 
chant au  corps  choqué  après  la  percussion,  on  a vu  au  N’”  IHôqiie 
cette  valeur  de  « est  mv.  Si  au  contraire,  la  masse  m se  sépare  du 
corps  après  l’avoir  choqué,  la  valeur  du  u sera  difTércntc  de  mv  et  se 
trouve  déterminée  plus  loin  an  N"  179. 

Quant  aux  pressions  ou  plutôt  aux  percussions  qu’éprouve  le  point 
fixe  et  qui  sont  reprcsenlces  par  y'nrft,  /'n'fti,  on  les 

déduit  des  valeurs  île  II,  n',  ri'  du  N”  Ifiîi,  en  suivant  la  même 
marche  que  plus  haut,  c’est-à-dire,  en  négligeant  les  termes  , 
prï,,  (r’  -4-  y*)  x,,  etc.  On  trouve  ainsi 
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Les  sccniicls  termes  de  ees  trois  valeurs,  mis  sous  lu  forme 
M (f/z_  — ry^),  M (ijfX, — pz,),  ^ {py, — f/x,)  ne  sont  visiblement 
(N“  164)  que  les  composantes  de  lu  quantité  de  mouvement  que  prend 
le  centre  de  gravité.  Ces  trois  équations  ne  font  donc  qu’exprimer  <]tie 
la  percussion  éitrouvée  par  le  point  fixe  est  éyale  à la  résultante  de  la 
percussion  exercée  sur  le  corps  et  de  la  réaction  de  son  centre  de  gravité. 

171.  Théorème  sur  l’axe  instantané  de  rotation.  — Ces  valeurs 
conduisent  à une  détermination  géométrique  très  simple  de  Taxe 
instantané.  Si  pur  l’origine  et  pur  lu  direction  de  la  percussion  on 
fait  passer  un  plan,  on  trouve  pour  son  équation,  en  désignant  par 
x',  y',  i'  les  coordonnées  courantes  cl  en  observant  que  lu  direction 
de  la  percussion  passe  par  le  point  (x,  y,  z)  cl  fait  avec  les  axes  des 
angles  (a,  b,  c), 

(z  cos//  — y cos  c)  x'  h-  (x  cos  c — z cos  a)  y’  \ y cos  a — x cos  bj  z'  = it, 
c’est-à-dire , 

t’x'  -+-  ü'y'  -t-  ll"z'  = 0. 

Ce  plan  vient  couper  l'ellipsoïde  des  inoinents  d’inertie  relatif  à l’ori 
ginc,  suivnnt  un  de  scs  plans  diamétraux,  cl  si  on  clierche  les  équa- 
tions du  diamètre  de  cet  ellipsoïde,  conjugué  au  ])lan  diamétral 
précédent,  en  observant  que  l'ellipsoïde  a pour  équation 

Ax  * -4-  Dy'*  + Ci'*  = «*, 

on  trouve 


cl  on  reconnaît  que  cette  droite  fait  avec  les  axes  ,\,  Y,  /,  des  angles 
qui  ont  pour  cosinus 


eu  cu;_ 

AU"  ÏÏL"  1 


Ces  valeurs  sont  évidemment  les  mêmes  que  celles  que  nous  venons 
de  trouver  pour  l’axe  instantané;  on  est  donc  conduit  à ce  théorème  : 
Taxe  instantané  de  rotation  d'un  corps  gui,  étant  retenu  par  un 
jyoint  fixe,  reçoit  une  percussion,  est  le  diamètre  de  l'ellipsoïde 
central,  conjugué  au  )üan  diamétral  gui  passe  par  la  direction  de 
la  percussion. 
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On  rcc4)niinil  de  la  même  mimièrc  que  la  vitesse  ir  de  rulalion  est 
donnée  j)iir 

«S(i;  = R*V, 

en  désignant  par  R le  1x1)011  de  l’ellipsoïde  autour  duquel  tourne  le 
eorps  et  jiarV  le  moment  de  lu  pereussion  pur  rapi>ort  ù ce  rayon.  On 
voit  donc  que  la  vitesse  de  rotation,  due  ù une  pereussion,  est  jiro- 
porlionncllc  au  carré  du  rayon  de  l'ellipsoïde  central  autour  duquel 
tourne  inslnntaiiémciit  le  eorps  cl  au  moment  de  la  percussion  |tar 
rapport  à ce  rayon. 

M'I.  Oscillations  coniques  d'un  corps  pesant.  — Lorsque  des  forces 
motrices  agissent  sur  le  corps,  l’intégration  complète  des  équations 
du  mouvement  cl  des  équations  (4)  du  N”  1C4  n’csl  possible  ipie  dans 
un  petit  nombre  de  cas,  par  exemple,  lorsque  le  corps,  soumis  à la 
seule  action  de  la  pesanteur,  ne  s’écarte  que  très  peu  de  la  position 
d’éipiilibrc  et  qu’il  ne  prend  que  des  mouvements  de  rotation  très 
peu  rapides  autour  des  axes  jirincipaiix.  Alors,  si  on  sup|)ose  que  la 
verticale,  quand  le  corps  est  en  étiuilibre,  soit  un  axe  d’inertie  prin- 
cipal C,  en  prenant  les  trois  axes  principaux  dans  celte  position  |iour 
axes  coordonnés  fixes  X',  Y',  Z',  les  cosinus  c,  c',  o",  h"  resteront 
infiniment  petits,  c"  ne  dilTérera  de  runilé  que  d’un  infinitncnl  jietil 
du  second  ordre,  les  produits  rq,  pr  cl  pq  seront  négligeables  dans 
les  équations  (8)  (N“  Itiii)  cl  en  concevant  le  corps  réduit  à un  poids  Mg 
suspendu  au  centre  de  gravité  qui  a 0,  0 et  r,  pour  coordonnées,  les 
seconds  membres  sc  réduiront  ù — yigz,h",  Mgz/t"  et  0,  et  ces  trois 
équations  deviendront  ....(m) 

A = — Mqz.b",  n yiqz  a",  — = O ou  r ==  eoust.  = r. 

Les  éipiations  (4)  (X"  KIV)  deviennent  aussi,  eu  reiuanpiaul  que  les 
produits,  tels  que  a'q,  li’p,  cq,  c'p...  sont  négligeables  coiiime  étant 
du  second  ordre. 


(/« 

= /))•, 

dl, 

de 

= aq  — bp. 

dt 

Jl  " 

da' 

db’ 

de 

= a’q  --  b' P 

7/7 

= l)'r. 

^ — a V, 
dl 

dl  " 

da" 

db" 

dl 

Digitized  by  Google 


DY.NAMigUË. 


557 


Si  l’on  l’cinpiaee  dans  (lu)  — et  par  leur 
' ' ' dt  dt  ' 

tirées  (le  ees  dernières,  il  vient 


. d^l," 

valeur  -, — et 

dr- 


d*ir 

'^~dF 


M(/î,a" 


d*n" 

dt*^ 


<|ui  ont  pour  intégrales,  en  supposant  liorizontale  la  position  primi- 
tive de  l’axe  A et  en  plu(‘nnl  dans  le  plan  liC  l’axe  instantané  de 
rotulion  an  conimeneenicnt  du  temps. 


/ Moï 

h"  — — S eus  I % / — ^ ' » o"  = H sin 


V 


M(/:, 


d’où  l’on  lire 


f/a" 


: — on 

dt 


,,  = av/^'COSlv/-|f 


dl/'  / Moi 

-rr  ü"  /'  = ? % / ^r-  sin 


H 

'l7-“ 


Lcsipiatre  premières  éipialions  («)  se  transforment  dans  les  suivantes, 
f/‘n  dV, 

— = - , -^f , = _ r *t, , etc.,  etc. 


(pii  ont  pour  intégrales 

a = cos  (r't  s) , h = — sin  (r'f  -t-  s) , 

U = sin  (r7  v) , b'  = cos  (r'I  -h  v). 

Les  constantes  arbitraires  sont  déterminées  jiar  les  valeurs  initiales 
de  a,  b,  a,  b'  et  |»ar  les  conditions  (2)  N"  lût 

iib  -i-  U b'  +-  a'b"  — I),  au'  bb'  -t-  cc'  = 0,  a*  -+-  Id  r*  = I , 

„'l  h * -H  c'*  = I , 

ipii  se  modifient  dans  les  suivantes 

ab  -i-  a’b'  = 0,  aa'  ■+■  bb'  = 0,  a*  -H  6^  = 1 , a'-  I>*  = I , 

en  remanpianl  (pie  a"b”,  ce',  c*  et  c'*  sont  négligeables.  Enlin  les 
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autres  équations  (n)  donnent,  en  développant  sin(r'tH-v)  et  eos(i-'t-Hv) 
et  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 


en  déterminant  les  constantes  par  les  conditions  (2)  du  N°  Ifii, 


ac  -+-  a'c  -t-  a"c"  = 0 , hc  + b'c'  ■+■  b"c''  = 0 
et  négligeant  les  quantités  du  second  ordre. 

.Si  on  désigne  par  x',  y'  les  coordonnées  du  centre  de  gravité , les 
équations  (.3)  du  N”  1C4  donnent 


, r , , .'l'/i 

X =j  c = *r,  cos  ï sin  ( , y =z,r  =f5i,  cos  v cos  < y/  — ^ 

et  une  élimination  de  t donnera  réquation  de  la  courbe  sensiblement 
linrizonlalc  décrite  jiar  le  centre  de  gravité.  Lorsque  .\  = B,  cette 
courbe  est  une  ellipse,  comme  pour  le  pendule  simple  (N“  153), 
et  l’axe  vertical  C oscille  alors  de  la  même  nianicrc  qu’un  pendule 

conique  simple  ou  matliémuliquc  d’une  longueur  r égale  à — • En 

menant  jiar  le  centre  de  gravite  une  hurizuntalc  quelconque  et  désignant 
par  .MA*  le  moment  d’inertie  par  rapport  à cette  droite,  on  sait  qu’on  n 

MA*  +-  Mz,*  ; 

il  vient  ainsi 

A*  + Z,* 


Si  les  muments  d’inertie  principaux  A et  B n’étaient  pas  égaux 
entre  eux,  l’axe  principal  d’inertie  C n’elTcctucrnit  plus  des  oscilla- 
tions elliptiques  comme  préeédeinment,  mais  des  oscillations  ondulées 
dont  la  l'orme  s’obtiendrait  en  éliminant  le  temps  l entre  les  valeurs 
dex’  et  de  y'.  En  appelant  encore  ]iar  analogie,  durée  d'une  oscillai  ton 
conique,  rintcrvalle  entre  deux  retours  consécutifs  de  Taxe  C ou  Z 
dans  un  même  plan  vertical  et  du  meme  côté  de  la  verticale,  cette 
durée  s’obtiendra  en  remarquant  que  l’angle  r,  formé  a un  instant 
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qiiuIcuiHiuc  (Kir  1<!  |ilaii({ui  cuiUienl  C ou  Z el  Z'  avoc  lo  |>l»ii  X'Z’,  psi 
(Inni)p  par 


y P 

lang  q =t^,  = '- 
X a 


COS  t 


sin  t 


qui,  en  posant 


(Icvicnl 


lang  il. 


cos  l 


-v'¥-v'¥ 

(\Æ-) 


= i-  I eus 


sin  / ' 


«V 


eus  et  . col  t 


y/ «■•«). 


P 


Cl  comme  lang  ^ passe  visiblement  par  la  même  valeur  - toutes  les 

a 

77 

fois  que  si  devient  égal  à - augmenté  de  2 k multiplié  par  un  nonilire 

entier,  il  en  résulte  que  l'intervalle  entre  deux  retours  consécutifs, 
ou  la  durée  d’une  nscillation  conique  entière,  est  donnée  par 


fT  = 2îT  , ll’üÙ  T : 


2r 


v^V¥ 


473.  Formules  (VEuhr,  Coordonnées  polaires.  Les  équations  diffé- 
rentielles (4)  du  N"  164  que  nous  avons  eu  à intégrer  dans  les  numéros 
précédents,  pour  déterminer  en  fonction  du  temps  les  valeurs  des 

neuf  variables  a,  6,  e,  o' étaient  au  nombre  de  9;  mais  il  suffisait 

d'intégrer  trois  d’entre  clics,  parce  que  ces  trois  intégrales  jointes  aux 
six  équations  (2)  déterminent  complètement  ces  «piantités.  Euler,  au 
lieu  d'employer  les  9 angles  n,  h,  c,  a'....  pour  fixer  la  position  des 
trois  axes  mobiles  par  ra[)port  aux  axes  fixes,  ne  fait  usage  que  de 
trois  angles,  savoir  l'inclinaison  0 des  plans  XY  et  X'Y'  et  les  incli- 
naisons y et  .Ji  de  rintcrscclioii  de  ces  deux  plans  sur  les  axes  X et  X', 
ce  qui  réduit  le  noiiibre  d’inconnues  et  par  conséquent  le  nombre 
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r)iO 

ir('i]iiulioiis  il  trois.  Dans  les  traitiis  ilc  gcoinotrie  analytique  on  dé- 
inoiilre  (|u’il  existe  entre  les  anriuns  angles  et  les  nouveaux  les  relations 
suivantes  : 


U — cos  y eos  — sin  f sin  •{<  eos  0 , 

«'  = eos  y sin  ^ -h  sin  f cos  •{<  cos  0 , 

h = — sin  » ros  Ji  — cos  » sin  !i  cos  0 , 

ft'  = — sin  <f  sin  ■{/  -f-  eos  » ros  |/  eos  0 , 

a"  — sin  y sin  0,  («) 

h"  ~ cos  y sin  0, 
e"  = cos  0 , 
e !=•  sin  ■]/  sin  0 , 
r'  = — eos  •{/  sin  0. 

Si  on  snhstitne  ces  valeurs  dans  les  !t  équations  (4),  celles-ci  se  ré- 
duisent à trois  é(|untions  diiréirnliclles  distinctes  auxquelles  on  ])cnt 
donner  la  forme  suivante  : 


df 

sin  f)  sin  Ÿ cos  H — </  cos  ^ cos  0 -+-  r sin  0 , 


Tl 


= — (/  sin  y -t-  P cos 


sin  0 


dl 


= P sin  y r/  cos  y. 


Après  avoir  remplacé  ;i,  (/,  r par  leurs  valeurs  en  t tirées  de  (8),  il 
faudra  intégrer  ecs  trois  équations  dilférenticlles  siniultanées  pour  en 
tirer  les  valeurs  de  y,  -j(,  Ci. 

174.  Cas  où  le  corps  se  meut  sans  forces  motrices.  ■ — Dans  le  cas 
particulier  où  le  corps  sc  meut  sans  forces  motrices,  les  trois  équations 
(13)  que  l’on  sait  ne  rc|)réscnter  que  deux  équations  distinctes,  sont 
deux  intégrales  des  dilférenticlles  (4)  du  .N"  1(14  et  par  conséquent, 


(')  Kn  ilésignanl  par  II  l'intersection  du  plan  X'Y  par  le  plan  XY,  les  quatre 
prefuicres  cqiialinns  résultent  de  la  considéralion  des  triangles  sphériques 
XIIX',  XKY',  YllX',  YllY';  les  deux  suivantes  s'olitirunenl  en  considérant  les 
triangles  rectangles  ,XIIZ'  et  YItZ'.  I.a  septième  est  évidente,  puisque  l’angle  com- 
pris entre  Z et  Z'  est  égal  à rnngic  formé  par  les  plans  XY  cl  X'  Y'.  Knfiii  les  deux 
dernières  s'ohliennenl  en  résolvant  les  deux  équations 

ac  -t-  ne'  -t-  o''e''  =r  O , hc  b' -I-  4' V’  = d. 
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(les  différentielles  (6)  du  numéro  précédent.  En  remplaçant  h'',  e" 
par  leurs  valeurs  (o),  ces  intégrales  deviennent  donc 

Ap  = D'  sin  Ÿ sin  0 

ÿtf  = D'  (;os  '(I  sin  6 (c) 

Cr  = D'  cos  0 


et  il  suHit  d’obtenir  encore  une  lroisi(!me  intégrale  pour  que  f,  •},  0 
soient  entièrement  déterminés.  Or,  ces  équations  donnent  les  valeurs 
de  0 et  Ÿ qui  étant  substituées  dans  la  troisième  équation  différen- 
tielle [b),  lui  font  prendre  la  forme  suivante 


f/J-  _ D*  — Cr* 
lï~~  ® D'*  — C‘r*  ’ 


(<0 


en  tenant  compte  des  deux  iiilcgralcs  (10)  du  N”  lf»6.  Do  plus  ou  a vu 
au  N”  166  que  l’on  a 

, Cl/À  B (ir 

(Il  = = — ^ . ; 

|/i)'*  — BD*  — C (C  — B)  r*  j/aD*  — D'*  + C (C  — A)  r* 

Il  vient  donc,  en  multipliant  ces  deux  équations  membre  à membre, 

D*  — Cr*  , 

D'*^  C*r*  ***" 

(/;  = DC/ÀB  . . _ - ....  (e) 

^D'*—  BD*— C (C—  B)  r*  (/ AD*— D'»-+-C{C— A)r* 

dans  laquelle  les  variables  •(>  et  r sont  séparées.  La  solution  complète 
de  la  question  est  ainsi  ramenée  à une  intégrale  elliptique. 

17Î).  Applicalions  diverses.  — Si  deux  des  moments  d’inertie  prin- 
cipaux A et  B sont  égaux,  toutes  les  intégrations  deviennent  possibles 
sans  fonctions  elliptiques;  car  on  a vu  au  N°  166  que  dans  ce  cas  r 
est  constant;  les  intégrales  (c)  et  [d)  deviennent  donc 

db 

Cr  = D cos  0 , — - = const. 

’ dt 

d’où  l’on  conclut  que  i|i  est  proportionnel  au  temps,  c’est-à-dire,  que 
l’intersection  du  plan  fixe  X'Y'  par  le  plan  des  deux  axes  d’inortie 
égaux  tourne  uniformément  autour  de  l’axe  Z'  et  que  l’inclinaison  0 

44 
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(le  ces  deux  plans  est  invariable.  Les  deux  autres  (iqiialions  (c)  élanl 
divisées  membre  à membre,  donnent 

P 

•-  = tang  î 
'/ 

d'on,  en  eemplaeanl  p et  r/  par  la  valeur  trouvée  au  X"  ItiC, 

, /(Ü’A  — I)'*)  (A— C) 

lang?  = lang(t  — r)Y/  ^ 


OU 

/(ÜÏA-D'‘)  (A-C) 
î =-  (t  - r)  y/  , 

c’est-à-dire,  que  l'angle  y augmente  aussi  proportionnellement  au 
temps. 

Supposons  encore  (juc  le  corps  soit  soumis  à l’action  de  In  pesan- 
teur, que  deux  de  scs  moments  d'inertie  A et  B soient  égaux  et  que 
le  centre  de  gravité  soit  placé  sur  l'axe  inégal  a une  distances  / du 
point  fixe.  Prenons  celte  droite  pour  axe  des  Z et  la  verticale  dirigée 
vers  le  bas  pour  axe  Z'.  Les  coordonnées  x,  y,  z du  point  d’apjdication 
du  poids  my  du  corps  seront  0,  0,  /,  les  trois  comiiosantes  \,  Y,  Z de 
cette  force  seront  mya",  myh'',  myc"  et  les  trois  é(|ualions  (8)  se  ré- 
duiront aux  suivantes 

A — (A  — C)  r/j  — — liiiyh", 
dr 

C -r  = 0 ou  r = consl.  = n. 
dl 

Multi|ilions  respectivement  les  deux  premières  par  p et  q,  ajoutons-les 
membre  à membre  en  remarquant  que  l’on  a [(4)  du  .X"  Itîi] 

n'r/  — à />,.... (s) 

il  vient  apri's  avoir  intégré, 

(A) 
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Multiplions  les  mêmes  équations  {f)  respectivement  par  a"  et  b'',  puis 

de" 

ajoutuns-les  comme  plus  haut  en  rcniplaçanl  — h"^par-^j  on 
trouve 

A (a"dp  -V-  b"dq)  = (A  — C)  rdc" 

et  en  ajoutant  A {pda"  -t-  qdb")  aux  deux  membres  et  intégrant  après 
avoir  remj>lacé  da”,  db",  de"  dons  le  second  membre  par  leur  valeur 
(4  du  N“  164),  il  vient 

A {a" P -t-  b"q)  = — Cnc"  f. (j) 

Si  l’on  élimine  ensuite  p et  q entre  (ÿ),  (h)  et  [j),  en  faisant  usage  de 
la  relation 


il  vient 
dt: 


a"*  6"*  -t-  c”*  = 1 , 

Kde" 


dl  = 


l/.Ve  —7*  2 (Abyot  -t-  Cf»)  c"—  (A*e  CW)  c"‘ — HAlmqe"^ 

dans  laquelle  les  variables  l et  c"  sont  séparées  et  qui  fait  dépendre 
la  valeur  de  c"  en  fonction  du  tem]>s,  de  l’intégration  d’une  dilféren- 
ticllc  elliptique.  Si  on  remplace  c"  par  sa  valeur  cos  0 (a),  on  trouve 
aussi 

— A sin  0 dh 


(/ A*e — /'*-+- 2 (A/mÿ-t-C/'n)  cos0  — (A*e-»-C*/i*)cos*0  — iKlmg  cos’  0 
et  en  éliminant  p ci  q entre  {j)  et  les  relations  (4,  N°  164) 


da" 

= b r ■ 
dt 


dt 


■ = c P — o r, 


■ {k) 


da" 

JJ— 6.-.,, 


db" 

W 


•c  n — an, 


il  vient  aussi 


A ' - b"  = /c"  - Cnc"*  - An  (1  - c "*) 

et  si  on  rcniplace  o"  et  6’’ par  leur  valeur  sin  y sin  0 (o)  et  cosifsiii  0, 
ecltc  équation  devient 

A sin’  ® Cnc"*  -h  An  (1  — c"*)  — fc" 
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et  en  miiUiplianl  membre  à membre  par  (A), 

{feos  0 — C«  cos*  6 — An  sin’  9)  rfO 

sin  9 j/ A’e  — /"•  -t-  2 (Almy  Cfn)  cos  9 — (A*c  + C*n’j  cos*  9 — ’iXtmg  cos’  9 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées  et  le  second  membre  est  une 
différentielle  elliptique.  Enfin  en  éliminant  p et  (/  entre  et  les 
deux  suivantes  (4,  N"  164) 

- = aq~bp,  —==aq  — bp, 


en  tenant  compte  des  deux  relations , 


o'a"  -h  b'b"  -V-  ce"  — 0 , aa'  + bb"  -+-  ce"  = 0, 


il  vient, 

et  apri’s  avoir  remplacé  a,  b,  c,  «'....  jiar  leur  valeur  (a)  en  9,  f,  ij/, 
on  trouve 


A sin*  9 ^ = f — C/l  cos  9 


et  en  multipliant  membre  à membre  par  (A), 

(C/l  cos  9 — /^)  dû 

sin  0 j/a*c  — /■*  -4-  2 (Mmg  -i-  Cfn)  eos  0 — (A*e  -t-  C*/i*)  cos*  9 — ^AÏmg  eus’  0 

dans  laquelle  les  variables  sont  aussi  séparées  et  le  second  membre  est 
une  différentielle  elliptique.  La  solution  complète  du  problème,  c’est- 
à-dire,  la  détermination  dey,  •(/,  9 en  fonction  du  temps,  est  ainsi 
ramenée  à la  rccberche  de  trois  intégrales  elliptiques  (A),  il),  (m). 

Connaissant  y,  t|>,  9,  les  équations  (6)  donnent  immédiatement  les 
valeurs  de  p,  q et  r ou  n. 

Comme  le  corps  est  quelconque,  on  peut  le  réduire  à un  point  ma- 
tériel m place  à l’extrémité  d’une  droite  sans  pesanteur  d'une  lon- 
gueur l.  Dans  ce  cas,  les  trois  équations  (A),  (/)  et  (m)  se  simplifient  et 
font  eonnaitre  toutes  les  circonstances  du  mouvement  d’un  pendule 
conique  simple  d'une  longueur  /.  Ces  trois  équations  donnent  aussi  la 
solution  complète  du  problème  de  la  détermination  du  mouvement  de 
la  toupie. 

Les  formules  de  la  fin  du  N"  165  font  connaître  les  pressions  exer- 
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cécs  sur  le  point  fixe  dans  le  sens  des  trois  axes  d’inertie  principaux. 
On  trouve  sans  peine 


Il  = mga"  — ml  ( ~ 


\dt  • P’)  = ”*  î sin  9 - £ «//,) . 

. \ / A-m/‘  . ^ C 

U =mgb  H-  WïM  J = wi  I ^ ^ cos  ? sin  0 — — ulg  j i 

n"  = inge"  -I-  ml  {p*  -i-  g*}  = m ^ cos  9 cos  0 -t-  lè^  • 


176.  Mouvement  d'un  corps  solide  libre.  — Déterminons  enfin  le 
mouvement  i|iic  prend  un  corps  solide  entièrement  libre  et  soumis  à 
l’action  de  certaines  forces;  pour  cela,  rapportons  le  corps  à trois 
axes  rectangulaires  fixes  dans  l’espace  et  désignons  par  (.\YZ)  les 
trois  composantes  de  la  force  accélératrice  qui  agit  sur  l’élément  dm 

d*x 

du  corps  et  par  (x,  g,  z),  scs  trois  coordonnées; —dm, 


TT  </'») T-r<ltn  sont  les  forces  d’inertie  de  dm  dans  le  sens  des 

dt*  dd 


trois  axes  fixes,  et  comme  il  doit  y avoir  à cliaipie  instant  éi[uilibrc 
entre  les  forces  motrices  et  les  forces  d’inertie,  on  est  conduit  aux  six 
équations  suivantes  : 


dm  = ':iS.dm,  dm  = i\ dm , i^dm  = iZdm, 

dt*  dt*  ’ dl* 

^ S)  ’ 

(d^x  d*z\ 


Soient  (a,  h,  c)  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps  et 
(x',  g',  z')  les  coordonnées  de  l’éléincnt  dm  rapporté  à des  axes  jiaral- 
Iclcs  aux  premiers  et  passant  par  le  centre  de  gravité;  on  sait  que 
que  l’on  a 

X = x'  -i-  a,  g = g'  b,  z = z'  -t-  c, 
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(l*x  d*x'  d^a  d*y  d*h  d^z  d^z  d^c 

TF dF  ' rfi*  ""  7/«‘ ■*■  l/ïï  ’ uF'^dF'^dF 


Kii  »ubs!iliiaiit  ccs  valeiii-s  dans  les  six  équations,  et  remarquant  que 
les  facteurs  compris  sous  le  signe  sommatoirc  1,  qui  sc  rapportent  au 
centre  de  gravité,  sont  des  facteurs  communs  et  que  l'on  a par  consé- 
quent 


d*a 
“ (il* 


I J m " 

dm  = 1 dm  — M -f-r  i 

dt*  dl* 


etc. 


Xa\dm  — al\dm,  etc. 

on  trouve  toute  réduction  faite , 

d*x‘  il*a  d^i/'  d^h 

ï -T--  dm  M -p-  = l\dm  , S dm  -t-  M-p-r  = ï ^ dm  , 
dl‘‘  dl*  ’ dti  lit* 


dl* 


dl^ 

d^z  , d*c 

:dm  M ’^'/Alm, 


dt* 


dt' 


^ dt‘-  ^ rfl*  J 


d*x 

7w 


d^b. 


dm  -H  al^—'ldm  — bl'--Fz  dm  '^Fr-x^'dm 
dt* 

d'a  ,,  d*h  d‘a  , 

— ï II  dm  -+-  Ma  -r-  — Mb  — llx  \ — y \)  dm  -t-  a S ^ dm 

dl^  •’  dt*  dt*  ^ ’ 

— bt\dm,  etc.,  etc. 

Comme  le  rentre  de  gravité  est  situé  dans  les  plans  des  (X',  Y'), 
(.X',  Z'),  (Y',  Z'),  on  a aussi 

ï xdm  = 0 , ly'dm  = 0,  S z'dm  = 0 , 

d’où  l’un  tire  en  dérivant  deux  fois, 


ce  qui  réduit  les  trois  premières  équations  aux  suivantes  : 

-,  d‘a  d*b  d*c 

M^^iXdm,  M^  = .Ydm,  M^=ii 
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Cl  les  trois  (lernièrcs,  en  y l'einpliieiml  l'idin,  ^'Adm  par  les 

valeurs  précédentes,  prennent  la  forme 

■ ~ ^ ’ 

dm  = ï (:'X  — x'A)  dm  , 

lîÇ)  ~ ' ' ^ 

On  voit  que  les  trois  premières  sont  identiquement  les  équations  du 
mouvement  d'un  point  matériel  d'une  masse  M,  ayant  a,  h,  c pour 
coordonnées  et  mù  par  les  forces  motrices  iXdm,  lYdm,  lA.dm; 
d’où  il  suit  que  le  cenlre  de  grarilé  du  eorp.%  se  meut  de  la  même 
manière  t/ite  si  toute  ta  masse  y était  concentrée  et  que  toutes  les 
forces  y fussent  transportées  parallèlement  à elles-mêmes.  Quant  aux 
trois  dernières  équations , elles  sont  identiquement  celles  que  l’on 
trouverait  en  supposant  fixe  l’origine,  c’est-à-dire,  le  centre  de  gravité; 
d’où  il  suit  que  pendant  le  mouvement  de  translation  du  cenlre 
de  gravité,  le  corps  se  meut  autour  de  ce  point  de  la  même  ma- 
nière que  si  ce  point  était  rendu  fixe. 

Cette  remarque  fait  évidemment  dépendre  la  connaissance  du  mou- 
vement d’un  corps  entièrement  libre  dans  l’espace,  de  la  délcrminalion 
du  mouvement  d’un  point  matériel  et  du  mouvement  d’un  corps  autour 
d’un  point  fixe.  On  voit,  par  exemple,  que  si  un  corps  pesant  de  forme 
quelconque  est  lancé  dans  le  vide  suivant  une  direction  quelconque , 
le  centre  de  gravite  décrira  une  parabole,  tandis  que  le  corps  tournera 
autour  de  ce  centre  en  suivant  les  luis  que  nous  avons  établies  pour  le 
inouvcment  d'un  corps  pesant  autour  de  son  centre  de  gravité  rendu 
fixe  (>■”  l(iG). 

Pour  ajipliqucr  les  deux  principes  précédents,  proposons-nous  de 
déterminer  les  lois  du  mouvement  de  la  roulette  dans  la  machine  dite 
jeu  des  émigrés.  On  sait  qu'il  se  compos^  de  deux  roues  solidaires  en 
bois  séparées  par  un  cylindre  Oa(fig.  1 13)  èlïfircntrique  et  plus  petit.  Sur 
ce  cylindre  s’enroule  un  fd  suspendu  verticalement  en  A et  attaché  nu 
cylindre  à l’autre  extrémité.  Si  on  abandonne  la  roulette  à l’action 
de  la  pesanteur,  celle-ci  descend  en  tournant  cl  lorsque  le  fil  est 
entièrement  déroulé,  la  roue , en  vertu  de  la  vitesse  de  rotation 
acquise,  continue  à tourner,  enroule  de  iiouvcnu  le  fil  et  s’élève 


V (II*  ) 
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vcrlicaieiiK-iit  [loiir  descendre  ensuite.  Il  est  visible  que  les  deux  forces 
qui  ngissenl  sur  In  rmilettc  sont  le  poids  P de  la  roue  et  la  tension  T 
du  cordon  ciA.  L’équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  est 


P (/*; 

donc — = P — T.  Quant  h la  rotation  , si  on  conçoit  le  centre  O 
!l 


rendu  fixe,  le  poids  P sera  détruit  et  la  seule  force  motrice  sera  la  ten- 
sion T du  lil;  l’équation  du  mouvement  de  rr)lation  est  donc 


TU 

(ft  imr* 


dans  laquelle  6 est  la  vitesse  de  roUttion , K le  rayon  Oo  du  cylindre 
et  tmr*  le  moment  d’inertie  de  la  machine  par  rapport  à l'axe  O. 
Enfin,  à cause  de  rinextcnsilnlité  du  fil,  il  est  visible  que  si  dz  est 
la  quantité  dont  le  centre  de  gravité  descend  pendant  dt,  on  doit 
avoir 

(/ï  = R0(ft. 


On  conclut  de  ces  trois  équations  que  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  O obéit  aux  lois  de  la  chute  des  corps  graves  et  que  la  vitesse 
de  rotation  croît  pendant  la  descente  et  décroît  en  montant  propor- 
tionnellement on  temps. 

177.  Mouvement  d'un  corps  libre  par  suite  d'une  percussion. — 
On  peut,  en  partant  de  la  jiropriété  énoncée  plus  haut,  déterminer 
les  lois  du  niouvemcnt  d'nn  corps  libre  qui  reçoit  une  percussion;  en 
effet,  si  U est  l’intensité  de  cette  percussion,  c’est-à-dirc,  1a  ((uantité 
de  mouvement  qu’elle  est  capable  d'engendrer,  en  la  lrans|iortant  au 
centre  de  gravité,  elle  agira  sur  un  point  matériel  d'une  masse  .M  à 
laquelle  elle  communiquera  parallèlement  à sa  direction  une  certaine 
vitesse  U on  une  quantité  de  mouvement  Ml?  ipii  sera  1a  mesure  de  la 
percussion  u;  la  vitesse  du  centre  de  gravité  engendrée  sera  donc 

représentée  par  --  qu’il  faudra  composer  avec  la  vitesse  antérieure  de 

ce  point.  Quant  au  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de  gravité, 
comme  il  est  le  même  que  si  cc  point  était  fixe,  on  le  déterminera 
comme  on  l’a  fait  plus  haut  ; ainsi , en  désignant  par  (x,  ty,  z)  les  coor- 
données du  point  d’application  de  «,  rapportées  aux  trois  axes  princi- 
paux du  corps  choqué  relatifs  au  centre  de  gravité,  par  (a,  b,  c)  les 
angles  formés  pur  u avec  ces  axes,  par  A,  B,  C les  trois  moments 
d’inertie  principaux  et  paryj,  q,  r les  composantes  des  vites.ses  angu- 
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laires  autour  tics  axes,  cngcmlrccs  pendant  la  pcmission,  on  a vu 
(N“  170)  que  l’on  a 

U (y  eos  r — z cos  6)  = Ap,  ti  (z  cos  a — x cos  c)  — Biy, 

U (x  eos  h — y cos  a)  = Cr. 

Ces  trois  équations  font  connaître  les  valeurs  de  p,  q,  r et  en  les 
ajoutant  aux  vitesses  de  rotation  antérieures,  on  aura  la  position  de 
l’axe  instantané  et  la  vitesse  de  rotation  immédiatement  après  la  per- 
russion,  pourvu  que  u soit  connu,  et  le  I6G  donne  le  moyen  de 
déterminer  ce  mouvement  au-delà  de  cet  instant. 

Il  résulte  de  ce  qu’on  a vu  aux  N'"  108  et  109  que  si  le  corps  est 
primitivement  en  repos  et  si  l’axe  instantané  de  rotation  après  la  per- 
cussion est  un  des  trois  axes  d’inertie  principaux  du  centre  de  gravité, 
il  conservera,  outre  le  mouvement  de  translation  de  son  centre  de 
gravité,  un  mouvement  de  rotation  uniforme  iiidéllni  autour  de  cet 
axe  d’inertie.  Réciproquement,  si  le  corps  tourne  constamment  autour 
de  la  même  droite,  on  doit  en  conclure  que  celle-ci  est  un  axe  prin- 
cipal relativement  au  centre  de  gravité.  Quand  la  direction  de  la  per- 
cussion passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  les  moments  de  u par 
rapport  aux  axes  sont  nuis  et  l’on  a 

y cos  r — Z cos  à = 0,  z cos  a — x cos  c = 0, 

X cos  h — y cos  0 = 0. 

Os  équations,  rapprochées  des  précédentes,  font  voir  que  les  vitesses 
angulaires  engendrées  p,  q,  r sont  nulles  et  que  dans  ce  (Mis  la  percus- 
sion ne  change  rien  à la  vitesse  de  rotation  primitive. 

178.  Mesure  d'une  percussion  contre  un  corps  libre.  — 11  nous 
reste  à trouver  la  mesure  u d’une  percussion  contre  un  corps  libre  ou 
avant  un  point  fixe,  comme  nous  l’avons  déjà  trouvée  (N""  154  et  155) 
lorsque  le  corps  est  traversé  par  un  axe  fixe.  Si  le  corps  choquant  est 
un  point  matériel  m animé  d’une  vitesse  e et  qui  reste  attaché  après 
la  percussion  au  corps  choqué  supposé  immobile,  sa  quantité  de  mou- 
vement mv  sera  la  valeur  de  u,  comme  on  l’a  vu  au  154,  pourvu 
que  dans  les  moments  d’inertie  on  considère  le  corps  choqué  comme 
composé  du  corps  primitif  et  du  corps  choquant  réunis. 

Quand  la  masse  m $c  sépare  du  corps  après  la  percussion,  la  valeur 
de  tt  n’est  plus  mv,  mais  on  l’obtient  en  remarquant  comme  au  N“  155, 
que  la  pression  des  deux  corps  persiste  jusqu’à  ce  qu’il  se  soit  cITcctué 

45 
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entre  eux  un  ëeliange  de  vitesse  tel  que  celle-ci  devienne  la  même 
dans  les  deux  corps,  c'est-à-dire,  tel  qu'au  inomcnl  où  finit  la  per- 
cussion, il  y ait  égalité  entre  les  vitesses  des  deux  corps  estimées 
dans  la  direction  de  la  percussion.  Or,  pour  le  corps  choque,  cette 
vitesse  est  la  résultante  de  la  vitesse  de  translation  commune  du  centre 
de  gravité  et  de  la  vitesse  provenant  de  la  rotation.  Représentons 
par  U,  U',  U''  les  trois  composantes  de  la  première  suivant  trois  axes 
rectangulaires  représentés  par  les  axes  d’inertie  principaux  du  centre 
de  gravité  du  corps.  Les  vitesses  suivant  ces  axes  provenant  de  la  rota- 
tion sont  <fz—r>j,  — ;),ï,  p_y  — ç,x,  (fin  du  N°  164)  q,, 

représentant  les  sommes  des  vitesses  angulaires  antérieures  à la  per- 
cussion que  nous  désignerons  par  p,  q,  r et  des  vitesses  angulaires 
gagnées  par  l’circt  de  la  percussion,  vitesses  qui  sont  données  par....  (4) 

« ( (/  cos  c — Z cos  /> ) M ( Z cos  O — X cos  c)  « (x  cos  6 — y cos  a ) 

_ _ , , __  ^ 


La  vitesse  dans  le  sens  de  la  percussion,  e'est-à-dirc , estimée 
suivant  une  droite  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  (a,  b,  c),  est  donc 

( U H-  qz  — rij  ) cos  O -t-  ( f'  -4-  rx  — pz)  cûs  b 
-4-  ( U"  P, y — qx)  cos  c , 

et  comme  U,  l”,  IJ"  sont  les  sommes  des  composantes  suivant  les  axes 
de  la  vitesse  du  eenlre  de  gravité,  antérieure  à la  percussion  et  de  la 

vitesse  engendrée  » en  désignant  les  premières  par  V cos  l,  V cos  ni, 

V cos  n,  on  a aussi (2) 


l!  = V cos  f -t-  —cos  a , U'  = V cos  m -v-  -Ir  cos  h , 

M M 


U"  = y eos  ” ^ 

et  l’expression  précédente  <le  la  vitesse  suivant  la  droite  (a,  b,  c) 
devient (iî) 

— j (qz  — r y)  eus  a (r,i  — p,z)  eos  b + (py  — qx)  cos  cl 
M ' ' 

-+-  V (cos  / eos  a eos  ni  eos  b -t-  cos  ti  eos  c). 
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Quant  au  corps  choquant  m,  comme  sa  vitesse  avant  la  percussion  est 
V faisant  avec  les  axes  des  angles  (a,  p,  •/)  et  que  pendant  la  percussion, 
une  force  u a agi  sur  sa  masse  m dans  une  direction  directement  op- 
posée à (a,  b,  c),  cette  force  aura  fait  naître  une  vitesse— dans  cette 

m 

direction , et  la  vitesse  totale  après  le  phénomène , sera  la  résultante 

U 

des  deux  vitesses  I-®*  composantes  suivant  les  axes  de  la  pre- 

mière sont  V cos  a,  f cos  p,  v cos  y;  les  composantes  de  la  seconde 

» U , U , . M « . 

sont  — cos  O,  — cos  b,  - cos  c,  ou  plutôt, cos  o , eos  t», 

«i  iH  ni  m m 

U 

cos  c,  parce  que  cette  force  m est  directement  opposée  à celle  qui 

in 

agit  sur  le  corps  choqué;  les  vitesses  totales  suivant  les  axes  sont  donc 

vcosa cos  a,  ccosS cos  6,  vcosy cos  c et  la  vitesse 

wi  m m 

dans  le  sens  de  la  percussion  est  par  conséquent 

(e  cos  a — — cos  a I cos  O -I-  I v l'Os  9 — — cos  6 i cos  & 

m y y ‘ m ) 

/ U \ 

■+■  I V cos  7 cos  c I cos  c 

\ « / 

ou  bien 


V (cos  a cos  a ■+■  cos  3 cos  b -i-  cos  y cos  c) 

'ni 

qu'il  faut,  d’après  ce  qu’on  a vu,  égaler  i la  vitesse  analogue  trouvée 
plus  haut  pour  le  corps  choqué.  Si  l’on  remplace  ensuite  p,  q,  r,  par 
leur  valeur  indiquée  plus  haut,  l’équation  finale  donnera  la  valeur 
de  H.  On  trouve,  toute  réduction  faite, 

^ t’(cosacosa-i-cos6cos9-t-cosccos7) — V (coso  cos  /-+-cosfc  cosm-i-cosccos«) 

I 1 (îcos/j  — ycosc)*  (xcosc  — leoso)* 

— — ^ -f-  — ' . ^ — — ■ 

M m A li 

— [qz  — nj)  cos  a — (rx  — pz)  cos  b — (py  — qx)  cos  c 
(v  cos  n — X cos  bl* 

C 


En  désignant  par  W'  la  vitesse  du  corps  choquant,  estimée  dans  la 
direction  de  la  percussion  et  représentée  pur  le  premier  terme  du 
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numérateur,  et  par  W la  vitesse  totale  primitive  du  corps  choque  au 
point  où  a lieu  la  pereussion , estimée  aussi  dans  le  sens  de  cette  per- 
eussion,  c'est-à-dire,  le  deuxième,  troisième,  quiitrièmc  et  cinquième 
terme  du  numérateur  réunis , il  vient  aussi 

W — W 

■I  i (zcosh — t/cosc)*  (arcosc — zcosa)*  (y  cos  a — xcosb)* 

■**  B C 


Quand  la  pci-cussion  a lieu  entre  deux  corps  de  forme  quelconque , 
en  désignant  encore  par  « sa  mesure,  on  trouve  pour  la  vitesse  du 
corps  choquant  dans  le  sens  de  la  percussion , une  expression  en  tout 
point  semblable  à (3) , en  marquant  d'un  accent  toutes  les  lettres  qui 
SC  rapportciitàcc  deuxième  corps  et  en  ebangeant  dans  (l)ctdans  (2)  les 
signes  de  eosa,  cos  6,  cosc,  attendu  que  la  percussion  qui  agit  ici  est 
opposée  à celle  qui  agit  sur  le  corps  choqué.  Cette  vitesse  est  ainsi 


— j {'/'/  — cos  a’  -t-  (r'x'  — //ï')  cos  //  -v-  (//y  — i/'x’)  cosc'  j 


V'  (ens  ('  cos  a'  -+-  cos  m'  eos  b'  -e-  cos  n'  cos  c"). 


Si  on  égale  ces  deux  vitesses,  en  remplaçant  q, , r,  par 

wcosc  — zcosb  , . , , y’ cosc' — z'cosb' 

P r . etc.  et  p, , 7,,  r,  par  p — tr , 

A A 

etc.,  puis,  qu'on  tire  la  valeur  de  u en  représentant  comme  plus  haut 

par  W et  W'  les  vitesses  suivant  la  percussion,  du  corps  choqué  et  du 

corps  choquant  au  point  de  contact,  on  trouve 


W — NV 


I \ {zcosb  — y cos  e)‘ 
M M'  X 


etc. 


z'  cos  b' — y'  cos  c')* 
A' 


etc. 


Ayant  déterminé  l'intensité  u de  la  percussion,  on  cnnnaît  les  vitesses 

^ ^communiquées  aux  centres  de  gravité  des  deux  corps  ainsi  que 

les  vitesses  de  rotation  (1)  engendrées,  et  en  composant  ces  vitesses 
avec  les  vitesses  aiiléricurcs,  on  trouvera  les  vitesses  de  translation 
et  de  rotation  après  la  percussion. 

17'J.  Mesure  d’une  percussion  contre  un  corps  qui  a un  point  fixe.  — 
La  même  marche  fait  connaitre  1a  valeur  de  u qui  entre  dans  les 
équations  du  N"  170  et  qui  sont  relatives  au  cas  où  le  corps  choqué  a 
un  point  fixe.  Il  suflit  de  remarquer,  en  reprenant  les  raisonnements 
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précédents,  que  comme  l’origine  des  coordonnées  est  fixe,  les  vitesses 
,1/ 

communes  de  tmnsintioii  V et— avant  et  apres  la  pei*eussion,  ne  doivent 

M 

pas  se  troflver  dans  le  premier  membre  de  l’équation  qui  exprime 
qu'il  y a égalité  de  vitesse  dans  le  sens  de  la  pci^cussion,  équation  qui 
se  réduit  alors  ù 


{q,z  — r^y)  cos  a 4-  (r  i — p^z)  cos  6 -t-  (p^y  — q^x)  cos  c 

lit  U 

— V (cos  a cos  cos  o cos  S -t-  cos  c cos  v) 

m 

et  en  remplaçant  p,,  q , r,  par  leur  valeur,  savoir 
K {y  cos  c — Z cos  b) 

p,=]>-' 7 > 7,  = clc.,  r,  = ctc. 


on  trouve 


W'  — W 


1 (:  cos  b — i/cosc)*  (x  cos  c — i cos  o)*  (y  cos  « — xcosb)* 

M”*"  Â B C 


Quand  le  corps  choquant,  au  lieu  d’élrc  un  point  matériel,  est  un 
corps  de  forme  quelconque,  on  trouve  par  les  mômes  raisonnements, 
la  valeur  suivante  pour  u, 


M : 


1 (z  cos  b — y cos  c)* 


W'  — W 


Appliquons  ces  formules  au  mouvement  de  la  terre  dans  l’espace;  on 
sait  que  le  centre  de  la  terre  a un  mouvement  de  translation  qui,  com- 
biné avec  l’attraction  du  soleil,  lui  fait  décrire  autour  de  cet  astre  une 
orbite  elliptique.  On  saitaussi  que  pendant  ce  mouvcmentde  translation, 
la  terre  tourne  constamment  autour  de  la  droite  qui  joint  scs  deux  pôles. 
Si  l’on  attribue  ce  double  mouvement  à une  percussion  que  la  terre 
supposée  liumogcnc  aurait  éprouvée  à une  certaine  époque,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  de  quelle  manière  cette  percussion  a dn  se  faire 
pour  qu’il  en  soit  résulté  dans  la  terre  le  double  mouvement  qu’on  lui 
connaît.  Soit  M la  masse  de  la  terre , V la  vitesse  de  translation  de  son 
centre  de  gravité  au  moment  de  la  percussion,  et  u l’intensité  incon- 
nue de  cette  percussion;  comme  le  centre  de  gravité  se  meut  de  la 
môme  manière  que  si  la  percussion  y était  appliquée,  cette  dernière 
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force  se  mesurera  par  le  produit  de  la  masse  M du  corps  choqué  et  de 
la  vitesse  que  la  force  u aura  communique  à M;  on  a donc 

U = MV. 


La  rotation  se  faisant  invariablement  autour  de  la  droite  des  pôles 
de  la  terre,  il  faut  en  conclure  que  cette  droite  est  axe  d’inertie  prin- 
cipal par  rapport  au  centre  de  gravité;  or,  d’après  le  théorème 
démontré  (N"  171),  l’axe  instantané  doit  être  conjugué  dans  l’ellipsoïde 
central,  au  plan  diamétral  passant  par  le  centre  de  gravité  et  par  la 
direction  de  la  percussion , et  comme  dans  un  ellipsoïde  un  diamètre 
principal  est  perpendiculaire  à son  plan  conjugué,  on  voit  que  la 
direction  de  la  percussion  doit  avoir  été  renfermée  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à l’axe  de  la  terre  et  passant  par  son  centre,  c’est-à-dire, 
que  la  percussion  doit  avoir  eu  lieu  dans  le  plan  de  l’équateur. 

11  reste  encore  à trouver  la  distance  à laquelle  1)^  direction  de  la 
percussion  a passé,  du  centre  de  la  terre;  désignons  cette  distance 
par  f,  par  r la  vitesse  connue  de  rotation  et  par  Ml:’  le  moment 
d’inertie  par  rapport  à l’axe  de  la  terre  pris  pour  axe  des  Z.  On 
a vu  (N“  170;  que  l’on  a,  U"  étant  le  moment  de  la  percussion  par 
rapport  à cet  axe, 

Cr  = V" 


qui  revient  à 


Cr  = /-«, 


d’où  l’on  tire,  en  remplaçant  u par  sa  valeur  MV  et  C par  Uk-, 


On  trouve  ainsi  que  f est  égal  à du  ra^on  de  la  terre  environ. 

180.  Axe  gponlané  de  rotation.  — On  a vu  que  le  mouvement  d’un 
corps  dans  l’esiiacc  |)cut  toujours  être  décomposé  en  un  mouvement 
de  translation  du  centre  de  gravité  et  en  un  mouvement  de  rotation 
autour  d’une  droite  passant  par  ce  centre  et  changeant  continuellement 
de  position.  On  peut  aussi  concevoir  le  mouvement  réel  comme  pro- 
duit par  un  mouvciuenl  de  rotation  du  corps  autour  d’un  certain 
point,  combiné  avec  un  mouvement  de  translation  de  ce  point; 
en  effet,  v étant  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  (a,  p,  y)  les  angles 
formés  par  la  direction  de  cette  vitesse  avec  les  trois  axes  d'inertie 
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principutix  de  ce  cciilrc  et  (p,  q,  r)  les  vitesses  yiiguliiircs  du  eorps  au- 
tour de  ces  axes  ; comme  la  vitesse  absolue  d'un  point  se  compose  de  la 
vitesse  commune  de  translation  et  de  la  vitesse  provenant  de  la  rota- 
tion autour  de  ce  centre  considéré  comme  lise,  les  composantes  de  la 
vitesse  absolue  d’un  point  qui  a pour  coordonnées  (x,  y,  :)  seront 

V cos  a -t-  (f/z  — ry),  e cos  p -4-  (rx  — pz)  et  c cos  y (py  — yx). 

Si  on  transporte  l’origine  en  un  point  ayant  pour  coordonnées  («,  6,  c), 
en  conservant  le  parallélisme  des  axes,  on  aura  pour  ces  mêmes  com- 
posantes, (x’j  y',  s')  étant  les  nouvelles  coordonnées  du  même  |mint, 

t’  cos  a + yc  — rh  ■+■  (yz'  — ry'),  etc.,  etc. 
à cause  des  relations 

x==x'-4-«,  y = y'-t-b,  x = i' -f- c. 

Or,  ces  dernières  vitesses  peuvent  être  considérées  comme  provenant 
d’une  rotation  autour  de  la  nouvelle  origine,  engendrant  suivant  les 
axes  des  vitesses  représentées  par  (yz' — ry’),  (rx'  — pz'),  (py'  — yx'), 
et  d’une  vitesse  de  translation  de  cette  nouvelle  origine,  cette  dernière 
vitesse  étant  telle  que  scs  composantes  soient  v cos  a -t-  (çc  — r6),  ete. 
On  voit  que  la  nouvelle  vitesse  de  rotation  aura  encore  (p,  y,  r)  pour 
composantes  autour  des  nouveaux  axes,  c’est-à-dire,  qu’elles  sont  les 
memes  qu’autour  des  axes  parallèles  passant  j)ar  le  centre  de  gravité. 
Il  résulte  de  ce  qu’on  vient  de  voir  qu’il  y a un  nombre  infini  de  doubles 
mouvements  qui  produisent  le  mouvement  effectif.  Parmi  eux  se  trouve 
un  système  remarquable;  c’est  celui  où  la  direction  de  la  vitesse  de 
translation  de  l’origine  se  confond  avec  la  direction  de  l’axe  de  rota- 
tion ; comme  cet  axe  fait  avec  les  (X,  Y,  Z)  des  angles  dont  les  cosinus 
p 

sont  — ^ etc. J 1j,  circonstance  qu’on  vient  d’indiquer 

y p*  -I-  q*  -4-  r* 

arrivera  lorsque  l’on  aura 

4'  cos  a -4-  oc  - rb  p 

— ■ ■ = ' . etc.,  etc., 

f/ (v  cos  a -h  y r — rb)’  -4-  ( )’  -4-  ( )’  ^ r*  -4-  q’  -4-  r’ 

qui  serviront  à déterminer  les  valeurs  de  a,  b,  c ou  la  position  de  la 
nouvelle  origine  relativement  aux  axes  principaux  du  centre  de  gravité. 
11  est  facile  de  s’assurer  que  deux  de  ces  équations  renferment  1a  troi- 
sième ; au  lieu  des  valeurs  de  a,  b,  c,  on  ne  trouve  donc  que  deux  re- 
lations entre  a,  b,  c,  que  l’on  rend  linéaires  en  les  divisant  deux  à 
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tienx,  niptnbre  à incniLrp,  cVsl-n-dire,  que  celte  |)ro|iri(5lc  existe  pour 
une  suite  de  |>oints  situés  sur  une  ligne  droite  dont  les  équations  sont 


— ra  = r I cos  ,6  — ' — 

= e ^eos  V.  ■ 


cos  a -+-  q cos  P -H  r cos  y) 


q*  r* 


rb  — qc 


P {p  cos  TL  + ij  eos  ji  r cos  y) 


P*  -t-  q*  -4-  r* 


et  qui  n’est  autre  que  la  droite  autour  de  laquelle  s’cITceluc  le  niouve- 
inenl  de  rotation.  Cette  droite  se  nomme  axe  spontané  de  rotation. 
Elle  est  parallèle  à l’axe  instantané  qui  passe  par  le  centre  de  gravité, 
puisque  l’un  et  l’autre  font  avec  les  axes  (X,  Y,  Z)  des  angles  qui  ont 

par 

pour  cosinus  — » — — - ^ — > — - et 

p/ p^  -4-  q*  -4-  r*  y P*  -4-  q*  -4-  r’  (/jw*  -4-  q*  -4-  r* 
la  distance  entre  ces  deux  axes  nu  la  distance  entre  l’axe  spontané  et 
le  centre  de  graviui,  est  représentée  par 


j/p*  .4-  q*  -4-  r*  — (p  cos  a + q cos  p -4-  r cos  y)*  l'  siu  S 
P*  -4-  q*  H-  r*  ir 

IC  étant  la  vitesse  de  rotation  ou  |/;>*  -4-  q*  -4-  r*  et  S l’angle  formé 
par  lu  direction  de  la  vitesse  ti  du  centre  de  gravité  avec  Taxe  instan- 
tané, angle  qui  est  visiblement  donné  par 

, n cos  ot  -4-  </  cos  S -4-  r cos  y 
cos  J = — — — 1 

(/ P*  -4-  q*  -4-  c* 


puisque  cos  «,  — — ‘ — •••■  sont  les  cosinus  des  angles  for- 

|/p*  -4-  q’  -4-  r- 

més  par  ces  deux  droites  avec  les  axes  coordonnés. 

Quand  on  aura  remplacé  dans  les  deux  équations  de  l’axe  spontané, 
V,  a,  p,  y,  p,  q,  r par  leur  valeur  en  fonction  du  tcmjts,  celles-ci  ne 
seront  plus  que  des  relations  entre  a,  b,  cet  I,  et  elles  seront  à chaque 
instant  les  équations  de  l’axe  spontané  rapporté  aux  axes  principaux 
du  centre  de  gravité.  Comme  on  peut  déterminer  à cliaqiie  instant  la 
position  du  centre  de  gravité  et  la  direction  de  ces  axes  mobiles  rela- 
tivement à trois  axes  fixes  { 4 du  N"  164),  on  connaitra  la  position  de 
l’axe  spontané  par  rapport  à ces  derniers  axes. 

Ce  qu’on  vient  de  voir  est  vrai,  soit  que  le  mouvement  du  corps 
résulte  de  l’action  de  certaines  forces  motriees,  soit  qu’il  résulte  d’une 
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percussion.  Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de  p,  q,  r seront  données 
au  N°  1G5;  dans  le  second,  elles  le  seront  au  N°  170. 

Comme  les  composantes  de  la  vitesse  de  l’origine  sont 

V cos  a qc  — rb,  etc.,  etc., 

la  vitesse  avec  laquelle  le  corps  glisse  le  long  de  l’axe  spontané  est  vi- 
siblement représentée  par 


cos  a-i-  qc  — rb)*  ■+■  (v  cos  ^ ra  — pc)*  -+-  ( v cos  7 -v-  — qa)* 

qui,  nu  moyen  des  équations  précédentes,  se  réduit  à 

» cos  * -4-  q cos  B -V-  r cos  7 
t!  ' ‘ — L=  V cos  i. 

{/ P*  q*  -i-  r* 

181.  Axe  spontané  à lui  suite  d'une  percussion.  — Si  la  vitesse  de 
translation  v du  centre  de  gravité  et  les  vitesses  de  rotation  te,  p,  q,  r 
autour  de  l’axe  instantané  et  autour  des  axes  d’inertie  principaux  du 
centre  de  gravité,  étaient  ducs  à une  percussion  u,  il  faudrait  donner 
à ces  quantités  les  valeurs  suivantes  : 

Müycosc — îcos6)  u(:cosa — xcosc)  ulxeosb  — «cosnl 

^ = Â ’ B ’ ’■  = ^ 


(2  cos  a — icosc)*  (xcos6 — ycoso)* 

B*  ' 


et  on  aura  les  équations  de  l’axe  spontané  apres  la  percussion , rap- 
porté aux  axes  d'inertie  principaux  du  centre  de  gravité,  en  substituant 
ces  valeurs  dans  les  équations  du  numéro  précédent  et  remarquant  que 
les  angles  a,  7 se  confondent  avec  a,  b,  c,  parce  que  l’on  sait 
(N°  177)  que  la  direction  que  prend  le  centre  de  gravité  représente  la 
direction  de  la  percussion. 

Ce  qui  distingue  l’axe  spontané , c’est  qu'il  reste  immobile  pendant 
l’instant  qui  suit  la  percussion  et  que  par  conséquent  pendant  cet 
instant  celle-ci  est  sans  action  sur  lui.  Il  résulte  de  celte  remarque  que 
l'axe  spontané  représente  la  droite  qui  n’éprouve  pas  de  choc  et  qui 
reste  par  conséquent  immobile  pendant  que  le  corps  éprouve  une 
percussion  appliquée  au  point  (x,  y,  r)  et  dirigée  suivant  les  angles 
(a,  b,  c). 

Les  équations  de  cet  axe  donnent  visiblement  la  solution  du  problème 
inverse  de  celui  du  centre  de  percussion , c’est-à-dire , qu’elles  font 
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cniinaitrc  Taxe  sans  jicrcussion , connaissant  la  direction  de  la  percus- 
sion exercée  sur  le  corps. 

Appliquons  les  formules  précédentes  à la  sphère  sup|Miscc  homogène. 
Par  la  direction  AB  (fig.  1 16)  de  In  percussion  et  le  centre  de  gravité  G, 
faisons  passer  un  plan  et  prenons  pour  axes  principaux  du  centre  de 
gravité  une  parallèle  GX,  une  perpendiculaire  GY  à AB  et  une  per- 
pendiculaire GZ  au  plan  .\Y.  Il  est  évident  qu’en  considérant  le  point  B 
comme  étant  le  point  d’application  de  la  percussion,  il  faudra  faire 


X = 0,  y = BG=/,  î = 0,  a=a=0,  ^ = 6 = -,  •/  = 


= c=-. 


Comme  dans  la  sphère  homogène  les  trois  moments  d'inertie  sont 
égaux,  on  a aussi 

A = B = C, 


et  il  vient 


ul 

P = 0,  7 = 0,  r = — ~i 


d’où  l’on  conclut  que  l’axe  instantané  et  par  conséquent  Taxe  spontané 
est  parallèle  à l’axe  des  Z.  Les  deux  équations  de  l’axe  spontané  devien- 
nent 


n = 0 et 


A 


qui  apprennent  que  cet  axe  passe  par  un  point  C situé  dans  l’axe 

A 

des  Y,  à une  distance  GC  = ^ du  centre.  Le  point  B est  visiblement 

le  centre  de  percussion  relatif  à un  axe  de  siis]tension  passant  par  C 
et  iierpendiculairc  au  plan  des  XY'.  La  vitesse  de  glissement  le  long 
de  l’axe  est  nulle. 

ISrJ.  Théorèwcx  sur  la  force  vive  d’un  corps  solide  en  mouvement.  — 
On  a vu  (X“  180)  qu’en  désignant  par  v la  vitesse  du  centre  de  gravité 
d’un  corps,  par  a,  p,  y les  angles  formés  par  la  direction  de  cette 
vitesse  avec  trois  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  de  gravité 
et  fixes  dans  le  corps,  par  p,  q,  r les  vitesses  angulaires  du  corps 
autour  de  ces  axes,  et  par  x,  y,  z les  coordonnées  d’nn  point  du  corps, 
les  composantes  de  la  vitesse  totale  de  ce  point  peuvent  être  repré- 
sentées par 

i’  cos  a -V-  (qz  — ry),  t)  cos  j3  -f-  (r j — pz) , « cos  •/-+-(  — qx)  ; 
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la  force  vive  du  corps  est  donc  représcntcc  par 
yKvcosa  -t-  qz  — ryY  {v  cosp  ■+■  rx  — pzY  eosy  -t-py  — qjY\dm, 
c’csl-à-<iirc,  par 

fv*dm  -f-  f\{qz  — »y)‘  + (rx  — pz)*  (py  — yxj*  j dm 
— 2i’  cos  «r  f ydm  + 2c  ens  a q f zdm etc. 

Or  les  sommes  f xdm,  f ydm  , / zdin  sont  nullcs  et  y v^dm  est  égal 
à V*  J'dm  ou  Mc*;  le  moiiiciil  d’inertie  du  corps  se  réduit  donc  à 

•''J»*  — ''jY  — v'Y  {py  — y^Y i 

Mc’  est  la  force  vive  du  corps  concentré  dans  son  centre  de  gravité  cl 
comme  ry  — qz,  pz  — rx,  qx  — py  sont  les  vitesses  du  point  (x,  y,  z) 
parallèles  aux  trois  axes  coordonnés,  pntvcnaiil  de  la  rotation  du  (airps 
autour  de  l’axe  instantané,  il  est  visible  que  y’j  {qz  --  ryY  -t-(rx — pzY 
ipy  — l-’-Y  i force  vive  du  corps  due  à ce  nioiiveinent 

de  rotation.  De  là  résulte  ce  théorème  : la  force  vice  d'un  corps 
solide  en  mouvement  se  compose  de  la  force  vive  du  centre  de  yravité 
et  de  la  force  vice  du  corps  tournant  autour  du  centre  de  gravité. 

En  dévelo|q)ant  les  carrés  des  binômes  et  en  prenant  pour  axes 
coordonnés  les  trois  axes  principaux  d’inertie  du  centre  de  gravité,  il 
est  facile  de  reeonuaitre  ([uc  cette  dernière  force  vive  se  réduit  à 

A/)’  -E-  Bq*  -H  Cr*. 

Si  on  décomjiosc  le  mouvement  d’un  corps  en  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  Taxe  spontané  et  un  glissement  le  long  de  cet  axe, 
il  est  facile  de  voir  que  sa  force  vive  est  aussi  représentée  par  la  force 
vive  due  à cette  rotation,  plus  la  force  vixe  due  au  glissement;  en  clfet, 
on  a vu  au  meme  numéro,  <iue  la  vitesse  d’un  point  (x',  y',  z')  peut 
se  décomposer  dans  les  trois  suivantes  : 

c cos  a -t-  qc  — rh  {qz'  — ry') , 
c cos  P -r-  ra  — pc  ■+■  (rx'  — 

V cos  y -t-  pl)  — qa  -V-  {py  — qx'), 
et  par  conséquent  la  force  vive  peut  être  représentée  par 
y j (u  cos  a + qc  — rfc)*  (e  cos  p -t-ra—  pc)*  -t-  {v  cos  y -t-  ph  — qn)’  | dm 

f\  (7*’  — '’7T  (»■•<:'  — p~  Y -+-  {]>y'  — y^'Y  i 
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2y  j («  cos  « -4-  — rb)  {qz’  — ry')  -t-  (f  cos  p ra  — pc)  (rx'  — pz!) 

+ [v  cos  y pb  — qa)  {py'  — qx")  j dm. 

La  première  ligne  représente  visiblement  la  force  vive  provenant  du 
glissement  le  long  de  Taxe  spontané;  la  deuxième  représente  la  force 
vive  due  à la  rotation  autour  de  cet  axe , puisque  qz'  — ry',  rx'  — pz', 
py'  — qx'  sont  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  (x',  y',  z')  prove- 
nant de  cette  rotation , et  la  troisième  ligne  est  nulle,  ce  dont  on  peut 
s’assurer  en  remplaçant  qc  — rb,  ra  — pc  et  pb  — qa  par  leur  valeur 
donnée  par  les  équations  de  Taxe  spontané. 

Enfin,  si  le  corps  a un  point  fixe,  sa  force  vive  est  re|)réscnlée  par 

f\  (9*  — '■y)’  + (’-c — l/>y  — i » 

et  en  développant  les  carrés  des  binèmes  et  prenant  pour  axes  coor- 
donnés les  trois  axes  principaux  d’inertie,  cette  expression  se  réduit  à 

ApS  -4-  Br/‘  -4-  CrK 
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Exemple  du  mouvciiiciil  d’un  système  donné  de  forme  variable.  — Théorie  des 
cordes  vibrantes.  Durée  d’une  vibration  transversale.  — Nœuds  de  vibration. 
Vibrations  longitudinales. 


183.  Théorie  des  cordes  vibrantes.  Durée  d’une  vibration  trans- 
versale. — Nous  prendrons  pour  exemple  du  mouvcmcnl  d’un  corps 
de  forme  variable,  la  théorie  des  vibrations  d’une  corde  flexible  et 
tendue  entre  deux  points  fixes , que  l’on  écarte  très  peu  de  la  direction 
rectiligne  et  qu’on  abandonne  ensuite  à cllc-mcmc,  en  imprimant  à 
quelques-uns  de  ses  points  des  vitesses  initiales.  Désignons  par  u la 
masse  de  l’unité  de  longueur  de  lu  corde  au  point  (xijz).  La  réaction 

due  a 1 inertie  de  cette  unité  de  longueur  est  — — ^ It*’ 
d*z 

— ^ 7t*’  forces  extérieures  et  les  forces  d’inertie  qui  agissent 
l’élément  ds  sont  donc  — n^^\ds,  f y — fs—'^'\ds, 

\ dt*J  \ ^ dt^  J 

ds  et  si  l’on  suppose  In  corde  sans  élasticité,  comme  il  y a 


alors  équilibre  entre  les  forces  précédentes  (N”  141),  on  aura,  en  snbsti- 
ct^x 

tuant  X — » -r;  > etc.  à .\,  etc.  dans  les  trois  équations  d’équilibre 


dt* 

d’un  fil  soumis  aux  actions  des  fon;cs  X — ’ cb-  (N"  f>9) 


d*x 

dt* 


T cos  « -1-  ^X  — ft  ds  -H  t 


. dx 
ils 


O, 


Digitized  by  Google 


ClIANTHt:  \IX. 


Tcosc-h 

(lui  voiil  nous  faire  cunuailrc  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
(le  In  corde. 

Si  on  la  suppose  (icarU'c  très  peu  de  la  position  recliligne  et  soustraite 
h l’action  de  toute  force  motrice,  X,  Y,  Z seront  nuis,  a,  b,  c seront 
constants,  la  tension  t sera  sensiblement  la  mtbnc  (pie  dans  l'état 
d’éciuilibre,  par  conséquent  égale  à une  constante  a et  ces  trois  équa- 
tions étant  dérivées  par  rapport  à l’arc  s,  deviennent  en  remarquant 
que  les  trois  intégrales  sont  prises  par  rapport  à cette  variable, 

d*x  d*x  d^y  d*y  d*z  d*z 

^dïi^^d?’ 


Ces  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  donnent 
les  valeurs  de  x,  de  y et  de  x en  fonction  de  l’arc  s et  du  temps  t.  En 
prenant  pour  axe  des  Z la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes  (fig.  H 7) 
et  pour  origine  l’un  des  deux  points , les  variables  s et  z se  confondent 
sensiblement  ainsi  que  ds  et  dz-,  les  deux  premières  équations  de- 

u 

viennent  alors , en  représentant  - par  a*, 

H- 


rf'x 

5f* 


® 

rf(* 


dy 


(0 


Quant  k la  troisième,  qui  représente  les  lois  du  mouvement  d’un 
point  de  la  corde  dans  le  sens  de  l’axe  des  Z ou  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  elle  est  étrangère  à la  question  qui  nous  occupe. 

Pour  intégrer  l’une  des  équations  (I),  nous  supposerons  la  corde 
unifurinémcnl  épaisse,  ce  qui  rend  p et  o‘  constants.  La  première  est 
satisfaite  en  posant  (Traité  d’analyse,  N"  265) 

X = Ae"*' 

A,  m,  H étant  des  constantes  quelconques,  pourvu  que  met  n vériiienl 
l’équation 

n*  = a^m*. 
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n = am  ou  n — — am  ; 

d’où  l’on  conclut  que  l’intcgralc  generale  est 

X = Ac"‘+  -A-  -t-  + -h  + clc., 

-A-  De~"-  + “"'  -A-  -a-  4-  etc. 

A,  B,  C,  D....  m,  étant  des  constantes  arliitmircs,  c’est-n-dirc, 

des  quantités  indépendantes  de  r cl  de  I , dont  la  valeur  dépend  de  la 
forme  et  des  vitcs.scs  initiales  données  aux  düTércnls  points  de  la 
eortic.  Celte  intégrale  peut  être  écrite  de  celle  manière 

x = c"=(Ae“"'  -A-  Be-”"')  -a-  e“"'  (Ce"-"'  -a-  De"”')  -a-  ele....(2) 

et  comme  m,  m',  etc.  sont  arbitniircs,  si  on  les  remplace  |)ar  m — I, 

tn'  |/  — 1,  etc.  cl  qu’on  substitue  ensuite  aux  quantités  exponentielles 
leur  valeur  Irigonomélriquc , il  viendra , en  réunissant  les  termes 
semblables , 

X = P cos  ami . cos  mr  4-  Q sin  ami . sin  ?iiz  -a-  R cos  ami . sin  mz 
-A-  S sin  ami . cos  tnz  -a-  etc. 

P,  Q,  R,  S,  m,  etc.  étant  des  constantes  dont  les  valeurs  dépendent  du 
dérangement  initial  de  la  corde.  Comme  les  deux  extrémités  sont  des 
point.s  fixes , si  on  désigne  par  l la  longueur  de  la  corde,  il  est  visible 
que  pour  i = 0 et  i = f,  il  faut  que  x soit  nul  indépendamment  de 
toute  valeur  de  t;  or  pour  z nul,  x devient 

P cos  ami  -A-  S sin  ami  -a-  P'  cos  am't  -a-  S' sin  am'l  -a-  clc.  = 0, 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  pour  toute  valeur  du  temps  l cl 
pour  toute  valeur  constante  de  m,  m'....,  qu’en  faisant  évanouir  les 
coellicicnts  P,  S,  P'  etc.  Quand  z est  égal  à /,  on  a aussi  [lour  x,  en 
tenant  compte  des  valeurs  de  P,  P',  S,  etc. 

sinm/(Qsinoiii(-A-Rcosamt)-A-sinm7(Q'siiiom'(4-R'cosa»i’t)-f-clc.  =0, 

équation  qui  n’csl  satisfaite  quel  que  soit  I,  que  si  sin  ml,  sin  m'I,  etc. 
sont  égaux  à zéro,  c’est-à-dire,  si  ml,  m'I  sont  des  nombres  entiers  de 
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«Icnii-circonfcrcnces , c’cst-à-dirc , si  m,  m',  m",  etc.  sont  égaux  à 
-JJ  -J- de.  L’intégrale  générale  a donc  la  forme 


. t:Z  f . a-rt  aj:t\ 

X = sin  y I V sin  1-  « cos  -j-j 

■ n'  I 

in  — ^ - I y sm  — 2 1-  H cos — j — I -t-  etc. 


Pour  déterminer  les  coelRcicnts  Q,  K,  Q',  R'....  d’après  l’étal  initial 
de  la  corde,  observons  que  cet  état,  qui  correspond  à f = 0,  est  donné 
par  l’équation 

X = Il  sin -+-  R'  sin  —J-  -i-  R"  sin  — ^ — i-  etc.  ; 


si  donc  on  représente  par  x = fZ  la  projection  connue  de  la  courbe 
dans  le  plan  XZ  au  mouient  de  l’ébranlement,  ces  deux  dernières 

. ’VS 

équations  devront  s’aeeorder  identiquement;  or,  en  remplaçant 

par  z'  et  en  développant  yr'  suivant  les  sinus  des  arcs  multiples  de  z' 
(Traité  d’analyse,  N"  177),  l’équation  x = fc'  est  remidacée  par 

X = a -(-  /)  sin  i'  -I-  c sin  SJz'  -i-  d sin  3z'  -v-  etc. 


dans  laquelle  a,  h,  c,  d ...  sont  connus;  il  faudra  donc  égaler  ces 
coellicicnts  à 0,  R,  R',  R''....  qui  seront  ainsi  déterminés.  D’un  autre 
côté,  si  on  dérive  par  rapport  à t la  valeur  générale  de  x et  qu’on 
fasse  ensuite  t = 0 pour  se  placer  à l'instant  initial,  on  trouve 


dx 

Tl 


Q sin 


J7Z 

T 


-I-  etc. 


qui  indique  la  vitesse  initiale  du  point  de  la  corde  correspondant  à z; 
or  ce  mode  d'ébranlement  doit  cire  connu.  En  le  représentant  par 
o=  j<z  et  en  développant,  comme  plus  haut,  cette  fonction  suivant 
les  sinus  des  arcs  multiples  de  z',  on  calculera  de  la  même  manière 
les  cocITicicnts  Q , Q",  Q” 

On  peut,  sans  fixer  les  valeurs  des  constantes  Q,  R,  Q',  R',  Q",  R’’.... 
reconnaître  plusieurs  propriétés  importantes.  Remarquons  d’abord 
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que  l’équation  générale  (2)  donnant  la  forme  de  la  courbe  à l’époque  (, 

‘il 

on  aura  l’équation  de  la  courbe  à l’époque  (h en  y remplaçant  ( 

par  cette  valeur;  mais  on  reconnaît  qu’en  donnant  à ( un  accroisse- 

2/ 

ment  égal  à un  multiple  quelconque  de  — > la  valeur  de  x reste  iden- 
tiquement la  meme;  d’où  l’on  conclut  qu’après  chaque  intervalle  de 
il 

temps  égal  à — » la  corde  reprend  la  même  forme  et  que  par  consé- 
n 


quent  la  durée  d’une  vibration  est  représentée  par —ou  par  il  \/£’ 

c’est-à-dire,  que  la  durée  d'une  vibration  est  proportionnelle  à la  lon- 
gueur l de  la  corde  et  à la  racine  carrée  de  la  masse  j»  de  l'unité  de 
longueur.  Cette  durée  est  inversement  proportionnelle  d la  racine 
carrée  de  la  tension  u de  la  corde. 

I 

Remarquons  aussi  que,  si  on  remplace  t par  t -i-  - ou  par  t augmenté 

l 

d’un  multiple  impair  quelconque  > I équation  de  la  corde  devient 

. ’f»  / V • r.  OKt\ 

x = — sin  1 Q sm  -j-  R cos  j 

. /«,  . ^art  iant\  Znz 

-+-  sin  1 Q sin  — j — i-  R cos  — l — sm  — p (etc. 


-+-  sin  — 


dans  laquelle  les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  mais 
si  on  change  s en  l — ce  qui  revient  à transporter  l’origine  A à 
l’autre  cxlrcmité  B de  la  corde  AB  (fig.  1 17),  tous  les  termes  changent 
de  signe  et  par  conséquent  x ou  ab  et  a'b'  prennent  la  même  valeur 
pour  2 cl  pour  l — 2 ou  pour  Au  = Ba',  si  ce  n’csl  qu’elles  sont  de  signe 
contraire;  d’où  l’on  conclut  que  la  corde  A&B  prend  de  l’autre  côté 

, , , l ôl  lil 

de  l’axe  et  apres  des  intervalles  de  tciniis  égaux  a - > — > — 

‘ a a a 

une  forme  üb'A  inverseiuenl  symétrique  à celle  qu’elle  avait  du  premier 
côté. 

184.  .Ya-uds  de  vibration.  — Si  les  circonstances  initiales  de 
rébranlcinenl  sont  telles  qu’un  certain  nombre  de  constantes  Q, 
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soicnl  milles,  c(  que  la  valeur  de  x sc  réduise  à 


: = sin  ^Q'"  si 


IIU!zt 

SI  11  — ^ 1- 


R'- 


’ eus  - 


Hoirf\ 

T )' 


-1-  etc. 


n clanl  iiii  cerlain  nuinbrc  entier,  il  est  visible  que,  pour  les  points  r 
de  la  eorde  pour  lesquels  ^ est  un  nombre  entier,  tous  les  sinus 
mrc  . 

sin  — » sin — ^ — etc.,  seront  nuis  et  par  conséquent  x sera  nul 

quelle  que  soit  la  valeur  de  t;  d’où  il  suit  que  si  on  divise  la  eorde  en  un 
nombre  n de  parties  égales,  cbaqiie  point  de  division  restera  immobile 
eomnie  s'il  était  fixe  et  je  dis  que  chaque  division  de  la  corde  vibrera  de 
la  même  manière  que  si  la  division  était  isolée  et  que  ses  deux  extrémités 

fussent  fixes  ; en  eflét  - étant  la  longueur  d'une  division,  si  on  désigne 
n 

celle-ci  par  la  forinulc  précédente  deviendra 


x=sin  y/ 


ottI 

Q(«+4)  siij  _ -4  W' 


■^->eosî^') 


sin^^Q  *"  + "sin^^  -r-  U'*"  + " cos-^^*^  -t-  etc. 


11  est  visible  que  si  z est  plus  petit  que  cette  équation  fera  connaître 
les  vibrations  de  la  première  division  et  en  remplaçant  z par  '21'  -i-  r, 
il'  a zete.,  l’équation  restera  visiblement  la  même  et  cependant  don- 
nera les  vibrations  de  la  .v",  îi',  etc.  division,  qui,  par  conséquent 
oscilleront  de  la  même  manière  que  la  première.  Pour  ce  qui  est  de 
la  2',  i°,  etc.  division  , si  on  remplace  z par  '21'  — z,  il'  — z,  etc. , 
l’équation  restera  aussi  la  même,  sauf  les  signes  qui  seront  tous  chan- 
gés; ce  qui  prouve  que  les  ondulations  de  la  '2°,  i',  etc.  division  sont 
identiquement  les  mêmes  que  celles  de  la  I",  3',  S",  etc.,  division, 
mais  qu’elles  sont  inverses.  Les  points  immobiles  dont  nous  venons  de 
reconnaître  l’existence,  sc  nomment  nœuds  de  vibrution. 

La  seconde  équation  aux  dérivées  partielles  conduit  à une  intégrale 
de  même  forme,  qui  fait  connaître  les  lois  des  vibrations  de  la  corde 
dans  le  sens  de  l’axe  des  Y. 

Outre  les  vibrations  transversales  dont  nous  venons  de  nous  occu- 
per, la  corde  prend  encore  un  mouvement  vibratoire  dans  le  scn< 
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Inngitiulinul , c’esl-à-dire , que  cluiqiic  point  de  la  corde  se  rap- 
proche et  s’éloigne  alternaliveincnl  des  deux  extrcinilés  fixes.  La 
Iruisicine  des  équations  précédentes  (1),  convenahleinenl  préparée, 
fait  connaitrc  toutes  les  circonstances  de  ce  inouveincnl,  qui  dé|jcnd 
d’une  équation  aux  dérixées  partielles  du  second  ordre  de  niéine  rorinc 
que  ci-dessus,  et  on  trouve  que  la  durée  d’une  seinhlable  vibra- 
tion est  encore  proportionnelle  il  la  longueur  totale  de  la  corde,  et  à 
la  racine  carrée  <lc  la  masse  comprise  dans  l’unité  de  longueur  de  la 
corde  supposée  unirorme.  Elle  est  aussi  inversement  proportionnelle  ' 
à l’extensibilité  de  la  corde,  c’esl-à-ilire,  à lu  force  nécessaire  pour 
l'allonger  dans  un  certain  rapport  constant. 
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PnipriétOs  gciirialfs  du  muuvt'iiipiil  d’iiii  syi>tèiiic  de  corps.  — Moiivcmciil  d'uii 
sjslémc  de  corps,  déroinposé  ou  un  monvrineiil  du  centre  de  gravité  et  un  inou- 
venient  du  système  autour  de  ce  point.  — Conservation  du  nioiiveincnt  du 
centre  île  grav  ité.  Ca.s  d’une  |iiTcussiuii  contre  un  corps  extérieur.  — Conserva- 
tion des  aires.  Plan  du  maximum  des  aires.  — Conservation  des  aires  dans  les 
monveiuents  i-clatifs.  Plan  invurialilc.  — l’rincipc  de  la  conservation  ilu  mou- 
vement de  rotation.  — Principe  des  forces  vives.  — Cuiiséi|ucnces  de  l'équation 
des  forces  vives.  — Equation  des  forces  vives  dans  les  inouveinents  relatifs.  — 
Principe  des  forces  vives  dans  le  cas  d'une  percussion.  Théorème  de  Carnot  — 
3laxinium  et  ininimiim  des  forces  vives.  — Itlaximum  et  minimum  des  forcc.s 
vives  dans  une  machine  à poids,  à liens  inextensibles.  — Principe  des  force.s 
vives  dans  les  mouvements  relatifs.  — Principe  de  la  moindre  action.  — Appli- 
cation à la  théorie  du  •■hoc.  — .tpplication  du  principe  des  fortes  vives  au 
calcul  de  l'elfct  des  machines. 

185.  Propriétés  fjénérales  du  mouvement  d’un  système  de  eorps.  — 
On  sait  (S"  141)  inie  dans  tuiil  sjslèrne  de  eorps  mis  en  niuuvemeiil 
[lar  des  Corees,  il  y a à eliaquo  instant  éqiiililire  entre  les  forces  exté- 
rieures, les  l'orees  intérieures  et  les  foree.s  d’inertie;  de  plus  il  est 
évident  qu’il  doit  exister  entre  ecs  forces,  quoiqu’applitpiées  à un 
système  de  fortne  variable,  les  six  é([uatious  d'étjuilibre  que  nous 
avons  trouvées  jiour  un  système  de  forme  invariable  (N"  04),  parce 
que  les  forces  se  faisiinl  équilibre  dans  tin  système  de  forme  variable, 
se  feraient  à plus  forte  raison  équilibre  si  le  système  devenait  rigide. 
Il  suit  de  là  que  si  ou  désigne  par  m,  m'....  les  masses  des  points 
matériels,  par  (x,  y,  î),  (x',  y',  z')....  leurs  coordonnées  rapportées  à 
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(les  axes  fixes  cl  par  (X,  Y,  Z),  (X',  Y',  Z')....  les  composantes  suivant 
les  axes,  (les  forces  motrices  qui  agissent  sur  ces  points,  ou  doit  avoir 


tPx 

Xm_=.X, 


d^y  .. 

'-■•‘né-'-'’ 


d*z 


les  signes  £ indiquant  des  sommes  de  quantili^s  de  même  nature, 
étendues  nu  système  entier.  Les  forces  intérieures  ou  les  tensions  des 
liens  intérieurs  disparaissent  totalement  de  ces  six  équations,  car  étant 
égales  deux  à deux  et  de  signe  contraire,  elles  se  détruisent  dans  les 
trois  premières,  et  comme  elles  sont  directement  iqiposées,  elles  ont 
deux  i\  deux  le  meme  moment,  mais  de  signe  contraire,  par  rapport 
aux  trois  axes,  ce  qui  les  fait  disparaitre  des  trois  dernières. 

Ces  six  équations  font  connaitre  certaines  lois  qui  régissent  le  inou- 
verneut  d’un  système  de  points  matériels  et  qui  étant  indépendantes 
de  leur  mode  de  liaison  et  des  actions  mutuelles,  doivent  être  consi- 
dérées comme  des  propriétés  générales  du  mouvement  d’un  système  de 
corps. 

180.  Mouvement  d'un  système  de  corps  décomposé  en  un  mouvement 
du  centre  de  gravité  et  un  mouvement  du  système  autour  de  ce  point. 
— Soient  (o,  h,  e)  les  coordonnées  du  cciilre  de  gravité  du  système; 
transportons  y l’origine  des  coordonnées  en  faisant 


X = O -t-  x',  y = !>-*-  y',  Z = f -+-  2'. 
Les  trois  premières  équations  deviennent 


d*«  d'x’  „ 


Coininc  les  nouveaux  plans  coordonnés  passent  par  le  centre  de  gra- 
vité, on  a aussi 

ïmx'  = 0,  ïm/  = 0,  Smr'  ==  O, 


cl  par  conséquent 


d‘x' 

'IF 


0,  etc. 
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ce  <|iii  rcddii  les  trois  équations  aux  suivantes  : 


(/•a  (l*h  d*c 

Sm-rv=-V  — ï'i  ï»«T-7=i:Z, 

dt*  ’ dl*  ’ rft*  ’ 


ou  bien  en  représentant  par  M la  masse  totale  ou  '^m  et  en  remar- 

d*a  . „ J 1 

quant  que  — > etc. , ne  se  rapportant  pas  a 1 un  des  corps  du 


système,  mais  au  centre  de  gravité  du  système  entier,  est  un  facteur 
eominun, 


M — = ï.\,  .M  — = sy  , M = ïZ. 
dt*  dl*  dl* 


Ces  trois  équations  sont  idcnti(|ucs  avec  celles  du  mouvement  d’un 
point  matériel  M placé  nu  point  qui  a pour  coordonnées  (a,  h,  c)  et 
soumis  à l'action  des  forces  ïX,  ïY,  ïZ;  d’où  résulte  ce  tliéorème 
analogue  à celui  que  nous  avons  démontré  au  N"  I7C  pour  un  corps  de 
forme  invariable  : Le  ceiilre  de  gravilé  d'un  eyslème  de  corps  en 
moiircmenl  se  meul  de  la  même  manière  gue  si  toute  la  musse  y êtail 
concentrée  el  gtte  toutes  les  forces  motrices  y fussent  transportées 
parallèlement  d elles-mêmes. 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  les  trois  dernières  des  six 
équations  du  mouvement,  elles  se  réduisent  aux  trois  suivantes,  après 
qu’on  aura  fait  usage  des  trois  équations  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  comme  au  .N"  I7C  , 


Ces  équations  ne  renferment  plus  aucune  trace  des  coordonnées 
(u,  h,  c)  du  centre  de  gravité  et  ne  contiennent  que  les  coordonnées 
(x',  y',  z’)  des  différents  points  relativement  à ce  centre.  D’où  il  suit 
que  le  mourement  du  système  relatiremenl  au  centre  de  gravite  est 
indépendant  du  mouvement  de  ce  point,  gue  l'on  peut  même  supposer 
im  mobile. 

187.  Conscrvalion  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Cas  d'une 
percussion  contre  un  corps  eitérieur.  — Si  le  système  ne  renfermait 
aucune  force  motrice  extérieure,  ou  si  ces  forées  se  faisaient  équilibre, 
on  aurait,  quel  que  fût  le  mode  de  liaisons  et  d’actions  mutuelles. 


. d*a 


. d*lt 


,d*c 
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tl’uù  l'on  liri' 


cl 


da 

7i 


= f *=c'' 

’ dt  ' dt  ’ 


« = Cl  + I),  I)  = Cl  -t-  I)',  f = C"t  -f-  ü 


C,  C,  C",  I),  I)',  D"  ctant  des  eoiislanlcs  arhilraircs.  Comme 

da  db  de  , . i i ■ ... 

— 1 ~ï^  ë/7  ***"*'  composanlcs  de  la  vitesse  du  point  qin 

a (a,  h,  c)  pour  coordonnées,  les  trois  premières  équations  appren- 
nent que  le  rentre  de  gravité  prend  alors  une  vitesse  uniforme  et 
les  trois  dernières  font  voir  (|iic  ce  point  se  meut  suivant  une 
ligne  droite,  puisqu'en  éliminant  le  temps  I entre  deux  d’entre  elles, 
on  trouve 


b - D'  = ^ (n  — D), 


pour  les  équations  de  la  trajectoire. 

Ces  propriétés  constituent  le  principe  de  la  conxervalion  du  inou- 
remeiil  du  centre  de  f/ravité.  Coiiync  les  trois  équations  du  mouve- 
ment ne  renferment  aucune  trace  des  actions  mutuelles  des  corps  du 
système,  on  voit  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  ne  sera  pas 
altéré  : 1“  par  des  percussions  survenues  entre  ces  corps,  2"  par  des 
explosions  intérieures  qui  diviseraient  un  ou  plusieurs  corps  en 
fragments,  3"  par  la  rupture  de  quelques-unes  des  liaisons  inté- 
rieures, etc.,  etc. 

Si  une  percussion  avait  lieu  entre  un  des  corps  du  système  cl  un 
corps  extérieur,  il  faudrait  considérer  la  fo«T  qui  en  résulterait 
comme  une  force  extérieure  et  l’on  aurait  en  la  représentant  par  T 
et  par  (*,  p,  y)  les  angles  formés  par  sa  direction  avec  les  axes. 


M 


d‘n 

dt* 


= T cos  a , 


d*b  ^ „ d*c  ^ 

,/,7  = Tcos?,  M-^  = Tcosy, 


d'où  l’on  tire 


da 

7i 


■■  COS  a 


C~  db  de 

Tilt,  M-,-  = cos?i  Tf/t,  M ,-  = cosyl  Tdl, 

Jo  ;o  «'  Jo 


Digitized  by  Google 


372 


CHAPITRE  XX. 


OU  bien,  en  remarquant  que  ces  trois  intégrales  sont  les  composantes 
U cos  a,  U cos  U cos  7 de  la  force  de  percussion  u. 


M 


(la 

— = U cos  a. 


M — = M cos  P, 

(li 


M 


de 

- = MCOS7, 


qui  nous  apprennent  que  le  centre  de  gravité  se  meut  de  la  même 
manière  gue  si  toute  la  masse  y était  concentrée  et  (/uece  point  reçût 
la  percussion. 

Comme  on  a,  par  la  théorie  des  moments, 
ïmx  = Mo , 


on  en  tire 


ds  da 

lm-r=  M-ri 
dt  dt 


ou  bien,  t>,  v’....  étant  les  vitesses  de  m,  m',  etc.,  estimées  suivant 
da 

l’axe  des  X et  V la  vitesse  — du  centre  de  gravité  estimée  dans  cette 
direction, 

= MV , 

c’est-à-dire,  que  la  somme  algébrifiue  des  (juantilés  de  mouvement 
du  système  estimées  suivant  une  direction  (fuelconque  est  égale  à la 
guantilè  de  mouvement  du  centre  de  gravité  estimée  dans  le  même 
sens.  S’il  n’y  a aucune  force  extérieure,  la  vitesse  V du  centre  de  gra- 
vité est  constante,  cl  par  conséquent  la  somme  algébrique  des  quanti- 
tés de  mouvement  du  système  estiiuces  dans  une  direction  quelconque 
est  alors  invariable. 

188.  Conservation  des  aires.  Plan  du  maximum  des  aires.  — Les 
trois  dernières  c({uationsdu  N“  185  sont  aussi  susceptibles  d’une  inter- 
prétation géométrique  fort  simple,  tontes  les  fois  que  les  seconds 
membres  sont  unis.  Les  seconds  membres  sont  nuis  dans  trois  cas  : 
1”  Lorsqu’il  n’y  a aucune  force  motrice,  2"  lorsque  ces  forces  sont 
dirigées  vers  l’origine  lixe  des  coordonnées , puisque  les  binâmes 
yZ  — :Y,  z\  — aZ,  xY  — yX  sont  (N” 34)  les  moments  par  rajiport  aux 
trois  axes,  de  la  force  qui  a (.X,  Y,  Z)  pour  composantes,  3"  loi'squc 
CCS  forces  se  font  équilibre  (N“  ti4).  ün  a donc  dans  le  mouve- 
ment d’un  système  de  corps  qui  ne  sont  soumis  qu’a  leurs  actions 
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inuliicilcs  ou  H des  forces  dirigées  vers  l’origine  fixe  des  coordon- 
nées, 


On  lire  de  là , en  nuiltiplant  par  dt  et  intégrant, 


/ dx  dz\  , 


où  a,  a',  a''  sont  trois  constantes  arbitraires,  invariables  pour  une  meme 
origine  et  pour  une  même  direction  des  axes.  En  multipliant  de  nou- 
veau par  </<  et  intégrant,  on  trouve  enfin,  en  faisant  commencer  les 
intégrales  du  premier  membre  avec  le  temps  t, 

^mj'(xdy—ydx)  = a't,  'LmJ'(ydz — zdy)r=at,  imj'(zdx — idî)  = o'(. 

On  a vu  (N“  113)  que  les  trois  intégrales 

/{xdij  — i/f/x),  /{ydz  — zdy) , f{zdx  — xdz) 

représentent  le  double  des  projections  sur  les  plans  coordonnés,  des  aires 
décrites  par  les  rayons  vecteurs  menés  de  l’origine  fixe  au  point  m ; ces 
é(]unlions  expriment  donc  que  le  mouvement  d'un  système  de  corps 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque,  mais  dont 
les  forces  motrices,  s’il  y en  a,  sont  toutes  dirigées  vers  un  même 
point  fixe  dans  l'espace , s'effectue  toujours  de  telle  manière  qu’en 
prenant  ce  point  pour  origine  des  coordonnées,  la  somme  des  produits 
de  chaque  masse  par  la  projection  sur  les  plans  coordonnés,  de  l'aire 
décrite  par  son  rayon  vecteur,  est  proportionnelle  au  temps  employé  à 
la  décrire. 

C’est  dans  cette  propriété  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  aires.  Comme  elle  est  indépendante  des  actions  mutuelles  des 
corps,  elle  ne  cessera  pas  d’avoir  lieu,  1“  s’il  survient  des  percussions 
entre  eux,  2"  si  une  explosion  fait  éclater  un  des  corps  ep  plusieurs 
fragments,  3°  si  quelques  uns  des  liens  viennent  à se  rompre,  etc.  S'il 
n’y  avait  pas  de  forces  extérieures,  le  principe  serait  vrai  pour  une 
origine  fixe  quelconque.  11  a encore  lieu  quand  le  système  renferme 

48 
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un  point  lixc,  pourvu  qu’il  soit  |>ris  pour  centre  des  aires  ou  pour 
origine  des  coordonnées;  car  les  pressions  ou  réactions  de  ce  |)oiiit 
devront  à la  vérité  élrc  considérées  comme  forces  extérieures,  mais 
comme  elles  sont  appliquées  à l'origine  des  coordonnées,  leurs  mo- 
ments par  rapport  aux  axes  seront  nuis  et  par  conséquent  les  som- 
mes S (iX  — xZ) , etc.  seront  encore  égales  à zéro.  Enfin  s’il  y avait 
plusieurs  points  fixes  renfermés  dans  une  même  ligue  droite,  en  pre- 
nant celle-ci  pour  axe  des  Z,  lu  première  des  trois  équations  précé- 
dentes subsisterait  encore,  puisque  les  moments  des  résistances  de  ces 
points  par  rapport  à cet  axe  seraient  nuis;  mais  le  principe  des  aires 
ne  subsisterait  plus  que  pour  un  plan  perpendiculaire  à cette  droite. 

Comme  dans  un  système  entièrement  libre,  le  principe  des  aires 
subsiste  pour  toute  direction  des  plans  coordonnés,  il  est  évident  que 
si  on  projette  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs,  sur  un  plan 
quelconque,  la  somme  des  produits  de  ces  aires  par  les  masses  corres- 
pondantes sera  encore  proportionnelle  au  temps,  mais  les  constantes 
a,  a,  a"  ou  les  facteurs  constants  de  l changent  avec  la  direction  de 
ce  plan.  La  loi  suivant  laquelle  varient  ces  facteurs  avec  la  direction 
de  ce  plan  est  facile  à trouver;  si  on  désiguc  par  (a,  p,  y)  les 
angles  qu’il  forme  avec  les  plans  coonlonnés  (ou  les  angles  formés 
par  une  perpendiculaire  au  plan  avec  les  trois  axes) , par  d$  l’aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  m dans  le  temps  ilt  et  par  ^ l’angle 
formé  par  le  plan  de  cette  aire  ds  avec  le  plan  de  projection  donné, 
(Ls  cos  >1  sera  la  projection  de  l’aire  ds.  Or  en  désignant  parf,  s',  e" 
les  angles  formés  par  le  plan  de  l’élément  ds  avec  les  plans  coordonnés, 
on  sait  que  l’on  a 

cos  •<?  — cos  « cos  f cos  P cos  e'  -i-  eos  y cos  s”  ; 
la  projection  de  l’élément  ds  devient  donc 

cos  a eais  sds  -t-  cos  p cos  e'ds  -h  cos  y cos  s"ils , 

et  l’on  trouve  pour  la  somme  des  produits  des  masses  par  les  ju'ojcclions 
des  aires  décrites  parles  rayons  vecteurs  pendant  le  temps  dl, 

(cos  a cos  eds  ■+■  cos  p eos  s'ds  ■+■  eus  y cos  e"ds), 

ou  bien,  parce  que  les  angles  (a,  p,  y)  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
corps, 

cos  alm  eos  eds  -t-  eos  6ïw  cos  e'ds  ■+■  eos  yïw  cos  e'ds. 

On  sait  que  ds  cos  s,  dscose'  et  ds  cos  s"  sotit  les  projections  de 
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1 

l’clcim'iit  ils  sur  les  trois  plans  coordonnes,  c’esl-à-dire,  -^{ydz — '(/y), 

1 1 

- {zdx  — xdz) , - {xdtj  — ijdx)  ; celle  soiniiie  revient  donc  à 


- cos  aîm  (ydz  — zdy)  -+-  - eos  pim  (zdx — xdz)  -+-  - cos  ySm  (xdy  — ydx), 

et  en  intégrant  depuis  t = 0,  on  trouve  pour  la  somme  de  ces  produits 
pris  pendant  le  temps  t, 

1 1 

- cos  alm /{i/dz  — zdy)  -v-  - cos  pim /(zdx  — xdz) 

1 

-4-  - COS  •iimf(xdy  — ydx) , 

ou  bien,  en  remplaçant  les  trois  sommes  par  leur  valeur  al,  a't,  a"t, 
i (a  cos  a -t-  o'  cos  P -H  a"  cos  y)  t 

qui  vérifie  la  loi  des  aires  pour  un  plan  faisant  des  angles  («,  p,  y)  avec 
les  plans  coordonnés,  c'est-à-dire,  que  la  somme  des  produits  de  chaque 
masse  parla  projection  de  l’aire  que  décrit  son  rayon  vecteur  surce  plan, 
est  encore  proportionnelle  au  temps,  puisque  a,  a',  a",  a,  p,  y sont 
des  constantes.  Cette  expression  fait  connaître  en  outre  la  lui  suivant  lu- 
(luclle  la  valeur  de  cette  somme  pour  un  même  centre  des  aires  change 
avec  la  direction  du  plan  de  projection,  c’est-à-dire,  avec  (a,  p,  y). 

Si  on  cherche  les  valeurs  «,  p,  y qui  donnent  à celte  expression  une 
valeur  maximum,  en  ayant  égard  à la  relation 

cos’  a -H  cos*  p -h  cos*  7=1, 

on  trouve 

O .a' 

cos  a = — - J COS  P — — J 

j/u*  -I-  a'*  -t-  a"‘  j/  a’  -f-  «'*  «''* 

u' 

cos  y = r • 

y «*  a'*  -4-  tt"* 

Ces  équations  fixent  la  position  du  plan  maximum  pour  une  même  ori- 
gine et  la  valeur  de  ce  maximum  est 
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189.  Conservation  des  aires  dans  les  mouvements  relatifs.  Plan 
invariable.  — Le  principe  des  aires  dont  on  vient  de  s’occuper,  sup- 
pose que  le  centre  des  aires  reste  fixe,  tandis  que  les  corps  du  système 
sont  emportés  dans  l’espace.  Si  le  centre  des  aires  ou  l’origine  des 
coordonnées,  vers  lequel  convergent  toutes  les  foi-ccs,  était  mobile,  le 
principe  des  aires  subsisterait  encore,  pourvu  que  l’on  prit,  coininc  au 
N"  115,  faire  apparente  décrite  par  le  rayon  vecteur  et  que  l’origine 
mobile  fût  le  centre  de  gravité  du  sysUune  ou  que  l’origine  décrivit  une 
droite  quelconque  d’un  mouvcnieiit  uniforme  ; en  cITcl  si  dans  les  trois 
dernières  équations  du  N“  185  on  remiiluce  les  coordonnées  (x,  y,  i)  du 
point  m rapportées  à des  axes  fixes,  par  a -v-  x’,  6 -v- y',  c -s-  z',  (a,  6,  c) 
étant  les  coordonnées  de  l’origine  mobile  et  (x',  y',  s')  les  coordonnées 
du  même  point  m rapporU-  à des  axes  mobiles  |)ussant  par  le  point 
(a,  h,  c)  et  parallèles  aux  axes  fixes,  ces  équations  prennent  la  forme 


= 2(cX  — aZ)  H-  ï {z'S.  — l’Z) , cte. 


...  , d*x  , 

(|iu  deviennent,  en  remarquant  que  imc—  n est  autre  chose  que 

d*x 

rlm  — ou  cïA  , 


/,dV  ,(/V\  d*a 

-'»(  = -TT  — I ■ 

y dp  dp  J dp 


d^c 

ïmx’  = :(-\_x'Z); 


or  lorsque  les  forces  sont  dirigées  vers  l’origine  mobile  d’où  se 
comptent  les  coordonnées  (x',  y,  s'),  les  binômes  z'X  — x’Z  sont  nuis 

d*a  d-b  d*r 


et  d’autre  part,  les  dérivées 


dp'  ~dp'  Ip 


mouvement  rectiligne  et  uniforme  du  point  (a,b,c),  ou  bien  les 
coefficients  imx',  imy',  imz'  sont  unis  si  l’origine  est  placée  au 
centre  de  gravité.  On  a donc  dans  les  deux  cas , 


im 


/ ,d*x' 


etc.,  etc. 


et  en  intégrant  deux  fois  par  rapport  au  temps, 

S f m{z!dx'  — x'dz')  = C't , £ y m {xdy'  — y'dx’]  = Cl , 

2 / «‘  — -'dy')  = et , 
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qui  ne  sont  que  la  traduction  algcbriquc  de  la  proposition  énoncée 
plus  haut,  puis  que  l’on  a vu  au  N”  113  que  fm  (z’dx'  — x'ilz'),  etc. 
représentent  les  projections  de  l’aire  apparente  décrite  par  le  rayon 
vecteur. 

En  suivant  la  marche  indiquée  nu  188,  on  parvient  aussi  à 
déterminer  la  somme  des  produits  des  masses  par  les  projections 
des  aires  apparentes  décrites  par  leur  rayon  vecteur,  jiour  un  plan 
quelconque  faisant  des  angles  (a,  y)  avec  les  plans  coordonnés;  ou 
trouve  de  cette  manière 


- (C  cos  a -4-  C'  cos  P -t-  C"  cos  y)  f. 


Enün  on  détermine,  comme  on  l’a  vu  nu  même  numéro,  la  direction 
du  plan  de  projection  passant  par  l’origine  mobile,  pour  lequel  la 
somme  des  produits  des  masses  par  les  projections  des  aires  apparentes 
décrites  par  les  rayons  vecteurs  est  un  maximum,  et  on  trouve  que  ce 
plan  a une  direction  invariable  dans  l’espace , puisque  l’on  a 

C c*  C'* 

cos«= — — ■ 1 cos  6= — -,  cosy= — — — — • 

Laplace,  à qui  on  doit  ce  théorème,  a donne  le  nom  de  plan 
invariable  au  plan  dont  on  vient  de  fixer  la  direction,  et  il  s’en  est 
servi  dans  sa  mécanique  céleste  pour  y ra])portcr  les  positions  variables 
des  corps  de  notre  système  planétaire. 

190.  Principe  de  la  conservation  du  mouvement  de  rotation.  — 
On  peut  donner  une  autre  interprétation  des  trois  équations  des  N”’  188 
et  189.  .Si  on  les  écrit  de  cette  manière  : 


m — V . m 
dl 


dx\ 

Tt) 


etc. 


Comme  ni 


dx 

Tt’ 


etc.  sont  les  quantités  de  mouvement  de  la 


masse  m parallèlement  aux  axes,  il  est  visible  que  ces  sommes  ne 
sont  autre  chose  que  les  moments  des  quantités  de  mouvement  du 


<n  A 1.1  rigueur,  le  plan  invariable  de  Laplaec  différé  un  peu  du  plan  maximum 
détermine  plus  lu, ut;  car  daus  ce  dernier  on  suppose  les  corps  réduits  à des  points 
matériels,  tandis  que  pour  le  plan  invariable,  on  donne  aux  différents  corps  célestes 
lies  dimensions  finies  et  on  lient  compte  île  leur  rotation  autour  de  leur  axe. 


Digitized  by  Google 


578 


CHAPITRE  XX. 


syslèiiir  par  rapport  aux  trois  axes,  de  inénic  que  S (xY  — y.X)  sont  les 
sommes  des  moments  des  forces  (X,  Y,  Z),  et  ces  trois  équations 
apprennent  que  ces  sommes  restent  eonstnnics  |icndaiit  toute  la  durée 
du  mouvement,  ce  qui  constitue  le  principe  de  la  conservalion  du 
mouvement  de  rotation.  A ce  nouveau  point  de  vue,  le  plan  du  maxi- 
mum des  aires  relatif  à un  centre  de  forces  n’est  autre  chose  que  le 
plan  perpendiculaire  à celui  de  tous  les  axes  passant  par  ce  point, 
pour  lequel  la  somme  des  moments  est  la  plus  grande , et  la  propriété 
du  plan  invariable  s’énonce  alors  de  cette  manière  : l'axe  de  la  plus 
grande  somme  de  moments  passant  par  le  centre  de  gravité  d'un 
système  de  cor])S  en  mouvement  ou  par  un  point  guelcoiifiue  agant 
un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  reste  parallèle  d lui-méme 
pendant  ce  mouvement  et  ce  plus  grand  moment  est  invariable. 

1!>I.  Principe  des  forces  vires.  — On  a vu  que  dans  tout  système  de 
corps  en  mouvement,  il  doit  y avoir  à chaque  instant  éiiuilihre  entre 
les  réactions  dues  à l'inertie  des  dilférents  corps,  les  forces  extérieures 
et  les  forces  inU'-ricures,  ce  qui  constitue  le  principe  de  Dalemhcrt  ; on 
peut  donc  appliquer  le  principe  des  vitesses  virtuelles  à ce  système  de 
forces  et  l’on  est  conduit  ainsi  à une  équation  d’une  grande  généralité, 
qui  renferme  toutes  les  lois  du  mouvement  d’un  système,  pourvu  que 
l’on  y joigne  toutes  les  équations  de  condition  qui  définissent  les  modes 
de  liaisons,  etc. 

Avant  de  poser  cette  équation  générale,  observons  que  si  quelques 
unes  des  équations  de  condition  contenaient  implicitement  le  teinjis  ( 
ou  toute  autre  variahlc  changeant  de  valeur  par  une  cause  étrangère 
aux  forces  motrices  du  système,  cette  circonstance  indiquerait  qu’une 
certaine  cause  fait  varier  de  grandeur  et  de  position  les  liens  intérieurs, 
et  cette  cause  serait  une  véritable  force  dont  il  faudrait  tenir  compte 
dans  l’équation  des  vitesses  virtuelles.  Cela  posé,  soient  m,  m',  m",  etc., 
les  masses  des  points  matériels  auxquels  sont  appliquées  les  forces  mo- 
trices, (x,  y,  les  coordonnées  de  ces  jioints  et  par  conséquent 

— m-~  » — — m^i les  forces  d'inertie  parallèles  aux 

dt-  dp  dp 

axes,  P,  P',  P",  etc.,  les  forces  motrices  extérieures  et  intérieures, 
U,  U',  IJ",  etc. , les  forces  10000000*8  dont  on  vient  de  parler,  pro- 
duisant les  changements  de  forme  indiqués  par  les  équations  de  con- 
dition des  liaisons;  l'équation  des  vitesses  virtuelles  sera 


</*x , d*y  , d‘z 

— Z m -7.7  9X  — Z m oy  — S m -7-.  nz  -*• 


dP 


dP 


dt*' 


. Vfp  -t-  Z llo'i/  = O, 
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«Iiins  l.iquollc  Sx,  ip,  sont  'les  (l(•pIa^c^)Cll^s  inliniinent  petits  qiiel- 
eonqncs  de  »i  et  des  points  d’application  de  P et  de  U estimés  dans  le 
sens  des  axes  et  de  la  direction  de  P et  ü,  et  soumis  à la  seule  condi- 
tion d’étre  conipatililes  avec  les  conditions  des  liaisons. 

Cette  équation  fuit  eonnaitre  plusieurs  propriétés  dont  jouissent  les 
mouvements  d’un  système  de  corps,  et  qui  sont  indépendantes  de  sa 
forme.  Observons  que  parmi  les  déplacements  virtuels  des  points  du 
système  se  trouvent  évidemment  compris,  comme  cas  parliculier,  ceux 
qui  ont  lieu  en  réalité  pendant  l'instant  dt;  de  sorte  qu'en  dé- 
signant pur  ds,  dp  et  du  ces  valeurs  partieiilicrcs  de  Sp  et  a'u,  ou  a 
toujours 

c’est-à-dire, 

(l^S 

ïni  —ds=  SPdp  S Ud» , 

1 • rfs  . , . 

ou  bien,  en  rcmarquani  que  -y-  est  égal  a r, 

lmvdv=  iVdp  -t-  ïUd». 

Si  on  suppose  les  conditions  des  liaisons  indépendantes  du  temps  et 
de  toute  autre  variable  modificative  ijes  conditions  des  liaisons,  les 
forces  U seront  niilles  et  il  viendra 

itnvdv  = zVdp. 

En  intégrant  depuis  le  temps  i jusqu’au  temps  t"  et  représentant  |»ar 
»•„  et  V les  vitesses  de  m à ces  deux  époques,  on  trouve  enfin 


Si  on  se  rappelle  les  définitions  du  N“  1 14,  il  est  visible  que  cette  éijiia- 
tion  exprime  que  l'accroissement  de  force  vive  d'un  système  entre 
deux  êpoyues  i[uelcon(fucs  est  égal  au  double  de  la  quantité  d'action 
développée,  par  les  forces  motrices  tant  intérieures  qu'extérieures,  dans 
le  même  intervalle  de  temps,  fiourru  que  les  conditions  des  liaisons 
soient  indépendantes  du  temps. 
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L’équation  des  forces  vives  se  met  souvent  sous  une  forme  différente 
de  la  précédente.  Si  dans  l’équation  des  vitesses  virtuelles  on  introduit 
les  coiiiposantcs  suivant  trois  axes  rectangulaires  fixes  (X,  Y,  Z)  de  la 
force  P,  appliquée  au  point  qui  a pour  coordonnées  (x,  y,  z) , les  mo- 
ments virtuels  seront  visiblement  X^x,  Y^y,  Z<?z,  et  l’équation  des 
forces  vives  deviendra 

r‘" 

ïmu*  — smUo*  = l (Xdx  -t-  \dy  Zdz). 

Jf 

On  a vu  aussi  (X“  H4)  que  la  force  vive  gagnée  par  un  corps  n’est 
autre  chose  que  le  double  de  la  quantité  d’action  développée  par  sa 
force  d’inertie;  ce  théorème  peut  donc  être  énoncé  de  cette  manière  : 
dans  tout  syslhne  de  corps  en  mouvement , la  yuantitè  d’action  due 
aux  forces  motrices  tant  intérieures  qu’extérieures,  est  égale  à la 
quantité  d’action  due  aux  forces  d’inertie,  pourvu  que  les  équations 
de  condition  soient  indépendantes  du  temps. 

Si  les  liens  intérieurs  sont  inextensibles,  les  forces  intérieures  dis- 
paraissent de  l’équation  des  vitesses  virtuelles,  puisqu’elles  se  font 
alors  équilibre  entre  elles  (N"  141)  et  que  par  conséquent  la  somme  de 
leurs  nioineiits  virtuels  est  nulle  (voir  la  statique,  N°!tO).  L’accroisse- 
ment de  foi-cc  vive  est  alors  égal  au  double  de  la  quantité  d’action  des 
forces  motrices  extérieures. 

S’il  y a des  liens  élasticpies  ou  des  ressorts,  en  désignant  par  T leur 
tension  et  par  t leur  longueur,  les  moments  virtuels  seront  de  la 
forme  Td't  (N“  91)  et  les  quantités  d'action  seront  2 f’Tdt. 

192.  Conséquences  de  l’équation  des  forces  vives.  — Il  est  a remar- 
quer que  l’équation  iirécédenlc  ne  peut  servir  à évaluer  la  force  vive 
que  lorsque  Pdp  est  intégrable , c’cst-à-<lirc , lorsque  P est  fonction 
d’une  certaine  variable  p dont  dp  est  la  différentielle;  or  on  peut 
toujours  considérer  1a  force  P comme  émanant  d’un  certain  centre 
pris  dans  sa  direction,  et  en  désignant  par  p la  distance  au  point 
d’application  de  la  force,  il  est  visible  que  si  ce  centre  est  fixe,  la 
différentielle  ou  le  déplacement  virtuel  dp  qui  entre  dans  l’équation 
ne  sera  antre  chose  que  la  différentielle  de  la  distance  p et  l’intégration 
de  Vdp  ne  sera  possible  que  si  P est  une  fonction  de  p,  auquel  cas 
l'accroissement  de  force  vive  sera  exprimé  en  fonction  de  ces 
distances  p.  Pour  ce  qui  est  des  forces  de  ressort,  l’intégration  de  Tdt 
sera  toujours  possible  si  la  tension  est  fonction  de  son  allongement.  Il 
résulte  visiblement  de  la  forme  de  l'équation  précédente  que  lorsque 


Digitized  by  Google 


DYNAMIQUE. 


381 


les  Ibrces  d’un  système  sont  dirigées  vers  des  points  fixes  et  sont  des 
fonctions  quelconques  des  distances  des  points  d’application  à ces  points 
fixes,  1“  l’accroissenient  de  force  vive  entre  deux  époques  ne  dépend 
pas  des  courbes  que  décrivent  les  points  matériels , il  ne  dépend 
que  de  la  forme  du  système  aux  deux  époques,  3“  la  force  vive  rede- 
vient la  même  toutes  les  fuis  que  le  système  reprend  la  même  forme , 
ou  plus  généralement , toutes  les  fois  que  les  distances  entre  les 
points  attirants  du  système  redeviennent  les  mêmes,  4“  si  le  système 
est  à liens  inextensibles  et  s’il  n’y  a pas  de  force  motrice  extérieure, 
la  quantité  de  force  vive  reste  invariable. 

L'équation  des  forces  vives  ne  changerait  pas  s’il  y avait  un  ou  plu- 
sieurs points  fixes  ou  assujettis  à demeurer  sur  des  surfaces  ou  des 
courbes;  car  il  faudrait  introduire  comme  forces  extérieures,  les  ré- 
sistances dans  l’équation  des  vitesses  virtuelles,  et  on  sait  que  ces  pres- 
sions n’ont  pas  de  moment  virtuel  dans  le  premier  cas , parce  que  le 
point  d’application  reste  fixe,  et  dans  le  second,  parce  que  lu  force  étant 
normale  h la  surface  ou  à la  courbe,  son  déplacement  virtuel  sera 
normal  à la  direction  de  la  force  et  par  conséquent  le  moment 
virtuel  sera  nul.  Cette  remarque  n’est  vraie  que  si  l’on  ne  tient 
pas  compte  du  frottement.  Dans  le  cas  contraire  il  faudrait  intro- 
duire un  terme  de  la  forme  J'îifds,  ou  plutôt  — J'Nfds,  N étant 
la  pression,  f le  coelficicnt  du  frottement  et  ds  l’élément  de  courbe 
décrit  par  le  point  d’appui.  La  dilTércnticlle  N/i/s  est  prise  négati- 
vement parce  que  le  frottement  agit  toujours  en  sens  inverse  du  dé- 
placement. Le  plus  souvent  cette  dirTérentielle  n’est  pas  intégrable, 
mais  sa  valeur  toujours  négative  indique  que  celte  force  détermine 
une  perte  de  force  vive.  Il  en  serait  de  même  d’une  résistance  duc 
à la  présence  de  l’air,  puisque  cette  force  agit  aussi  en  sens  inverse  du 
mouvement. 

193.  Équation  des  forces  vives  dans  tes  mouvements  relatifs.  — 
Dans  l’équation  des  forces  vives  précédente,  les  coordonnées  et  par 
conséquent  les  vitesses  sont  rajiportées  à une  origine  et  à des  axes 
immobiles.  Si  on  désigne  par  («,  b,  c)  les  coordonnées  d’une  origine 
mobile  représentée  par  un  point  matériel  m’  mu  par  les  forces  motrices 
(A,  B,  C)  et  qu’on  représente  par  {x\  y',  z')  les  coordonnées  d’un  des 
points  m du  système  rapporté  à des  axes  Y',  Z')  parallèles  aux  an- 
ciens axes  fixes  et  passant  par  le  point  mobile  m’,  on  aura 

X = n -A-  x',  y = b y',  z = c -h  z'. 


49 
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En  substitunnt  ccs  valeurs  dans  réipinlion  difTércntielIc  des  forcées 
> ivos 


i*x  fl*u  (l-z  \ 

,771  'h  -+-  J = ï ( -X  f/x  + Y il  y H-  Zr/z) , 


rellc-ci,  apn-s  avoir  tenu  cuiii|itc  des  éipintinns  du  nioiivcnicnl  du 
point  »r,  savoir 

, (l*n  . , il^b  , , d*e 

III  -,  i - • A,  III  -J—  = U,  lit  --  = C 
dl*  dt‘  ’ dl* 

ainsi  que  des  trois  )ir('niières  équations  (N"  185)  du  inouvement  d'un 
système  mises  sous  la  forme 

</*x  f/*«  dVi  tr-ij’ 

^ 7F  dF  = 7F  " - ,/F  = 


r’esl-à-dire,  en  posant  lui  = M, 


7.. 

dt^ 


»/V 

f/t* 


M t-  1 III  = ï X , M ï III  ~ = ïY  , etc. 


d'b 


dl^ 


devient,  toute  rédiietion  faite, 


lui 


/(/V 

V7F 


I • I • ‘ I A 

ox  dij  -t-  - — dz  I 

</f*  dl*  J 


= i.ii\(^-±\dx  .V.  n _1‘ Yiy  . 

i\iii  m' J ym  III J •'  yw  m'J  j 

et  en  n’prés«>nlant  par  r'  In  vitesse  relative  de  tu  rapporté  .à  l'orijjine 
molli  le,  e'est-à-dire. 


dx'V 

dt' 


•'.'/Y  ^ Y, 


(---)• 

yiii  III J 


les  Idrees  molriees  itlalives  de  m , c’esl-à-diiY , m 

/Y  ll\  , . . . 

V «/  — îïi'  )'  * **  ' 1’*  "^  récrire  ainsi 

1 ihv'dv'  — 1 Çi'iW  ■+■  \'dij'  7,'dz'). 

Oi.  voit  e,iie  réqi  atini  des  forces  vives  subsiste  dans  son  entier  dans 
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les  mouvements  relatifs,  pourvu  que  l’on  y introduise  les  forces  mo- 
trices relatives. 

194.  Équation  des  forces  vives  dans  le  cas  d'une  percussion.  Théo- 
rème de  Carnot.  — S’il  survenait  une  ou  plusieurs  percussions  entre 
les  corps  du  système , les  forces  auxquelles  ces  percussions  donnent 
naissance  devraient  être  jointes  aux  forces  intérieures  pendant  la 
durée  de  la  compression  des  corps  choqués,  puisque  ces  corps  pour- 
raient être  considérés  comme  liés  l’un  à l’autre  pendant  la  durée  de 
la  percussion , et  ces  forces  intérieures  ne  doivent  pas  disparaître  de 
l’équation  comme  pour  le  cas  de  liens  inextensibles,  parce  que  la 
percussion  est  toujours  accoiupaguée  d’une  compression  et  d’un  appla- 
tissement  des  corps  choquants  et  que  par  conséquent  leur  distance, 
ou  le  lien  Hctif  qui  les  unit,  doit  être  considéré  comme  variable  de 
longueur.  S’il  y avait  jiercussion  contre  un  obstacle  extérieur,  la  force 
qui  en  résulterait  devrait  être  rangée  parmi  les  forces  extérieures; 
ou  aurait  dune  dans  les  deux  cas,  en  désignant  ces  forces  par  T,  par 
dq  rapplatisscmcnt  total  opéré  dans  le  temps  dl  et  dans  les  deux 
corps,  c’est-à-dire,  la  diminution  du  ressort  ({ui  les  unit,  |iar  o et  V les 
vitesses  immédiatement  avant  et  après  la  percussion  et  |)ar  t sa  durée, 

ïmV*  — = IV/;) -t- 2s  ( Tdq 

J{)  Jo 

ou  plutôt,  en  remarquant  que  les  actions  des  forces  motrices  ordi- 
naires peuvent  être  négligées  en  présence  des  forces  presqii’iiiliiiies 
provenant  de  j)creussions , 

ï)«V*  — Sme’  ==  2i:  1 ’l'dq. 

Jü 

Pour  déterminer  la  valeur  du  second  membre  de  celle  équation  , il 
faudrait  connaître  la  luî  suîvant  laquelle  varie  pendant  la  coinprcssiuii 
la  pression  de  deux  corps  qui  se  ebuquent,  c’est-à-dire,  connaître  la 
valeur  de  T en  fonction  de  q,  ce  qui  permettrait  d’intégrer  Tdq.  Mais 
cette  loi  ne  nous  est  pus  connue;  cependant  un  peut  alüriuer  que 

2ï  ( Tdq  est  une  quantité  négative,  car  pendant  que  deux  corps  sc 

Jo 

compriment,  les  forces  T qui  agissent  sur  chacun  d’eux,  tendent  à les 
éloigner  l’un  de  l’autre,  Uindis  qu’ils  se  l•apprüchent  eu  réalité  en  sc 
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comprimant;  T et  dq  sont  donc  de  signe  contraire,  le  produit  Idq 

(T 

est  négatif  cl  la  somme  de  tous  ces  produits  ou  Z V Tdq  est  ncccs- 

Jo 

sairement  une  quantité  négative.  11  suit  de  là  que  dans  un  système 
en  mouvement,  toute  percussion  détermine  une  perte  de  force  vive. 
Quoiqu’il  soit  impossible  d'intégrer  Tdq,  on  peut  cependant  trouver 

la  valeur  de  l’intégrale  définie  ( Tdq;  représentons  par  to  et  w'  les 

JO 

vitesses  que  la  percussion  fait  naitre  dans  les  points  matériels  m et  m' 
suivant  la  direction  de  la  percussion,  vitesses  qui  ne  sont  autre  chose 

U H 

que  — et  — si  u est  la  mesure  de  la  peroussion.  La  force  T avant 
m m 

fait  naitre  la  force  vive  »«ic*  -i-  m'w'*,  on  aura 


ou  plutôt, 


parce  que  \ Tdq  est  négatif.  On  a donc  pour  tous  les  corps  qui 

Jo 

reçoivent  des  percussions  simultanées. 


2z  ( Tdûf  ==  — Z (mie*  m'ie'*) 

Jo 


et  par  conséquent , 

imv*  — ZmV*  = 


(U*  «’\  m -4-  m , 

H — ) =z —U* 

m m J mm 


qui  apprend  que  la  force  vire  perdue  par  suite  de  percussions , est 
égale  à la  somme  des  carrés  des  mesures  des  percussions  divisés 
respectivement  par  la  masse  choquée. 

Ainsi,  si  le  système  se  réduit  à deux  masses  m,  m'  ayant  des  vitesses 
primitives  v,  v'  et  prenant  à la  suite  de  la  percussion  les  vitesses 
V et  V',  ou  a 


mv*  wi't’’’  — mV*  — m'V’*  = «ne’  -t-  «l'ie'* 


m -1-  m'  . 

T- «S 

mm 
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et  s’il  n’y  a qu’un  seul  point  qui  vient  se  heurter  contre  un  obstacle 
extL'ricur  fixe , 

M* 

— mV*  = mto*  = — • 
m 

Dans  le  premier  cas  la  valeur  de  u doit  être  celle  qui  est  donnée  au 
N"  178;  dons  le  second,  il  faudra  y faire  M',  A',  B',  C'  infinis  et  W' 
nul , pour  exprimer  que  le  corps  M'  reste  immobile. 

Le  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  est  ordinairement  énoncé 
d’une  manière  un  peu  différente.  Puisque  v est  la  vitesse  de  m avant 
la  percussion , w la  vitesse  engendrée  dans  m par  la  percussion  cl  W 
la  vitesse  de  m après  la  percussion , il  est  visible  que  celle  dernière 
vitesse  est  la  résultante  de  v et  iv;  si  donc  on  décompose  la  vitesse  v 
en  deux  autres , dont  l’une  soit  V ou  la  vitesse  qui  a réellement  lieu 
après  la  percussion , la  seconde  composante  sera  égale  et  directement 
opposée  à ir.  Appelons  cette  seconde  composante , vitesse  perdue 
par  m,  par  suite  de  la  percussion  ; l’équation  précédente  pourra  être 
énoncée  de  cette  manière  : ta  i/uaiitilé  de  force  vive  perdue  dans  un 
système  en  mouvement,  par  suite  de  percussions , est  éyale  à la  somme 
des  produits  de  chaque  masse  choquée  par  le  carré  de  sa  vitesse 
perdue.  Ce  théorème  est  dû  à Carnot  et  porte  son  nom. 

195.  Maximum  et  minimum  des  forces  vives.  — Reprenons  l’équa- 
tion des  forces  vives , en  supposant  les  conditions  des  liaisons  indé- 
pendantes du  temps  , savoir  ; 

ïmt'de  = sPdp  ou  Smu*  = SsyPd/) C. 

Si  les  forces  P sont  fonctions  des  distances  p,  i J'Vdp  sera  une  fonc- 
tion de  P,  p',  etc.  et  la  force  vive  du  système  atteindra  son  maximum 
ou  son  minimum  toutes  les  fois  que  sa  différentielle,  c’est-à-dire  imvdv, 
et  par  conséquent,  la  dérivée  de  la  fonction  de  p,  p',  p’’...,  sera  nulle, 
ou  quand  les  forces  satisferont  à l’équation 

' iPdp  = 0, 

dont  le  premier  membre  est  la  différentielle  de  X J’Pdp]  or  il  est 
visible  que  celle  équation  subsistera  toutes  les  fuis  que  le  système, 
passera  par  une  position  telle  que  les  forces  motrices  appliquées  seules, 
(abstraction  faite  des  forces  d'inertie)  se  feront  équilibre  cl  que  par 
conséquent  le  système  se  mouvra  pendant  un  instant  en  vertu  des 
seules  vitesses  acquises;  car  si  on  applique  aux  forces  P,  P',  etc. 
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le  principe  des  vitesses  virtuelles,  en  prenant  pour  vitesses  virtuelles 
les  déplacements  inriniment  petits  effectifs  opérés  pendant  l’instant  dt, 
on  trouve  pour  condition  de  cet  équilibre 

iVdp  = 0. 

Il  suit  de  là  que  tout  système  en  mouvement  atteint  son  maximum 
ou  son  minimum  de  force  vive  toutes  les  fois  que  les  corps  passent 
par  des  positions  où  les  forces  motrices  appliquées  seules  se  font 
équilibre  par  l'intermédiaire  des  liaisons  du  système.  Puisqu’après  le 
passage  par  un  maximum  de  force  vive,  cetic  quantité  doit  commencer  à 
diminuer,  et  qu’elle  augmente  au  contraire  après  un  minimum,  on 
voit  que  si  à l’une  de  ces  deux  époques  on  imprime  au  système  une 
force  vive  totale  très  petite,  dans  le  premier  cas  cette  somme  de  forces 
vives  composée  de  termes  essentiellement  positifs , ne  prendra  plus 
une  grandeur  finie , tandis  que  dans  le  second  rien  ne  limilcra  cet 
accroissement;  d’où  il  suit  que  dans  le  premier  cas  aucun  point  du 
système  ne  prendra  une  vitesse  finie,  tandis  que  dans  l’autre,  ces  vi- 
tesses pourront  croître  indéfiniment.  Mais  l’accroissement  de  force 
vive  est  égal  au  double  de  la  quantité  d’action  des  forces  motrices; 
ces  quantités  restent  dune  très  petites  ou  peuvent  croître  indéfiniment 
dans  les  mêmes  circonstances  et  comme  cellcs-ci  sont  représentées  par 
les  intégrales  des  forces  multipliées  par  leurs  déplacements  élémentai- 
res, intégrales  qui  comme  on  sait  (traité  d’analyse,  page  281)  sont  re- 
présentées par  les  valeurs  moyennes  des  forces  multipliées  par  leur 
déplacement  total,  ou  en  conclut  que  dans  le  premier  cas  ces  déplace- 
ments resteront  tous  infiniincnt  petits,  taudis  que  dans  l’autre  cas,  ils 
pourront  cruitre  sans  limite,  ce  qui  signifie  que  s’il  y a maximum,  le 
système  ne  s’écartera  qn’iufinimcnt  peu  de  la  position  d’éipiilibrc,  tandis 
qu’il  pourra  s’en  éloigner  indéfiniment  quand  il  y a minimum.  On  dit 
qu'un  système  est  dans  un  état  d'équilibre  stable,  si  après  l’avoir 
dérangé  infiniment  peu  de  sa  position  d’équilibre,  il  ne  tend  pas  à 
s'éloigner  indéfiniment  de  cette  position  ; l’équilibre  est  dit  au  con- 
traire instable  lorsque  le  système  peut  s’en  éloigner  indéfiniment.  Il 
suit  de  là  qn’il  y a maximum  ou  minimum  de  force  vive  suivant  que 
les  forces  motrices  sont  dans  un  état  d’équilibre  stable  ou  instable. 

Cette  proposition  imporUintc  peut  être  établie  d’une  manière  plus 
rigoureuse  comme  suit  : su|iposuns  que  l’on  ait 
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ïniu*  — = 'Jy  (/),  /)’,  — 'iy  (;>o,  y),,’,  y»J'...,) 

ïmtv*,  y)a,  y>o'....  se  rapportant  au  inonicnt  t = 0 où  les  forces  se  font 
équilibre,  et  imv*,  p,  p'....  se  rapportant  h un  instant  t après  le  pas- 
sage (lu  système  par  une  position  d'équilibre.  Remplaçons  y;, 
par  -4-  X,  p,  ■+■  si  on  développe  y (p,  x,  p„'  -4-  x'....)  en 

série  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  jf,  x"....  (traité  d’analyse 
N°  124),  cette  fonction  pourra  se  décomposer  en  deux  parties  l’une 
égalcà  y{y»„,  p„',  l’autrequc  nous  désignerons  |iar{>(x,  x',  x"....) 

et  qui  s’évanouit  avee  x,  x',  x"....;  l’équation  des  forces  vives  devient 
ainsi 

imv*  — imVo*  = 21< (x,  x',  x"....). 

Il  est  visible  que  est  un  maximum  ou  un  minimum  suivant  que 
'J((x,  x',  x"....)  est  négatif  ou  positif  pour  des  valeurs  croissantes  de 
X,  x',  x''....  à partir  de  zéro.  Or.  je  dis  ([uc  dans  le  premier  cas,  si  l’on 
trouble  infiniment  peu  le  système  en  équilibre,  c’est-à-dire,  si  on  lui 
imprime  des  vitesses  l’o,  très  petites,  celui-ci  ne  s’écartera  qu’in- 

finiment  peu  de  la  position  primitive,  ou  en  d’autres  termes  , que 
X,  x',  x"....  et  par  suite  -li(x,  x-',  x"....)  toujours  négative  n’attein- 
dront pas  des  valeurs  finies  r,  r',  r" et  ■{(  (r,  r',  r''....);  en  effet 

les  vitesses  initiales  Vo,v„’....  étant  aussi  petites  que  l’on  veut,  on 
peut  faire  en  sorte  que 

ïMitv’  < — (r,  r',  r"....) 

et  si  an  bout  d’un  certain  temps  après  cette  perturbation,  i,  x',  x".... 
pouvait  devenir  r,  r',  r”....  on  aurait  aussi  l’égalité 

imv’  — ï = 2V  (r,  r’,  r"....). 

Celle-ci  combinée  avec  l’inégalité  précédente  conduirait  à 

S me’  <[  0, 

résultat  absurde,  [misqiie  le  premier  membre  se  compose  de  termes 

tous  ))usitif$.  Dans  le  cas  du  minimum,  ’j»  (x,  x’,  x" ) est  positif  pour 

des  valeurs  ci'oissantcs  de  x,  x”,  x"....  et  Lagrange  démontre  dans  la 
Mécanique  Analytique  que  ces  quantités  prennent  lu'ccssairemcnt  des 
valeurs  finies. 
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1D(>.  Alaximum  ou  minimum  de  forces  vives  dans  une  machine  à 
poids,  à liens  inextensibles.  — S’il  s’agit  {l’une  niaeliinc  ù liens 
inexlciisihlcs  et  n’ayant  pour  forces  motrices  (jiic  des  poids,  ou 
peut  distinguer  le  maxiiniiin  du  minimum  par  un  autre  («iraclère. 
En  prenant  l’axe  des  Z vertical  et  dirigtî  vers  le  bas,  et  désignant 
par  Z,  z',  etc.  les  distanees  de  m,  »«',  etc.  au  plan  des  (X,  Y),  on 
aura , parce  (]uc  toutes  les  forces  sont  parallèles  h Z cl  égales  è 
mg , m'y , etc. , 

S me*  = C -H  2gimz. 

Or,  si  on  désigne  par  M la  masse  totale  et  par  z,  l’ortlonnéc  dn  centre 
de  gravité , on  sait  que  l’on  a 

X mz  = M;,  ; 

un  a donc  aussi 


ïme*  = C 

qui  apprend  (|iie  dans  une  machine  à poids  en  mouvement,  la  foix^e 
vive  sera  la  plus  grande  ou  la  moindre  possible  tonies  les  fois  que  le 
centre  de  gravité  de  tous  les  poids  sera  le  plus  bas  ou  le  plus  haut 
possible.  Dans  ces  deux  positions  les  poids  se  font  équilibre  cl  cet 
équilibre  est  stable  ou  instable  suivant  que  le  centre  de  gravité  est  le 
plus  bas  ou  le  plus  haut  possible. 

Si  par  exemple  on  fait  rouler  un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné, 
son  centre  de  gravité  décrira  une  courbe  et  la  force  vive  du  corps  sera 
un  maximum  ou  un  minimum  toutes  les  fois  que  ce  centre  se  trouvera 
placé  en  un  des  points  de  la  courbe  où  l’ordonnée  verticale  est  un 
minimum  ou  un  maximum. 

1!)7.  Égualion  des  forces  vives  dans  les  mouvements  relatifs.  — 
Supposons  le  système  rapporté  par  des  coordonnées  {x,y,  :)....  à des 
a.xcs  rectangulaires  fixes  dans  l’espace  et  par  des  coordonnées  (x',  y', 
z')....,  & des  axes  rectangulaires  mobiles  dans  l’espace  et  parallèles  aux 
premiers.  En  désignant  par  (o,  b,  c)  les  coordonnées  variables  de  l’ori- 
gine mobile , on  aura 

X — a -h  x',  y — b + y,  z = c -t-  z' 

et  l’équation  des  vitesses  virtuelles  du  191,  mise  sous  la  forme 
suivante,  dans  laquelle  (X,  Y,  Z)  sont  les  forces  extérieures,  P les 
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IVirccs  inléricures  et  p les  distances  imiluellcs  des  poiiiLs  du 
système , 


— l m -r—  0 X — £ m 0 II  ■ 
dt*  dt* 


.m-r-rUZ 

dt- 


£X-fx  -4-  £ YJy  -t-  £Z<fî  £P'j/J  £U'Jm  = 0 
devient  en  substituant, 

d*x'  , <Z*n  , d‘x  d*tj'  d*b 

— £«1——  »x'  — £m  -T-  ix^  — £?»-7-t  <fo  — £in— PT  — £»l 

dt*  di*  dl*  dt*  ^ dt*  ^ 

fi^tâ  (l^z.*  (l^c 

— £ »t  -j4  Jft  - s m — sV  — £ m T7^t'  — X m de  -t-  £ X (ii  -+-  -?o) 

(Zt*  rZt*  (Z<*  dl*  ' ^ 

-H  £Y  {ây'  -+-  JZ»)  £Z  (Jz'  -t-  <îr)  -l-  £P!?/4  -i-  £ lîa'i/  = 0 


ou  plutèt,  en  observant  que  3a,  communs 

, . , . d*x  d*ii 

pour  tous  les  points  du  système  et  que  £»i -j-,  » £m-^^j-"”  sont 

égaux  è £X,  £Y...  (N"  183), 


d*x’  , d*u  ^ , d*z'  / d*a\ 

dt*  dl*  •'  dt*  y dt* J 

/ d*l)\  . / d*r\ 

•4-  £ Z Y — m \3ij  -»-  £ Z Z — ■ m j 3z'  -4-  £ P3p  -i-  = O , 

dont  la  forme  est  identiquement  la  même  que  celle  de  l’équation  jiri- 
mitivc,  si  ce  n’est  que  les  rnordonncc.s  absolues  (x,  i/,  i)  sont  remplacées 
pur  les  coordonnées  relatives  (x',  y',  z')  et  qu’aux  forces  absolues 

(X,  Y,  Z)  on  substitue  les  forces  relatives  f X — ) lin  conclut 


d*ii’  , d*z' 

i lit  -ï4-  VII  — £ »i  ■; 

dl*  •'  dt* 


""(''-"‘S) 


On  conclut 


de  là  qu’en  général  toutes  les  projiriéU's  des  mniivcments  absolus  d’un 
système  subsistent  encore  dans  les  mouvements  relatifs;  ainsi,  si  l’on 
remplace  les  variations  arbitraires  ox',  3y’....  vp,  vu  par  les  accroisse- 
ments différentiels  dx',  dÿ...  dp,  du  que  prennent  réellement  x',  y’... 
p,  U pendant  l’instant  (Zt  et  qu’on  représente  par  (X',  Y",  Z')  les  forees 
extérieures  relatives,  l’équation  des  vitesses  virtuelles  devient,  en 
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su|>|)us,int  Ip.s  é(|(iiiliuiis  de  eonditioii  iiidépendiinlo  du  temps,  re  qui 
l'ail  dispaniilrc  L', 

:l  ,lx-  -t-  dy’  -t-  dz'^  = •il  (X'dx  -\-  Tdy'-^rdz')  + UPd/i 

el  si  l’on  iutè;;rc  eelte  équation  entre  deux  éptupie.s  f et  I,  en  désignmil 
par  i’„'  et  v'  les  sitesses  relatives  du  point  m à ees  deux  instants , il 
viendra 

r'  i‘ 

Imv  ’ — ï wuv'*  ==  l (X’</.r'  -v-  ^ 'di/'  •+•  Z'rfr')  -4-  2ï  i IV/;>. 

’r  -’f 

Les  produits  me'*,  X'dx'....  et  l'intégrale  V X'dx'  sont  ap|)elés  |»ar 

analogie,  la  force  vive  relative  du  point  m,  lu  quantité  d'action  rela- 
tive élémentaire  de  X'  et  lu  quantité  d'action  relative  de  X'  entre  les 
époques  I'  et  f;  celte  équation  exprime  donc  que  l'acctoissement  de 
force  vive  relative  d'un  système  entre  deux  époques  est  éijal  au  double 
de  lu  quantité  d'action  relative  des  forces  extérieures  auynienlé  du 
double  de  la  quantité  d'action  des  forces  intérieures.  Cette  équation, 
qui  constitue  le  principe  des  forces  vives  relatives,  est  en  tout  point 
semhlable  à celle  trouvée  au  X“  l'.H  pour  les  forces  rives  absolues. 
Quand  S(X'da'  \'dif  -i-  7.'dz')  est  la  dilTérenlicIlc  exacte  d’une  fonc- 
tion f {x't  y',  z'....)  et  que  P....  sont  des  fonctions  de  p...,  en  désignant 
|)ar  X,’,  y„',  z.!...  p„  les  valeurs  de  x',  y',  z'...  p à l’époque  t,  elle 
prend  la  forme 

ïHir'*  — lnn\-  = 2y  (x',  y’,  z'...)  — if  (x„',  y„\  -i  ilyp — il'cpc 

el  en  considérant  t comme  une  épmpie  lixe  el  l comme  une  époque 
variable  quelconque,  on  conclut  de  cette  éipiation  i]uc  la  force  vive 
relative  Imv'*  d’un  système  reprend  la  même  valeur  toutes  les  fois 
que  x‘,y',z’...  et  p...  reprennent  les  mêmes  valeurs,  c’est-à-dire, 
toutes  les  fois  que  les  positions  relatives  des  dilférents  points  du 
système  redeviennent  les  mêmes.  Si  le  système  se  meut  sans  forces 
motrices  relatives  et  si  les  liens  intérieurs  sont  inextensibles,  (.X', 
Y',  Z')....  P....  seront  nuis  cl  la  quantité  de  bm-e  vive  relative  reste 
invariable. 

I!)8.  ('sage  de  l’équation  des  forces  vives  dans  le  calcul  de  l’effet 
des  machines.  Calculer  l’elTet  d’une  maebine,  c’est  estimer  la  quan- 
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titv  (le  travail  qu'elle  peut  proiluire  peiulaiit  uu  temps  donné.  Tout 
travail  d’une  tnaeliiiie,  dans  le  sens  vulgaire  de  ce  mol,  s'oltlienl 
en  surmontant  une  résistance  exercée  contre  un  point  en  mouve- 
ment et  ce  travail  est  proportionnel  Ji  Tinlensité  de  la  résistance 
et  au  chemin  que  <léerit  son  point  d'application  dans  le  sens  de 
celte  résisUmec.  C'est  ainsi  que  le  travail  ilcsiiné  à élever  de  l’eau 
est  proportionnel  au  poids  île  l’eau  et  à la  hauteur  à laquelle  elle 
est  élevée;  le  travail  fait  par  un  rabot  est  proportionnel  ù la  ré- 
sistance du  bois  et  au  chemin  parcouru  par  le  rabot.  On  peut 
donc  évaluer  un  travail  par  le  produit  d’une  l'orcc  par  un  chemin 
parcouru. 

On  nomme  travail  èUmvnlaire  d'une  force,  le  produit  de  ecltc 
force  par  la  quantité  dont  elle  avance  ou  recule  pendant  l’élément  de 
temps  (//;  un  travail  élémentaire  est  donc  exprimé  jiar  Pdp.  Le  travail 
de  la  meme  force  P pendant  un  temps  fini  est  la  somme  des  |)ro- 
diiils  Pdp  prise  pendant  ce  temps,  c’est-à-dire,  qu’il  est  l’inlégralc 
de  Pdp  prise  dans  cet  intervalle. 

Cela  |iosé,  considérons  une  machine  quelconque  dont  toutes  les 
parties  sont  liées  jiar  des  liens  inextensibles,  afin  de  ne  pas  devoir 
tenir  compte  des  forces  intérieures.  Parmi  les  forces  qui  ajtissent  sur 
celte  machine  en  mouvement,  les  unes  ne  sont  autres  que  celles  qui 
y ont  été  appliquées  pour  la  mettre  en  mouvement.  Nous  les  appelle- 
rons forces  mourantes-,  les  autres  |irovicnnenl  des  efforts  que  la 
machine  est  destinée  à produire  et  des  obstacles  qu’elle  doit 
vaincre  pour  rester  en  mouvement.  Nous  les  appellerons  forces  ré- 
sistait les. 

Il  y a encore  une  troisième  espèce  de  forces  «pii  proviennent  de  ce 
que  les  différents  points  de  la  machine , ayant  aeipiis  une  certaine 
vitesse,  tendent  à la  conserver  indéfiniment  sans  altération.  Ces  forces, 
qui  peuvent  maintenir  quelque  temps  le  mouvement  de  la  mnehine, 
se  nomment  forces  d'inertie. 

On  a vu  (N"  f4l)  que  dans  tout  système  de  forces  à liens  inexten- 
sibles, le  travail  élémentaire  des  forces  d’inertie  est  égal  au  travail 
élémentaire  des  forces  motrices;  on  a doue  dans  toute  machine  en 
monvement,  en  désignant  |>ar  m,  i/T,  etc.,  les  masses  des  difléi'cntes 
parties  delà  machine,  par  e,  r'....  leur  vitesse,  par  P,  P’....  les  forces 
mouvantes,  par  dp,  dp',  etc.  leurs  dé|)lacemenls  pendant  dl , par 
Q>  Q’ï  Q ’>  clc-  les  forces  résistantes  et  dq,  def,  etc.  leurs  déplacements, 

inivdv  = iPdp  +•  iQdq  , 
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ou  en  intégrant  dejuiis  le  temps  / jusqu’au  temps  t'  et  désignant 
par  V,  V'....  les  vitesses  initiales  de  m,  tn,  ete. 


dans  laquelle  le  premier  memhre  représente  la  moitié  des  forces  vives 
gagnées  entre  les  deux  éjioques  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  (X"  H4), 
le  travail  des  forces  d'inertie.  Remunpions  que  le  mouvement  de  la 
mneliiue  ayant  lieu  dans  le  sens  des  forces  luoiivuntcs  et  en  sens 
inverse  des  forées  résistantes,  il  en  résulte  cpie  Pi/p  est  positif  et  Qr/q 
négatif;  lequatioii  précédente  prend  donc  toujours  lu  forme 

I 1 r*  r*’ 

- Sme*  — - ïmV*  = S \ Ihlp  — S \ Qdq. 

^ - h )t 

Telle  est  réquation  générale  des  forces  vives  ern|)loyée  dans  la 
théorie  des  machines;  elle  exprime  que  pendant  un  intei'vallc  de 
temps  quelcoiupie,  la  (|uantitc  de  travail  des  forces  d’inertie  ou 
la  moitié  de  raecroissement  des  forces  vives  est  égale  à l’excès  du 
travail  des  forces  mouvantes  sur  celui  des  forces  résistantes. 

On  a donné  aux  sommes  ïP</p  et  SQf/cy  différentes  dénominations, 
telles  ipie  ciuanlilès  d'action  élémenlaire.s , effet  dynaini>iue , etc. 
Nous  leur  laisserons,  d'après  M.  Coriolis,  la  dénomination  de  quantité 
de  travail  élémentaire  des  forces  mouvantes  et  résistantes,  ou  travail 
moteur  et  travail  résistant. 

Ou  tire  de  l’éipiation  des  forces  vives  lu  valeur  suivante  : 

r''  r*'  1 

ï l Qdq  = - ^ P'fp  — 2 ~ ïmV‘) , 

J f w t 

c’est-ii-dirc,  que  le  travail  résistant  est  toujours  égal  au  travail  moteur 
iliminué  de  la  moitié  de  la  force  vive  qui  a été  introdiiilc  dans  les 
organes  de  la  machine  pendant  un  certain  intervalle  de  temps. 

Si  le  temps  I est  compté  à [lartir  du  moment  où  la  machine  était 
immobile,  sera  nul  et  il  viendra 

1*^  r*  I 

V l (jdq  = ï \ P(/p T îiiir*. 

-Ü  -H)  ^ 
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On  voit  donc  qu’à  une  é|>uquc  quelconque,  le  travail  résistant  de  la 
niacliine  est  inférieur  au  travail  mouvant,  de  la  moitié  de  la  force  vive 
qui  l’anime.  D’un  autre  côté,  si,  à une  certaine  époque,  les  forces 
motrices  cessent  d’agir  et  que  le  inouvcmciit  continue  par  le  seul  effet 
des  forces  d’inertie,  on  aura  |iour  le  travail  résistant  olitenu  depuis 
cette  cpoi|uc  jusqu’à  l’entière  destruction  des  mouvements, 

1 

l /Qdq  =- ïmu* 

c’est-à-dire,  que  le  travail  résistant  fourni  par  les  forces  d’inertie  est 
égal  à la  demi-somme  des  forces  vives  qui  animaient  la  machine.  Ku 
rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  voit  qu’en  évaluant  le  travail 
d’une  machine  depuis  sa  mi.se  en  mouvement  Jusqu'au  repos,  son 
travail  résistant  sera  toujours  égal  à son  travail  mouvant. 

Si  la  force  mouvante  est  un  poids  P qui  descciul  et  la  force  résistante 
un  poids  Q qui  s’élève,  P et  Q seront  constants  et  il  viendra 

i ïmu»  = P/J  — Qq , 

P et  q seront  évidemment  les  hauteurs  tlont  P et  Q seront  descendu 
et  monté  depuis  le  commencement  du  mouvement.  On  tire  de  là 

Qf/  = Pyj  - ^ S me», 

c’est-à-dire  que,  quelle  que  soit  la  machine  employée  pour  soulever 
un  poids  au  moyen  d’un  autre  poids , le  produit  du  poids  soulevé,  par 
la  hauteur  à laquelle  on  l’aura  élevé  est  toujouis  inférieur  au  produit 
du  contrepoids  ()ar  la  hauteur  dont  celui-ci  est  descendu  , d’iiiie  c|uan- 
tité  égale  à la  moitié  de  la  force  vive  qu’on  a communiquée  aux  parties 
de  la  machine. 

lO'J.  Travail  HtUe.  Travail  perdu.  Unité  dynamique. — Observons 
que  le  travail  résistant  se  compose  du  travail  que  la  machine  est 
destinée  à produire,  ou  travail  utile,  et  du  travail  résultant  des 
frotlcnieuts , de  la  résistance  de  l’air,  etc.,  qui  sont  autant  de  forces 
s’opposant  au  mouvenieut.  .Si  donc  on  réserve  la  lettre  Q pour  les 
forces  qui  produisent  le  travail  utile  et  si  on  di-sigue  par  H celles  qui 
proviennent  des  résistances  passives  proprement  dites  et  qui  ne  pro- 
duisent qu’un  travail  perdu,  il  viendra 

- ïmr» ■ïmV»=ïi  Vdp  — si  Qdc/  — ï l lldr, 

^ h .1  -t 
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il’oii  l’oii  tire 

(■*  f*  r*  I 

Q(/(y  = ïl  — sV  R(/r  — - (ïmr*  — SmV‘), 

J<  h h 

c’est-à-dire,  que  le  travail  utile  d’une  machine  pendant  un  certain 
temps  est  égal  au  travail  moteur  ditniuué  du  travail  des  forces  passives 
cl  de  la  moitié  de  la  force  vive  qui  a clé  ajoutée  aux  orgaue.s  de  la 
machine  pendant  ce  temps. 

Si  les  intégrales  sont  prises  depui.s  le  moment  où  la  inaehine  est 
mise  en  raouvcmeul  jusqu’au  luomeut  où  elle  s’arrête,  il  viendra 

= P(/y)  — lldr. 

Celle  équation  exprime  que  le  travail  utile  est  toujours  inférieur  au 
travail  moteur  d’une  quantité  égale  au  travail  des  frottements,  etc. 
Comme  on  ne  peut  soustraire  une  maehiiie  aux  uelions  de  ces  der- 
nières forces,  on  voit  que  toute  machine  produit  nécessairement  un  tra- 
vail utile  inférieur  au  travail  des  forces  qui  la  mettent  en  mouvement. 

Il  est  visible  que  t /'Qdff  représente  toujours  une  force  multipliée 
par  une  ligne  droite  parcourue  par  son  point  d’a|ipIieation  , et  comme 
toute  force  peut  être  assimilée  à un  poids,  celte  somme  peut  toujours 
être  assimilée  à un  poids  multiplié  par  une  certaine  hauteur  à laquelle 
on  l’aurait  élevé.  Pour  rendre  ces  intégrales  comparables  dans  les 
différentes  machines,  on  a udo|>té  pour  unité  de  travail  le  produit  de 
1000  kilogrammes  par  une  hauteur  de  1 mètre,  c’est-àHlire,  qu'une 
machine  aura  jiroduit  un  travail  égal  à l’unité  lorsque  sou  travail  utile 
sera  égal  au  produit  de  1000  k.  par  1"“  de  hauteur.  Ou  a donné  à ce 
]>roduit  le  nom  d’unité  thjnamiifue. 

200.  Principe  de  la  iiuiimlre  action.  — L’expression  générale  de  la 
variation  d'une  intégrale  définie  (N"  511  du  traité  d’analyse)  conduit 
à un  principe  important  de  mécanique,  connu  sous  le  nom  de  principe 
de  la  moindre  action  qui  consiste  en  ce  que,  entre  deux  positions 
par  lesquelles  passe  à deux  é|)oques  quelconques,  un  système  de  points 
matériels  soumis  à l’action  de  forces  motrices,  les  vitesses  acquises  et 
les  courbes  décrites  [lar  les  différents  points  sont  celles  pour  Icsiiuelles 
la  somme  des  intégrales  des  |iroduits  de  la  masse  de  chaque  point  par 
la  vitesse  cl  par  l'éléineut  de  la  eourhe  décrite,  ces  intégrales  étant 
prises  ilepuis  les  premières  positions  jusqu’aux  secondes,  est  un  mini- 
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imim,  pourvu  que  ï(X(/x  -v-  \ily  + Zdz)  soit  une  (liflrrculielle  exacte, 
ou  pourvu  que  les  forces  vérilicnt  le  principe  de  la  conservation  des 
forces  vives.  En  d’autres  ternies,  eelte  somme  d’intégrales  prises  pour 
les  courbes  que  suivent  en  réalité  les  points  materiels  du  système  est 
moindre  que  pour  tout  autre  mode  de  déplacement  entre  les  deux 
mêmes  positions  exlrcnies,  obtenu  soit  en  rendant  fixes  certains  points, 
soit  en  les  assujettissant  à glisser  sur  des  courbes  fixes,  soit  enfin  en 
introduisant  de  nouvelles  liaisons  entres  les  points,  pourvu  (jiie  celles-ci 
soient  de  longueur  invariable.  En  désignant  par  (x',  tj',  z)  et  (x",  s") 

les  coordonnées  extrêmes  de  la  courbe  di'crite  en  réalité  par  run  des 
points  m du  système,  celte  somme  est  représentée  par 

T*''  se'' 

^x  

£ l mvds  = - 1 wii'j/i  -I-  ■+■  p^dXf 

-x'  Jx' 

il  faut  donc  démontrer  que  des  variations  quelconques  infiniment 
|)clitcs  introduites  dans  la  forme  des  courbes  passant  par  les  deux  po- 
sitions extrêmes  et  dans  les  vitesses,  ne  produisent  dans  l’intégrale 
précédente  aucun  accroissement  ou  aucune  variation,  c’est-à-dire,  que 
l’on  a 

^x" 

l «II!  |/ 4 -t-  ■+■  P*  dx  = 0 

'x' 

on 

ee" 

- 

I l «ir  (/ 1 -i-  /)*  -i-  p^  dx  = 0. 


Pour  le  démontrer,  remarquons  que  dans  cette  somme  d’intégrales 
définies,  chaque  fonction  «lej/l  p*  + p*  contient  trois  variables 
fonctions  de  x,  .savoir  v,  p cl  y^fonctions  de  y et  z;  on  a donc,  en  re- 
présentant mv |/ 1 -t-  p^  -h  P*  par  V et  en  prenant  séparément  les 
variations  pour  chaque  point  matériel,  sauf  à les  réunir  ensuite. 


V ==  iMt'i/ 4 + /;«  -H  ~ = 0, 


dV 

(iz 


d\  ^ 


■ p^  + p; 


d\  tnvp 

j/4  O-  p’  -t-  P,* 


dV  mvp, 

[/ \ + p'‘  -i~  P* 
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L’int€g!*alc  dt^fînic  qui  entre  dans  I^expression  de  lu  vurialion  de 

çx"  

\ mv  i/i  /'*  + P* ‘I"  traité  d’analyse)  est  donc 

•'t' 


1 / mvp 

V ^ 

dx  \j/l i 

7 \i/i-hp*-t-py 

-4-  -4- -H  A"  J dx 

ou , en  rcinnlacant  (/ 1 -♦-/)*+  A,  A'  et  A''  par  leur  valeur^  » 

(IX 

iy  — püx,  Sz  — /V^x,  et  iJr  — f4x,  dans  laquelle  p représente 

^ j^wds iJü  — I mods  — pd  ^n»  — p/l  ^me  | âx 

(is 

Cette  intégrale  devient  en  remarquant  que  ^a  pour  valeur-^  > 

-(rrfe  d.y  _ _ J d,, 

et  si  l'on  remarque  que  l’on  a 


et  par  conséquent  en  diflérentiant, 

dhj  . rf’i 


d*x 


vdv du — dz  —-rz  <l-r, 

dp  •'  dP  dp  ’ 


l'expression  jiri'rédcnlc  prend  la  forme 

”C(’ 


d*x  d*u  , d*z 

l'^e — Sx TT  T~ 

dp  dp  ■’  dt 


jSz'^dl, 
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ou  plutôt,  en  désigmuit  par  t'  et  t"  le  temps  au  moment  du  passage  du 
système  par  les  deux  positions  extrêmes, 


m 


dt. 


Cette  intégrale  ne  se  rapporte  qu’à  la  seule  masse  m;  si  l’on  prend 
les  valeurs  analogues  pour  les  autres  masses  m',  m"  ete.  la  somme  des 
intégrales  définies  qui  entre  dans  l’expression  de  la  variation  de 

fX" 

ï l Wll’  j/  1 H-  /J*  -t-  B • dx 
Jx 


deviendra,  en  observant  que  les  limites  l'  et  t"  sont  les  mêmes  pour 
toutes  les  masses. 


Or,  je  dis  que  la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  est  nulle, 
pourvu  que  les  forces  tant  intérieures  qu’extérieures,  représentées  par 
(X,  Y,  Z),  soient  telles  que 

ï (Xrfx  -4-  Ydÿ  -I-  Zt/z) 

forme  une  différentielle  exacte  d’une  fonction  des  coordonnées  con- 
sidérées comme  indépendantes;  en  effet  en  représentant  l’intégrale  par 
y{x,  ij,z),  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  donnera 

ïme’  = 2y  (x,  y,  z), 

équation  qui  subsiste  après  comme  avant  la  perturbation,  puisque  les 
forces  restent  les  mêmes,  et  qui  n’est  pas  altérée  par  l’introduction 
de  nouveaux  liens  intérieurs  (pourvu  que  ceux-ci  soient  inextensibles), 
puisque  l’on  sait  (fin  du  N°  189)  que  les  forces  provenant  des  liaisons 
de  cette  espèce  n’entrent  pas  dans  l’équation  des  forces  vives.  Il  suit 
de  là  que  le  second  membre  ne  contient  d’autres  variables  que  les 
coordonnées  (x,  y,  z),  cUî.  et  que  par  conséquent  sa  différentielle  et 
sa  variation  sont  identiques;  on  a donc 
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Cl  en  «'iTivanl  iv,  ox....  au  lipu  de  dv,  dx. 


Pt  par  suitp , 


\dx  dij  dz  J 


ïmra'ü  = l\ox  -v  iYo'^/  + 'L’I.ùz, 


attendu  que  ï (Xr/x  -r-  \dtj  -t-  Zf/r)  est  la  dilT(?renlielle  totale  de 
® (x,  y,  z).  D’un  autre  eôté,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne 
entre  les  forces  motrices  (X,  Y,  ZJ  cl  les  réactions  ducs  à l’inertie  qui 
leur  font  équilibre,  la  relation 

- '-(z— 


on  a donc 


d*x 


(/*!/ 

y III  — — fîii 


d^z 


: Mira  P = : m — ax  ï m Vr  » 7 -t-  î »«  -r:  o«  > 
dl*  dr-  ^ dl* 

ce  qui  fait  disjtaraitrc  coinplèleincnt  l’intégrale  définie  qui  entre  dans  la 

variation  de  l Imvds,  dont  il  ne  reste  que  les  ternies  qui  sc  rap- 
'x' 

portent  aux  limites,  savoir 

.m  ("p'V i— - JL' 

\ ' l/l  1 ‘ «:’V 


— £ m ^p'  |/ 


I -+-  })'*  -t-  ]>', 


—.J  (/'*  />;*) 


p - p?y 


r P 

-1-  £»ii  ' 


^ ~oy  — im  — 

j/TJ  p '»  H-  p:  » /l 


’P 


£m- 


vy; 


-t-  P ' 4-  p; 


|/l  4-  p' 

on  bien  en  réduisant , 

mv 


"i  * 


y'  1 4-  p'*  4-  p'* 


/I  4-p"*  4 p; 

me 


4-  p'*  4-  pl’ 


— : ( Jx"  4-  p"  4-  p''aî") 
(a’x’  4-  p'o'y'  4-  p;*'). 
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uu  enfin 


, „ du" , „ dz"  , /dx'  , du'  . , 

dt  dt  dt  J \dt  dt  '' 


purcc  que  l’on  a 


V 


ft 


ds" 

ir 


dx' 

di 


Comme  les  positions  extrêmes  des  différents  points  sont  invariables  par 
hypothèse,  les  variations  oV',  itj",  Sz',  etc.,  Sx',  Sy,  3z',  etc.  sont 
nnlles  et  l’on  u pur  conséquent 

il  \ mvds  = 0, 

Jx' 


soit 


rx" 

d’où  l’on  conclut  que  £ l mvds  est  en  général  uu  un  maximum  ou 
Jx' 

uu  minimum. 

Il  est  à remarquer  que  les  termes  auxlimites  peuventdisparaitreetpar 
conséquent,  qu’il  peut  y avoir  maximum  ou  minimum  sans  que  les  va- 
riations Sx",  etc. soient  nullcs  on  sans  que  les  positions  extrêmes  soient 

• 1 . ; n-  ...  ^ A \ 

invariahlcs;  il  simil  en  general  que  iml-j^ox  -i-  -^oy  -t-  — iz  \ S' 

nul  aux  deux  limites,  ce  qui  a lieu,  par  exemple,  pour  deux  positions  où 

les  points  extrêmes  sont  immobiles,  pnisqn’alors  les  vitesses  «fc. 

sont  nullcs.  Cette  condition  est  aussi  remplie  dans  les  positions  du 
système  où  les  quantités  de  mouvement  des  points  extrêmes  se  font 
équilibre,  puisque  les  équations  des  vitesses  virtuelles,  appliquées  à ees 
quantités  de  mouvement  ou  à des  forces  équivalentes,  sont  visiblement 


Comme  des  quantités  de  mouvement  appliquées  à des  points  fixes  sont 
aussi  détruites,  on  peut  dire  d’une  manière  générale  que  dans 
le  mouvement  d'u/i  système,  1 J' mvds  a une  valeur  maxima  nu 
minima  entre  deux  positions  pour  lesquelles  les  quantités  de  mouve- 
ment extrêmes , appliquées  seules  aux  points  matériels  extrêmes,  soit 
fixes,  soit  variables,  s’entredétruisent.  Cette  propriété  subsisterait 
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encore  si  quelques-uns  des  points  étaient  assujettis  à demeurer  sur  des 
surfaces;  car  dans  ce  cas  tous  les  raisonnements  précédents  seraient 
encore  vrais  et  par  conséquent  1a  variation  de  l’intégrale  définie 
s’évanouirait  encore.  Quand  le  système  se  réduit  à un  point  matériel 
glissant  sans  force  motrice  entre  deux  points  fixes  sur  une  surface, 
on  sait  que  la  vitesse  est  constante;  d’où  il  suit  que  c’est  alors  y ds, 
e’est-ü-dirc,  l’are  s décrit  qui  est  maximum  ou  minimum. 

(X" 

La  somme  d’intégrales  1 \ mvds  peut  être  mise  sous  la  forme 
'x' 

f‘" 

l linv*dt  en  remplaçant  ds  par  vdt,  et  comme  ïmr*  est  la  quantité  de 

h' 

force  vive  qui  existe  à une  époque  quelconque,  on  voit  que  le  principe 
de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que  le  passage  du  système  d'une 
position  donnée  à une  autre  position  donnée  se  fait  de  manière  que  la 
quantité  de  force  l’irc  intégrée  par  rapport  au  temps  entre  ces  limites, 
est  un  minimum  ou  un  maximum.  Si  le  système  se  meut  sans  forces 
motrices,  on  sait  que  imc*  est  invariable  et  l’intégrale  définie  devient 

ïnn;’  l dt  = (t"  — f)  ïmii*  ; c’est  donc  alors  t"  — ('  qui  est  maxiininn 

ou  minimum,  c’est-à-dire,  que  le  passage  d’une  position  à l’autre  se 
fait  dans  le  moindre  temps  possible. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à rechercher  les  caractères  généraux 
auxquels  un  peut  reconnaître  qu’il  y a maximum  ou  minimum,  parce 
que  cette  distinction  sera  ordinairement  facile  dans  chaque  application. 
Bornons-nous  à remarquer  que,  sauf  quelques  cas  particuliers  tels  (jue 
ceux  où  les  points  sont  assujettis  à demeurer  sur  des  surfaces  fer- 
mées, les  questions  en  général  ne  comportent  jias  de  maximum, 
attendu  qu’il  est  visible  qu’on  peut  faire  croître  indéfiniment  ces  inté- 
grales en  allongeant  les  courbes  décrites. 

201.  Applications  du  principe  de  la  moindre  action.  Lois  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière.  — Le  principe  de  la 
moindre  action  peut  servir  à trouver  les  équations  du  mouvement  d’un 
système  de  corps  ; mais  comme  son  existence  est  soumise  à de  nom- 
breuses restrictions,  son  usage  est  beaucoup  plus  borné  et  moins  com- 
mode que  celui  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Nous  nous  borne- 
rons à l’appliquer  à 1a  recherche  de  la  loi  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction  de  la  lumière  dans  l’hypothèse  de  l’émission. 
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Supposons  qu’iiiio  niulécule  lumineuse  émanée  d’un  point  B (fig.  Hcji^ 
soit  réllécliic  par  Taxe  des  X au  point  D et  arrive  au  point  C;  soit  m 
sa  masse,  BDC  sa  Irajcetoirc  et  s une  portion  quelconque  de  sa  lon- 
gueur comptée  à partir  du  point  B et  r la  vitesse  de  rémission.  On 
devra  avoir  entre  les  points  extrêmes  B et  C, 


mvds  = 0 ou  bien 


f. 


f/s  = 0, 


(wreeque  le  rayon  restantdans  le  même  milieu,  la  vitcssce  est  constante; 

C x" 

maisl  (h  n’est  autre  chose  que  le  ehcniin  total  parcouru,  c’est-à-dire, 

• X 

BD  -f-  DC  ou  s -H  s’;  ou  a donc 

S (s  -f-  s')  = 0, 

ou  bien  en  rejirésentant  AD  par  x, 

o[j/{x  — x')*  -h  ,/•>  H-  y/{x"  — xy  + y"']  = 0. 

En  prenant  la  variation  ou  la  (lifFérrnliclIc  par  rapport  a x,  on  trouve 
X — X x"  — X 

|/(x  - x')*  -t-  \/ [x"  — x)*  f* 

e’est-à-tlire , 

X — x’  x'  — X hl)  cl) 

t= ou  - = 

s s BD  CD 

Cette  proportion  fixe  la  position  du  point  D et  il  est  facile  d’en 
conclure  que  les  angles  d’iiiciilence  et  de  réflexion  BDb  et  CDc  sont 
égaux. 

Si  la  molécule  lumineuse  émanée  du  jioinl  B arrivait  au  point  C'  en 
passant  d’un  milieu  dans  un  autre  séparés  par  l’axe  des  X,  en  appe- 
lant U la  vitesse  constante  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  le 
premier  milieu  et  v'  dans  le  second , l’équation  de  la  moindre  action 
donnerait  encore 

* 9i  nwds  — 0, 

•’x' 

d’où  l’on  tire  en  prenant  l’intégrale  d’abord  depuis  B jusqu’à  I)  et 
ensuite  depuis  D jusqu’à  C, 

^(rs  uV)  = ü. 
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(î  (v  \/(x  — x')*  y'*  -t-  u'  >/iX"  — x)*  -f-  y"*)  ^ 0 , 

cl  en  elTcctiianl  la  dilTéi-ciUiation  , 


t!  (x  — x')  v'  (x"  ■ 


on  bien 


Db 


üc' 


Il  — = t> 

ÜI)  C'I) 


EE'  (itaiU  une  normale  à Taxe  des  X,  on  a 

Dft 


De' 


in  DDE  = sinC'ÜE'=_, 


il  vient  donc 


$in  UDF,  v’ 
sin  diF  “ V ' 


Comme  v et  v'  sont  des  constantes , on  conclut  de  là  que  le  rapport  des 
sinus  d(^  angles  BÜE  et  E'UC'  est  invariable  et  par  consi^quent  que 
dans  le  passage  dn  rayon  lumineux  d'un  milieu  dans  un  autre,  le 
rapport  des  sinus  des  angles  d’ineideiicc  et  de  réfraction  est  invariable. 
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Théorie  ilii  rlioc  des  corps  él.ssliques  ou  impnrraitemcnl  élastiques.  — Mesure 
du  choc  de  deux  corps.  — Choc  de  deux  sphères.  — Ilélermination  par  l'cxpé- 
ricncc  du  eactliiicnl  d'élaslicilo  dans  le  choc  de  deux  sphères. 

202.  Théorie  du  choc  des  corps  élasliques  ou  impurfaitenienl 
élaslitjites.  — Jusqu’ici  ou  a supposé  que  lorsque  deux  corps  viennent 
SC  clioqucr,  ils  s’aplatissent  d’une  certaine  quantité  nu  point  de 
contact  et  que  pendant  celte  compression  il  se  développe  entre  eux 
une  force  variable  de  grandeur,  qui  finit  par  s’évanouir  quand  la 
compression  est  à son  maximum.  Nous  avons  appelé  ce  phénomène 
percussion  ; mais  dans  tous  les  corps  connus,  cette  percussion  est 
suivie  d’un  autre  phénomène  qui  consiste  en  ce  que,  après  la  compres- 
sion , les  deux  corps  tendent  à reprendre  en  partie  leur  première 
forme , en  recommençant  à se  presser  mutuellement  avec  une  certaine 
force  qui,  après  avoir  été  en  croissant  pendant  quelque  temps,  finit  aussi 
par  s’évanouir.  Nous  ap])ellcrons  choc  rcnscmhlc  de  ces  deux  elTcts.  Si 
cette  seconde  compression  n’avait  pas  lieu,  ou  si  les  corps  ne  tendaient 
pas  à reprendre  leur  j)rcmièrc  forme  après  la  percussion,  les  corps 
seraient  dits  non  élastiques.  Cette  seconde  partie,  qui  constitue  la 
détente  des  corps,  est  diic  à leur  élasticité.  Tous  les  corps  sont  doués 
de  cette  propriété,  quoique  à des  ilegrés  bien  différents;  tous  tendent 
à reprendre  leur  première  forme  en  exerçant  de  nouveau  un  effort 
|)lus  nu  moins  énergique  contre  ceux  qui  ont  servi  à les  comprimer; 
mais  en  général  ils  ne  reprennent  qu’en  partie  leur  forme  primitive, 
et  le  rapport  de  l’étendue  de  celle  détente  à l’élcndue  de  la  compression. 
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aussi  l)icn  que  le  l’apport  tic  l’intensité  de  la  pression  avant  et  pen- 
dant la  détente,  forment  les  éléments  essentiels  de  la  mesure  de 
l’élasticité  d’nn  corps. 

Pour  soumettre  au  ealeul  le  phénomène  du  clioe,  on  admettra 
1”  que  pour  tous  les  corps,  la  durée  de  la  détente  est  la  même  que 
celle  de  la  percussion,  2”  que  dans  les  deux  parties  du  phénomène 
la  pression  varie  suivant  la  même  loi,  ce  qui  suppose  que  pour  des 
instants  également  éloignés  du  moment  moyen  ou  du  moment  de  plus 
grand  aplatissement,  le  rapport  des  pressions  reste  le  même;  euün 
3"  que  le  rapport  de  raplatissement  cl  de  la  dilatation  pendant  un 
instant  dt  également  éloigné  de  l’instant  moyen  reste  invariable.  Cela 
posé,  appelons,  comme  plus  haut,  e et  V les  vitesses  des  corps  avant 
et  après  le  choc,  V'  la  vitesse  après  la  percussion,  T cl  T,  les  forces 
de  pression  développées  entre  deux  corps  à une  époque  quelconque 
de  la  percussion  cl  de  la  détente,  dq  et  dq^  les  aplatissements  réunis 
des  deux  corps  pendant  des  instants  dl  pris  à égale  distance  de  l’instant 
moyen , c’est-à-dire  l’allongement  ou  le  raccourcissement  du  lien 
fictif  qui  unit  les  deux  corps.  On  a vu  au  X"  194  que  si  l’on  compare 
le  commencement  et  la  fin  de  la  percussion , on  a 

ïinV'*  — imv*  = ’i/'Tdq. 

D’un  autre  côté,  en  comparant  les  forces  vives  au  commencement  et  à 
la  fin  de  la  détente  considérée  comme  une  seconde  percussion,  on  a 
aussi 

l'i- 

ïwV*  — ïmV'*=  2\  T, i/o 

.0 


d’ou  l’on  tire  en  additionnant, 

2 Ç rdq  + -2  T dq, 

Jo  ^ 


2 Tdq  — al*  T//«  , 

Jo  Jo 

parce  que  pendant  la  période  de  la  percussion , dq  répond  à un  rap- 
prochement des  deux  corps,  tandis  que  pendant  la  détente,  dq  répond 
à un  écartement. 


— ïme*  = 

on  plutét, 

lm\*  — imv^  — 
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Par  hypolhèsc,  les  rapports  ;jf  et  -p  des  pressions  et  des  aplatisse- 
ments pour  des  moments  équidistants  de  l'instant  moyen  restent  in- 
variables; si  donc  on  les  désigne  pur  ti  et  n',  on  aura 

= nn'Tdq 


et  en  substituant,  la  dernière  équation  des  forces  vives  deviendra 


ïmV* 


V Hif*  = 2(1  — nn') 


Dans  tous  les  corps  connus,  les  rapports;»  et  «'  sont  inférieurs  à l'unité, 
parce  que  la  détente  est  toujours  moindre  que  l’aplatissement  et  que  T, 
est  plus  petit  que  T.  Il  suit  de  lîi  que  le  facteur  constant!  — nn'  est  positif 

et  comme  on  n vu  (N“  19-4)  que  Tdq,  et  par  suite  que  ( Tdq  est  une 

quantité  négative,  il  résulte  de  cette  équation  qu'il  y a toujours  perte 
de  force  vive  dans  le  choc  de  corps  qui  ne  sont  pas  parfaitement 
élastiques.  Si  »»ctn',  d’où  dépend  le  degré  d’élasticité  combinée  des  deux 
corps , étaient  égaux  à l’unité , auquel  eus  l’élasticité  des  deux  corps 
serait  parfaite,  le  second  membre  serait  nul  et  il  n’y  aurait  pas  de 
perle  de  force  vive;  si  au  contraire  n ou  ;»'  était  nul,  ce  qui  indiquerait 
l’absence  de  toute  détente,  il  viendrait 


comme  au  N"  !94. 

On  a vu  que  u étant  la  mesure  de  la  percussion , on  a 


2 \ ’l'dq  = — mu*  — m 

-0 

il  vient  donc,  en  désignant  le  produit  nn'  par  k*,  que  nous  appelle- 
rons coefficient  de  l’élasticité  dans  le  choc  des  deux  corps  m et  m', 

ïwiv*  — ïmV’  = (!  — k’)  «*  — — = (!  — k‘)  «•  f — h » 

' ' mm  ' \m  m' J 

qui  apprend  que  la  quantité  de  force  in'fe  perdue  pur  suite  d'un  choc 
entre  deux  des  corps  du  système,  est  égale  au  produit  du  binôme 
! — k*  par  le  carré  de  la  mesure  de  la  percussion  et  par  la  somme 

52 
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(les  inverses  des  deux  niasses,  ou  est  èriale  à la  somme  de  ces  produits, 
s’il  y a plusieurs  cliors  simultanés. 

Celte  .snmiiie  est  mille,  si  Imis  les  corps  sont  parfaitemeut  élastiques; 

elle  est  é^ale  ii  lu'  { — -r-  — , ] si  les  eurps  sont  dépourvus  d'élasticité. 
V^  iii  m J 

Quand  le  système  se  compose  de  deux  eorjis  m et  m'  qui  viennent  se 
choquer,  l’équation  se  réduit  à 


mv' 


m'v''  — mV*  — 


m'V'*  = (1  - k') 


et  si  le  système  se  réduit  îi  un  point  matériel  exerçant  un  choc  contre 
un  corps  fixe,  il  vient 

mv'  — wi  V*  = ( I — k*)  — > 
m 

valeur  que  l’on  déduit  de  la  précédente  en  y faisant  m'  infini,  car 
supposer  m'  infini,  est  l'équivalent  de  dire  qu’il  reste  fixe,  puisque 
dans  les  deux  cas  il  restera  innnohile  malgré  le  choc.  Il  est  à remar- 
quer que  le  cüefiîcienl  d’élasticité  A*  n'est  pus  absolu  pour  chaque 
corps,  mais  dépend  de  la  natiu'c  des  deux  corps  en  contact  et  doit  être 
déterminé  par  expérience  comme  on  le  verra  plus  loin. 

205.  Mesure  du  choc  de  deux  corps.  — L’hypothèse  que  nous  avons 
faite  au  numéro  précédent  sur  le  rapport  entre  les  forces  de  pression 
des  corps  choquants  pendant  la  détente  et  pendant  la  percussion,  con- 
duit immédiatement  à lu  mesure  du  choc,  c’est-à-dire  de  la  quantité 
de  mouvement  que  le  choc  communique  au  corps  choqué,  comme  nous 
avons  déterminé  plus  haut  (>'"•  133,  178,  179)  la  mesure  u de  la  per- 
cussion; il  résulte  en  effet  de  l'invuriahilité  de  ce  rapport,  que  les 
quantités  de  mouvement  communiquées  pendant  un  même  instant  dt 
sont  aussi  dans  le  rapport  constant  n,  <iui  sera  aussi  celui  des  sommes 
des  quantités  de  mouvement  engendrées  pendant  chucunc  de  ces  deux 
périodes.  I.a  quantité  de  mouvement  engendrée  pendant  la  percussion 
étant  «,  celle  qui  l'est  pendant  la  détente  sera  donc  nu  et  la  quantité 
totale  de  mouvement  duc  au  choc,  c'est-à-dire  sa  mesure,  sera 
n -4-  nu  :=  U (I  »i).  Celte  valeur  devra  être  substituée  à u dans  les 
formules  des  N“*  1 55  et  suivants  pour  avoir  les  circonstances  du  mouve- 
ment après  le  choc.  La  valeur  du  facteur  n , comme  celle  de  k',  n’est 
pas  absolue  pour  chaque  corps,  mais  est  relative  aux  deux  corps  en 
contact , à moins  que  ceii,x-ei  ne  soient  de  même  nature. 

Les  forces  qui  se  développent  pendant  la  détente  entre  les  corps 


Digitized  by  Google 


DVNAIIKJUE. 


407 


choquants  d'un  système  devant  aussi  être  considérées  comme  des 
forces  intérieures , il  est  visible  que  les  principes  de  la  conservation 
des  aires  et  du  mouvement  du  centre  de  gravité  (N"‘  187  et  188)  qui 
sont  indépendants  de  ces  forces,  subsisteront  quel  que  soit  le  degré 
d’élasticité  des  corps,  et  si  des  chocs  avaient  lieu  contre  un  obstacle 
ne  faisant  pas  partie  du  système  (N°  187),  le  centre  de  gravité  se 
mouvrait  de  la  meme  manière  que  si  toute  la  masse  y était  concentrée 
et  que  ce  point  reçût  des  chocs  équivalents. 

204.  Choc  (le  deux  sphères.  — Considérons  en  particulier  le  cas 
où  une  sphère  homogène  est  choquée  par  une  autre  sphère  homo- 
gène et  déterminons  d’abord  les  vitesses  après  la  percussion.  Comme 
la  normale  suivant  laquelle  agit  la  percussion  passe  par  les  centres  des 
deux  sphères,  centres  qui  sont  aussi  leurs  centres  de  gravité,  l’on  sait 
(fin  du  N“  177)  que  la  percussion  ne  change  rien  au  mouvement  de 
rotation  antérieur  des  deux  corps.  Quant  à l’équatioii  du  X*  178, 
qui  donne  la  valeur  de  «,  elle  devient,  en  désignant  par  a'  et  e les 
angles  formés  par  les  directions  des  vitesses  V et  » du  corps  choqué  M 
et  du  corps  choquant  ni  avec  la  normale  commune  ou  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres  au  moment  du  couUict , 

V cos  a -4-  = U cos  s 

M m 


qui  exprime  visiblement  que  les  vitesses  des  deux  corps  dans  le  sens 
de  cette  normale  , sont  égales.  On  en  lire 

Mm  , „ 

U = (v  cos  £ — V cos  a). 

■M  -f-  m 


La  vitesse  communiquée  nu  corps  .M  |>ur  rdTct  de  la  percussion , 


ou  — est  donc 

M 


m 


M -4-  m 


(u  cos  £ — V cos  a') 


qui,  après  le  choc  entier,  devient 


m 

M -4-  m 


(1  1-  n)  (c  cos  £ — V cos  a'). 


Cette  vitesse  devra  ensuite  cire  composée  avec  V,  ce  qui  donnera  pour 
les  composantes  totales  dans  le  sens  des  axes  des  (.\,  Y,  Z)  de  1a  vitesse 
de  la  sphère  M après  le  choc,  (L,  M,  N)  étant  les  angles  de  V a\ec  les 
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axes  el  (a,  6,  c)  les  mêmes  angles  pour  la  normale  au  point  de  contact 
des  deux  sphères, 

V cos  L -A-  — ( 1 -H  «)  (e  cos  è — V cos  a)  cos  a,  etc. 

M -H  m ' ' ' ' 

Quant  à la  sphère  choquante  m , le  choc  lui  eomniiiniqiic  la  vitesse 
— (I  -+-n)  dont  les  composantes  sont 


M 


M -I-  m 
M 

M -A-  m 


(1  -A-  n)  [v  cos  £ — V oos  J)  cos  a , 

(1  -A-  n)  (v  cos  £ — V cos  J)  cos  0,  etc.  ; 


les  trois  composantes  de  la  vitesse  de  m après  le  choc  sont  donc,  en 
désignant  par  {/,  m , n)  les  angles  de  v avec  les  axes, 

l'  cos  / — — (1  -A-  «)  (v  cos  £ V cos  J)  COS  (I  , ctc. 

M -A-  w 

Ces  six  composantes  font  connaître  la  direction  des  deux  corps  après  le 
choc.  Si  les  deux  sphères  se  meuvent  dans  la  même  ligne  droite  et  dans 
le  meme  sens,  en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  X,  il  faudra  faire 

cos  £ = 1 , cos  J = 1 , cos  a — 1 , cos  I.  — 1 , cos  / = I 
et  les  vitesses  de  M et  de  m deviendront 


m 

M -A-m 
M 

M -A-  m 


(1  -A-n)(«  — V), 
(1  -A-  «)  (t) V). 


En  supposant  les  corps  dépourvus  de  détente,  ce  que  l’on  exprime  eu 
faisant  n égal  à zéro,  ces  corps  prennent  une  vitesse  commune 

M , .MV  -A-  me 

V + - (v— V)  et  r— (f— V)  ou  — 

M -A-  »i  M -A-  m M -A-  m 

qui  est  aussi  la  vitesse  après  la  percussion,  et  si  la  détente  est  jiarfaitc 

ou  si  n est  égal  è runité,  les  vitesses  après  la  détente  deviennent 

m 


V-a-2 
0 — 2 


M + m 


M -A-  m 

M , ...  . MV  -A-  mv 

(p_V  =2  

M -A-  m M -A-  AAA 


Digilized  by  Google 


OYNAHIQUE. 


400 


On  arrive  irannidiatcment  aux  expressions  précédentes  des  vitesses 
des  deux  sphères  se  mouvant  dans  une  même  ligne  droite,  en  remar- 
quant que  la  quantité  de  mouvement  du  système  avant  la  pcreiission 
est  MV  -H  mv  et  que,  comme  les  deux  sphères  restent  réunies  après 
la  percussion,  si  on  désigne  par  U la  vitesse  commune,  la  quantité 
de  mouvement  à cet  instant  sera 

U (M  ■+■  m) 

et  par  conséquent  ou  aura,  à cause  du  principe  de  rinvariabilitc  de  la 
quantité  de  mouvement,  pour  une  même  direction  (lin  du  N"  187), 

ü (M m)  = MV -t- mu  d’où 


M -V-  m 

Pour  tenir  compte  de  la  détente,  remarquons  que  la  vitesse  de  M après 
la  percussion  est 


MV  ■+■  mv 
M^m  =' 


M 


:(u-V), 


d’où  il  résulte  que  celle-ci  communique  à M un  accroissement  de 

vitesse  égal  à — (v  — V).  La  détente  devant  engendrer  la  même 

M -i-  m ' 

vitesse  multipliée  par  n (N“  ÜOâ),  la  vitesse  totale  après  le  choc  sera 


m 


M 


-(u  — V) 


M 


(u-V)  = V 


M 


-(u  - V)(l  -+-  n). 


De  même,  la  vitesse  de  m après  la  percussion  étant 

MV-f-mr  M , 

(»’— V), 


on  voit  que  la  percussion  fait  |)crdrc  nu  corps  choquant  une  vitesse 
M 

(u  — V),  et  comme  In  détente  engendre  dans  le  même  sens, 

M -4-  m ' 

la  même  vitesse  multipliée  par  n,  la  vitesse  de  m après  le  choc  sera 

M , M , M 

M“ 


M 


(u-V) 


■ (o  — V ) n = u ■ 


■M  -4-  m 


(u  — V (t  «). 


Supposons  encore  qu’une  sphère  O immobile  (lig.  118)  soit  choquée 
en  un  point  A par  une  sphère  o animée  d’une  vitesse  u suivant  Bo  ; en 
prenant  la  normale  commune  Oo  pour  axe  des  Y et  pour  plan  des  XY 
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celui  qui  cunticiil  Uo  et  la  direction  Bo  de  la  vitesse  f,  il  est  visi- 
ble qu’il  faudra  faire  dans  les  formules  |iréccdcntcs 

1 il  1 

/ = — Ml,  «=-TT,  a=-!T,  6 = 0,  c=-K,  V = 0,  £=m 


et  les  trois  composantes  suivant  les  axes,  de  1a  vitesse  de  o apres  le 
choc,  seront 

m — Mn 

t;  sin  £ , V eus  £ , et  zéro. 

M -H  m 


Ces  valeurs  font  voir , 1"  que  le  centre  de  la  bille  ne  sortira  plus  du 
plan  XY,  2“  que  sa  vitesse  après  le  choc  est  égale  à 


cos’  £, 


et  3“  que  l'angle  CoY  que  forme  la  direction  de  cette  vitesse  avec  l’axe 
des  Y a pour  tangente  Irigonométriqiie 


sin  £ 

M — Mo 

— cos  £ 

M ■+■  m 


M a-  m 
m — M/l 


tang  £. 


Si  la  détente  des  deux  corps  est  parfaite  et  que  la  masse  .M  soit  infinie 
par  rapport  à wi,  ce  qui  revient  à dire  que  la  sphère  O est  un  corps 
fixe,  les  vitesses  de  la  sphère  o avant  et  après  le  choc  seront  égales  et 
la  tangente  de  l’angle  CoY  deviendra  — tang  £,  ce  i|ui  indique  qii’alors 
les  angles  d'incidence  et  de  réflexion  CoY  cl  BoY  sont  égaux.  Comme 
ces  résultats  sont  indépendants  de  la  grandeur  de  la  sphère  O pourvu 
que  celle-ci  soit  lixe,  ils  subsisteront  encore  en  remplaçant  celte  der- 
nière par  la  surface  plane  d’un  corps. 

203.  Déterminai  ion  par  rejpérience,  du  coefficient  d’élasticité  dans 
le  choc  de  deux  sphères.  — Si  le  cor|is  M est  en  repos,  on  trouve  pour 
vitesse  de  m après  le  choc,  en  supposant  comme  plus  haut  les  deux 
sphères  en  mouvement  dans  une  meme  ligne  droite, 

m — Mo 

U • > 

.M  -T-  in 


et  si  la  masse  M est  infinie  relativement  à m,  ou  bien  si  M est  fixe,  la 
vitesse  de  m deviendra 

— fil 
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qui  fait  connaitrc  la  vitesse  avec  laquelle  rejaillit  une  bille  lancée  avec 
une  vitesse  v nurnialenient  contre  la  surface  d’un  antre  corps  rendu 
fixe  ou  infiniment  grand.  Si  la  détente  des  deux  corps  est  parfaite, 
celte  vitesse  est  — e,  c’est-.'nlirc,  qu’elle  est  égale  à la  vilc.ssc  de  la 
bille  incidente.  Elle  peut  aussi  servir  à détcrniiner  expérimentalement 
la  valeur  du  facteur  >i  relatif  à deux  corps  m et  M ; car  si  on  lai.ssc 
tomber  la  sphère  m verticalement  d’une  hauteur  fi  sur  la  surface  hori- 
zontale du  corps  fixe  M,  la  vitesse  r acquise  au  moment  du  choc  sera 

j/ 2ÿ/i  et  si  h'  est  la  hauteur  à laquelle  la  sphère  remonte , j/ sera 
la  vitesse  aj)rès  le  choc;  un  aura  donc 


(/ 'igiî  = « j/ '2(jh  d’où  n* 


h ■ 


La  même  expérience  donne  la  valeur  du  cocflicicnt  d’élasticité  A-*  ; 
car  si  l’on  remarque  que  les  vitesses  avant  et  après  le  choc  sont 
et  [/ 2gh'  et  que  la  mesure  u de  la  ])crciission  de  la  sphère  m contre 
une  sphère  immobile  et  infinie  M est,  d’après  la  furniule  de  la  fin  du 
N“  178,  représentée  par  mv  = m \/'igh  , il  est  visible  que  l’équation 
de  la  fin  de  la  page  405  donnera 


11  suit  de  là  que  le  coefiieient  k*  a la  même  valeur  que  n*  et  comme  k* 
représente  le  ]>roduit  de  nn’,  on  voit  que  les  rapports  h et  n'  sont 
toujours  égaux.  Dans  le  choc  de  deux  sphères,  les  valeurs  de  la  pres- 
sion et  de  la  compression  varient  donc  suivant  la  meme  loi  pendant  la 
percussion  et  pendant  la  détente. 
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Ëlats  d'ngirgalion  des  corps.  Force  moléculaire.  Fluides  aérirorines  ou  élastiques. 
Fluides  incompressibles.  — Principe  de  l’égalité  de  pression.  Pression  hydrosta- 
tique. Pression  dans  les  fluides  élastiques.  — Pression  dans  un  lluiile  incom- 
pressible soumis  à l’action  de  forces  motrices.  Conditions  d’équilibre  d’une  masse 
fluide.  — Pression  dans  les  fluides  élastiques  soumis  à des  forces  motrices. 
Conditions  d’équilibre  d’une  masse  fluide  élastique.  — Equation  de  la  surface 
libre  dans  un  fluide  incompressible.  Surface  d’égale  pression.  Couches  de  niveau. 

— Kquilibre  de  plusieurs  fluides  imcoiiipressibles  dans  un  niéiiie  vase.  — Equi- 
libre d’une  masse  fluide  élastique  de  température  uniforme  ou  variable.  — Loi 
des  densités.  — Problèmes  divers.  — Pression  atmosphérique.  .Mesures  baromé- 
triques. — Applications  aux  fluides  pesants.  — Centre  de  pression  pour  une 
paroi  plane.  — Pression  sur  une  paroi  courbe.  — Pression  contre  un  corps 
plongé.  — Equilibre  d’un  corps  flottant.  — l’osition  d’équilibre  d’un  corps 
flottant.  — Application  au  prisme  triangulaire.  — Stabilité  des  corps  floltauLs. 

— .Métaccnlre.  .Applications.  — Oscillations  des  corps  flottants.  Oscillations 
du  centre  de  gravité.  — Oscillations  autour  du  centre  de  gravité.  — Théorie 
générale  des  oscillations  d’un  corps  flottont.  — Oscillations  des  différents  )wiuts 
d’un  système  de  forme  variable.  Principe  de  la  superposition  des  petites  oscilla- 
tions. — Applications  au  prisme  triangulaire  et  au  pnrallélipipéde. 


200.  États  d'agreyalion  des  corps.  Force  moléculaire.  Fluides 
aériformes  ou  élastiques.  Fluides  incompressibles.  — Pour  rendre 
compte  des  difTcrcnts  états  d’agrégation  des  corps  cl  des  plicnoincncs 
qui  en  dépendent , on  suppose  les  corps  composés  de  particules  rete- 
nues à une  certaine  distance  les  unes  des  autres,  par  la  double  action 
très  énergique  de  forces  attractives  et  de  forces  répulsives.  Les  forces 
attractives  résident  dans  chaque  particule;  elles  diminuent  rapidement 
quand  la  distance  augmente,  et  leur  sphère  d’activité  ne  s'étend  qu’à 
lie  très  petites  distances,  de  telle  sorte  qu’elles  n’agissent  qu’entre  les 
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particules  immëdiatcmcnt  voisines.  Les  forces  répulsives  dont  l'inten- 
sité diminue  aussi  quand  les  distances  augmentent,  sont  attribuées  ii 
la  présence  du  calorique  qui,  en  se  plaçant  dans  les  vides  laissés  entre 
les  particules,  tend  à les  écarter;  ces  forees  augmentent  par  eonsé- 
quent  avec  la  quantité  de  ealoriqtie  et  diminuent  lorsque  le  volume 
du  corps  augmente,  le  calorique  restant  le  même.  La  diflérenee  des 
deux  forces  qui  agissent  entre  deux  particules  voisines,  se  nomme 
force  moléculaire.  Quand  le  eorps  est  dans  un  état  permanent  sous 
la  seule  action  de  ces  forces,  c’est-à-dire,  dans  un  état  d’équilibre 
intérieur,  les  forces  attractives  et  répulsives  doivent  être  égales  pour 
se  détruire  ; mais  si  l’on  change  la  forme  du  eorps  et  par  consé- 
quent, la  distance  entre  certaines  particules,  ou  si  l’on  accroit  ou 
diminue  la  quantité  de  calorique,  les  forces  moléeulaires  tendent  à 
devenir  positives  ou  négatives  ou  à rester  nulles  suivant  que  le  corps 
tend  h reprendre  sa  forme  primitive,  qu’il  s’en  éloigne  indéfiniment 
ou  qu’il  est  indilTérent  à ce  changement,  c’est-à-dire,  suivant  que 
l’équilibre  entre  les  forces  moléculaires  dans  l’état  permanent,  est  un 
équilibre  stable,  instable  ou  indifférent,  ce  qui  dépendra  de  la  distance 
particulaire  et  de  la  quantité  de  calorique.  Cette  hypothèse  admise,  on 
voit  que  si  la  force  moléculaire  devient  positive  quand  un  éloigne  deux 
particules,  un  effort  sera  nécessaire  pour  rompre  un  semblable  corps 
qui  présentera  ainsi  les  différents  degrés  de  solidité,  pendant  que  cette 
force  passera  par  scs  différents  états  de  grandeur  positive.  Au-delà 
d’une  certaine  limite,  le  corps  sera  appelé  dur;  en  deçà,  il  pré- 
sentera les  différents  degrés  de  viscosité  indiqués  par  les  mots  mous, 
visqueux,  etc.  Si  la  force  moléculaire  devient  négative,  les  par- 
ticules tendront  à s’éloigner,  comme  cela  a lieu  pour  les  liquides  au 
moment  ou  ils  commencent  à s’évaporer.  Si  la  force  moléculaire  est 
constamment  négative,  les  particules  s’éloigneront  indéfiniment,  à 
moins  qu’une  force  extérieure  n’y  fasse  obstacle,  ou  à moins  que  la 
matière  ne  soit  renfermée  dans  un  vase  clos.  Le  corps  est  appelé 
alors  fluide  aériforme.  L’air  atmosphérique  et  les  différents  gaz  nous 
offrent  des  exemples  de  semblables  corps. 

Si  un  semblable  fluide  passe  dans  un  vase  plus  grand  ou  plus  petit, 
sa  densité  ira  en  augmentant  ou  en  diminuant  dans  le  rapport  de  la 
capacité  du  vase  et  la  force  moléculaire  ainsi  que  la  pression  contre 
une  portion  de  la  paroi  du  vase  diminueront  ou  augmenteront  dans 
les  mêmes  circonstances,  puisque  les  distances  entre  les  molécules 
augmentent  ou  diminuent.  La  loi  suivant  laquelle  varie  cette  pression 

33 


Digitized  by  Google 


tu 


ciiAcmit;  XVII. 


dépend  de  la  iialurc  des  forres  iiKilécidaires  ()iii  nous  est  totalement 
ineonniie;  mais  Mariette  a constaté  par  expérience  que  pour  un  même 
fluide,  le  rni»i)ort  de  l’intensité  de  la  )iression  à la  densilé  reste  inva- 
riable , quand  la  temi)ératiire  reste  la  même. 

Enfin,  lorsque  la  force  moléeidaire  reste  nulle  après  la  perturbation, 
les  particules  ne  tendent  ni  à se  rapprocher  ni  fi  s’éloijjner;  elles  sont 
doni‘  dans  un  état  de  mobilité  parfaite  et  le  moindre  effort  suffit  poul- 
ies faire  glisser  les  unes  contre  les  autres.  Le  corps  prend  alors  le  nom  de 
/l'qniV/c.  On  eoneoit  [lourqiioi  des  forces  motrices  extérieures,  telles  que  la 
]iesantenr,  des  pressions,  etc.,  ap])liquées  à un  corps  solide  ou  liquide, 
ne  diminuent  ni  n’augmentent  sensiblement  les  distances  entre  les 
particules,  on  n’en  ebangent  pas  le  volume  ; un  changement  dans  ees 
distances  ne  s’obtient  ipi’en  surmontant  la  force  moléculaire,  ee  qui 
ne  peut  se  faire  avec  des  forces  motrices  ordinaires  parce  que,  dans 
ces  deux  états  d'agrégation,  la  force  moléculaire  croit  avec  une  grande 
rapidité  quand  la  distance  varie.  Dans  les  fluides  aériformes,  an  con- 
traire, des  forces  motrices  ordinaires  suffisent  pour  en  diminuer  le 
volume,  ])arce  que  la  grande  distance  qui  sépare  les  molécules  dans 
eel  état  d’agrégation  rend  les  forces  intérieures  comparables  à la 
pesanteur.  Cette  circonstance  a fait  donner  aux  liquides  le  nom  de 
fluides  incompressihles  par  opposition  aux  fluides  aériformes  qui  sont 
nommés  fluides  rompressibles  ou  élnslif/ues. 

i07.  Priucipe  de  l'éijalilé  de  pression.  Pression  Injdroslalûfue.  — 
On  appelle  liijdroslalifjue  la  partie  de  la  mécnnitpie  qui  traite  des 
lois  de  l'équilibre  des  fluides.  Considérons  une  masse  fliiide  incorapres- 
sil)le  que  nous  supposons  d’abord  soustraite  à l’action  de  la  |iesantcur 
et  lie  toute  autre  force  motrice  extérieure.  Renfermons-la  dans  nn  vase 
clos  de  toute  part  et  percé  de  deux  ouvertures  égales  et  très  petites 
de  forme  qnelcoii()uc  fermées  au  moyen  de  deux  pistons  mobiles  dans 
deux  jietits  tubes  cylindriques  adaptés  à ces  ouvertures.  A|>pliquons  à 
ees  pistons,  dans  le  sens  de  l’axe  de  ehaeun  des  tubes,  deux  forces  P 
et  P'  agissant  vers  l’intérieur  du  vase.  Chacune  des  forces  tendra  à 
V faire  pénétrer  le  piston  ; elles  comprimeront  donc  le  fluide  en  pressant 
cliaque  particule  contre  ses  voisines,  et  ces  pressions  .se  transmettront  de 
proche  en  proche  depuis  la  particule  placée  auprès  de  l’im  des|)istons 
jusqu'à  la  particule  pincée  eoiitre  l’autre  (pii,  à son  tour,  sera  pre.ssé 
et  serait  repoussé  hors  du  vase  sans  1a  résistance  qu’oppose  la  force  P' 
qui  y est  appliqm-c  extérieurement  et  qui  suffira  pour  maintenir  l’équi- 
libre, si  elle  est  égale  à In  pression  exercée  par  le  fluide  contre  la  face 
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intérieure  du  jiisluii.  l’our  trouver  le  rapport  entre  ces  deux  forces  1’ 
et  P' ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  entre  les  |»ressioiis  exercées  [>ar 
le  fluide  aux  deux  points  où  sont  placées  les  ouvertures,  imprimons 
à la  masse  Iluide  un  déplacement  virtuel  eu  laisnnl  avancer  un  des 
pistons  d’une  quantité  inriniiucnt  petite  dp',  l'autre  reculera  de  dp'  et 
l’équation  des  vitesses  virtuelles  duiincra 

Pdp  — V'dp'  = O. 

Dans  cette  équation  on  ne  tient  pas  compte  des  forces  intérieures, 
parce  (pie  le  fluide  étant  incompressible  , les  particules  restent  à des 
distances  invariables  et  par  conséquent  les  liens  fictifs  qui  les  unissent 
sont  inextensibles  (N“  141).  On  ne  tient  pas  compte  non  plus  des  pres- 
sions des  parois  du  vase,  parce  que  celles-ci  étant  normales  à la 
surface,  tout  glissement  sur  la  paroi  a lieu  suivant  une  perpeudieu- 
lairc  à ces  prassiuns,  et  le  moment  virtuel  est  nul.  On  doit  aussi  poscr 

dp  = dp, 

car  si  ai  est  la  surface  de  l’un  des  pistons,  udp  sera  le  volume  du  fluide 
déplacé  par  le  premier  pistou  et  udp',  le  volume  de  fluide  sorti  du 
vase,  volumes  qui  doivent  être  égaux  si  le  Iluide  est  incompressible, 
lin  combinant  ces  deux  équations  , ou  trouve 

(P  — P')  dp  = 0 

et  pur  conséquent 

P = P' 

qui  nous  apprend  que  lorsfjHUiie  masse  fluide  sans  forces  mi)(rices 
est  comprimée  dans  un  vase,  elle  exerce  des  pressions  éijales  en  chacfue 
point  de  sa  paroi.  La  même  pression  est  exercée  dans  l’intérieur 
de  la  masse  fluide  contre  une  surface  égale  a celle  du  piston  et 
pincée  d’une  manière  quelconque;  car  cette  surface  peut  toujours 
être  considérée  comme  appartenant  à un  piston  idéal,  placé  à l’extré- 
mité d’un  tube  adapté  au  vase  et  prolongé  dans  l’intérieur. 

C’est  dans  cette  propriété  que  consiste  le  principe  de  l'éijulité  de 
pression  des  fluides.  Beaucoup  d’auteurs,  au  lieu  de  fonder  riivdroslu- 
tique  sur  une  hypothèse  relative  aux  fon-cs  moléculaires,  admettent 
le  principe  d’égalité  de  pression  comme  un  principe  donné  par  l’expé- 
rience et  eu  font  le  fondement  de  cette  brauebc  de  la  mécanicpie. 

Comme  le  principe  de  l’égalité  de  pression  subsiste  quelque  soit 
le  nombre  et  la  disposition  des  pistons,  on  conçoit  qu’en  les  juxta-po- 
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sant  de  manière  à former  un  seul  grand  piston  plan,  la  pression  totale 
que  celui-ci  supportera  est  égale  à la  résultante,  c’est-à-dire,  à la 
somme  de  toutes  les  pressions  partielles  ; elle  est  donc  proportionnelle 
à la  surface  du  piston.  Il  résulte  de  là  que  la  pression  éprouvée  par 
une  portion  plane  de  la  paroi  d’un  vase  est  proportionnelle  à l’étendue 
de  cette  surface,  et  si  on  représente  par  p la  pression  exercée  contre 
un  piston  ayant  une  surface  égale  à l’unité,  une  autre  surface  plane 
égale  à u éprouvera  une  pression  totale  représentée  par  wp.  11  faut 
bien  distinguer  la  pression  totale  ou  la  pression  effective  éprouvée  par 
la  surface  u,  c’est-à-dire  up , de  la  pression  que  supporte  une  portion 
de  U égale  à l’unité  ou  p.  Cette  dernière  se  nomme  pression  rapportée 
d l'unité  de  surface  ou  pression  hydrostatique  et  donne  la  mesure  de 
l’intensité  de  la  pression. 

208.  Pression  dans  les  fluides  élastiques.  — Si  le  fluide  contenu 
dans  le  vase  était  compressible,  il  faudrait,  en  général,  dans  l’équation 
des  vitesses  virtuelles  du  N“  207,  tenir  compte  des  moments  virtuels 
des  forces  intérieures,  c’est-à-dire,  des  forces  moléculaires,  parce  que 
les  particules  ne  restent  plus  en  général,  comme  pour  les  fluides  in- 
compressibles, à des  distances  invariables  (N"  141).  Quant  aux  pres- 
sions contre  les  parois  du  vase,  elles  disparaissent  encore  de  l’équation 
d’équilibre,  pour  le  même  motif  que  plus  haut;  mais  si  les  déplacements 
dp  et  dp'  des  deux  pistons  sont  égaux  et  en  sens  inverse,  ce  qu’on 
jMUit  toujours  réaliser  dans  un  mouvement  virtuel,  comme  la  capacité 
intérieure  du  vase  restera  la  même,  le  fluide  ne  sera  pas  condensé, 
les  distances  entre  les  particules  ne  seront  point  diminuées  et  les  for- 
ces moléculaires  se  comporteront  comme  si  le  fluide  était  incompres- 
sible; on  aura  donc,  comme  au  N“  207, 

Vdp  -H  P'dp'  = O , 

ou  plutét, 

Vdp  — Vdp  = 0, 

parce  que  dp  est  égal  à dp'  et  que  les  moments  virtuels  Vdp  et  Vdp' 
sont  de  signe  contraire.  On  tire  de  là 

P = P’, 

c’est-à-dire  que  si  un  fluide  élastique  sans  pesanteur  est  renfermé 
dans  un  vase  clos,  l’intensité  de  la  pression  sera  la  même  partout  et 
daits  toutes  les  directions. 

209.  Pression  dans  un  fluide  incompressible  soumis  d des  forces 
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motrices.  Conditions  d'équilibre  d’une  niasse  fluide.  — Considérons 
de  nouveau  une  masse  Iluide  incompressible  renfermée  dans  un  vase 
muni  de  deux  pistons  et  supposons-la  soumise  à l’action  de  la  pesan- 
teur, ou  plus  généralement,  de  forces  accélératrices  quelconques,  ayant 
X,  Y,  Z pour  composantes  parallèles  aux  axes.  En  appelant  P et  P' 
les  intensités  des  pressions  ou  les  pressions  hydrostatiques  exercées 
contre  les  deux  pistons  et  u leurs  surfaces  que  nous  supposerons  très 
petites  et  égales,  les  pressions  effectives  ou  les  forces  appliquées  aux 
pistons  seront  wP,  cvP',  et  si  l’on  désigne  par  dp,  dp'  leurs  déplace- 
ments l’un  positif  et  l’autre  négatif,  par  dm  la  masse  de  l’une  des 
particules  du  liquide  et  par  dx,  dy  et  dz  les  déplacements  très  petits 
de  dm  dans  le  sens  des  axes , on  aura 

— uPdp  -H  uP'dp'  -t-  idm  (Xdx  -i-  Xdy  -t-  Zdz)  = 0, 

la  somme  étant  étendue  à toutes  les  particules  de  la  masse  fluide  que 
le  mouvement  des  pistons  fait  changer  de  place.  A cette  équation  il 
faut  joindre  la  condition  de  l’incompressihilité  du  fluide  qui  est, 
comme  plus  haut , 

adp  — ciidp', 

ce  qui  lui  fait  prendre  la  forme 

(P  — PO  udp  — idm  {Xdx  -4-  Ydy  -t-  Zdz)  = 0 

La  transmission  de  l’action  du  premier  piston  sur  le  deuxième  doit 
se  concevoir  de  cette  manière  ; le  fluide  refoulé  par  le  premier  piston 
et  dont  le  volume  est  udp,  chasse  devant  lui  un  volume  égal  dont  il 
prend  la  place  ; celui-ci  prend  également  la  place  d’un  volume  égal 
poussé  devant  lui,  et  enfin  celui  qui  est  placé  devant  l’autre  piston 
le  repousse  en  s’introduisant  dans  son  cylindre.  Or  si  l’on  prend 
pour  dm  ces  volumes  invariables  successivement  déplaces,  dx,  dy,  dz 
seront  les  différentielles  servant  à passer  d’un  élément  à l’autre  de  la 
courbe  quelconque  suivant  laquelle  se  fuit  la  transmission  depuis  un  des 
pistons  jusqu’à  l’autre,  et  en  désignant  par  p la  densité  du  fluide  dans 
l’un  de  scs  points,  on  aura 

dm  = pudp 

et  l’équation  des  vitesses  virtuelles  deviendra 

(P  — P')  udp  — ipudp  (Xdx  Ydy  Z</z)  = 0 , 
ou  plutdt,  en  observant  que  udp  peut  sortir  du  signe  sonimaloirc 
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ciiiiiiiic  filcleiir  coiiiimin  el  que  o csl  constant  si  le  lluide  est  inconi' 
prcssililc, 

I’  = P'  p2  (X(/x  -4-  Yf/ÿ  -4-  Zdï) , 

et  en  rcinplaçant  le  signe  sointnutuire  i par  le  signe  d'intégration, 

P = P'  -4-  p/(Xf/x  -4-  Y(/y  -4-  7aIz), 

(|(ii  fuit  connaitre  la  pression  P en  un  point  qucleonquc  pris  soit  sur 
la  paroi  du  vase  soit  dans  l’intcrieur,  connaissant  le  pression  P'  exercée 
en  un  point  déterminé,  ainsi  que  l'intégrale  de  \dx  -4-  \dtj  -4- Zdi 
prise  depuis  le  point  P' jusqu’au  point  P. 

L’équation  qu’on  vient  île  trouver  donne  lieu  à une  remarque  impor- 
tante. Son  existence  est  nécessaire  ctsuflisante  pour  assurer  l’équililirc 
de  la  masse  fluide,  puisepi’ellc  n’est  qu’une  transformation  de  l’équa- 
tion la  plus  générale  des  vitesses  virtuelles.  Or,  si  on  compare  les 
pressions  P cl  P'  en  deux  points  infiniment  voisins  (iuclconqi.es,  la 
dilférence  P — P’  sera  lu  différentielle  totale  dP  de  P et  l’intégrale 
J'(\dx  -4-  \dy  -4-  7aIz)  sc  réduira  a l’un  de  ses  éléments  différentiels 
ou  \dx  -4-  ydy  -4-  ïdz\  on  doit  doue  avoir  pour  qu’il  y ail  équilibre, 

(/P  = P (,X(/x  -4-  Y((y  -4-  ïdz) , 

c’est-à-dire,  que  o (.Xdx  -4-  \di/  -4-  7.dz)  doit  être  la  différentielle  totale 
de  la  fonction  qui  représente  la  pression  an  point  qui  a pour  coordon- 
nées X,  IJ,  Z.  D’où  il  suit  que  P ne  peut  eontenir  d’autres  variables  que 
X,  IJ,  Z cl  que  par  conséquent  on  doit  avoir 


■—  dx  -4-  -r-  du  -4-  — dz  = n\dx  -4-  pY(/i/  -4-  o7aIz. 

dx  dij  dz  ' r J . 

D’un  autre  cùté,  eoiunic  les  deux  points  voisins  dont  nous  avons  com- 
paré les  pressions,  sont  arbitraires,  il  en  résulte  que  dx,  dij,  dz  sont 
aussi  arbitraires,  c’est-à-dire,  qu’aucune  relation  particulière  ne  peut 
exister  entre  les  coordonnées  (x,  y,  z)  el  que  par  eonsc-quent  ces  trois 
variables  sont  indépendantes.  Cette  eirconstanec  l'cnd  nécessaire  l’éga- 
lité des  coellieienls  de  dx,  dij,  dz  dans  les  deux  membres  de  l’équation 
précédente  et  conduit  aux  relations 


(/!'  dP  dV 

dx  ' ’ ’ dij  ^ ' dz 


çZ, 


(|ui  sont  par  conséquent  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
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iissurtT  l'équilibre.  Ces  conditions  peuvent  être  trniisformécs  en  d’autres 
plus  commodes  en  remarquant  que  si  l’on  dérive  les  deux  membres  de 
CCS  équations  et  qu’on  remarque  que 


il  vient 


_ d-P 

dxdy  f/y  (/a:  ’ *^**^’’ 

(/X  _d\  d\  _ fiX  _ M 

dy  dx  dz  dy  dz  dx 


qui  sont  les  conditions  sans  les(|uellcs  l’équilibre  d’une  masse  iluide 
serait  impossible  sous  l’action  des  forces  (X,  Y,  Z). 

On  a vu  dans  le  calcul  intégral  (N"  250)  que  ces  trois  équations 
expriment  que  \.dx  \dy  Zdz  est  une  différentielle  exacte  d’une 
fonction  de  (rois  variables  indépendantes  ic,  y,  s;  c’est  donc  de  cette 
condition  que  dépend  l’équilibre  de  la  masse  fluide.  En  désignant  par 
X,  y,  Z les  coordonnées  du  point  où  est  situé  le  piston  P et  par  a,  h,  c 
celles  du  piston  P',  l’intégrale  de  \dx  Ydy  -h  Zdz  prise  entre  ces 
deux  points  ser.i  de  la  forme  y (x,  y,  z)  - y (o,  b,  c)  et  la  valeur  de  P 
devient 


P = P'  + PT  {x  y,  s)  — PT  (a,  b,  c). 

Cette  valeur  est  indépendante  ilc  la  direction  de  la  pression  et  est 
fonction  seulement  des  trois  coordonnées  x,  y,  z du  point  d’applica- 
tion du  piston  P;  d’où  il  suit  ()u'cllc  est  la  meme  pour  tous  les 
eviindres  qui  aboutissent  au  inéiuc  point  et  par  conséquent  qu’antour 
d'utt  point  prÎK  dans  l'inliTieur  d'une  niasse  fluide,  ta  pression 
est  la  même  dans  tous  les  sens. 

2t0.  Pressions  dans  les  fluides  élastiques  soumis  à des  forces 
motrices.  Conditions  d'équilibre  d’une  niasse  fluide  élu.stiqiie.  — Si 
le  fluide  était  élastique,  on  ne  pourrait  plus,  en  général,  supprimer 
comme  plus  liant,  dans  l'équation  des  vitesses  virtuelles  les  moments 
virtuels  des  actions  intérieures  de  particule  à particule;  mais  si  on 
fait  en  sorte  que  les  déplacements  des  deux  pistons  égaux  soient  aussi 
égaux,  comme  la  capacité  intérieure  restera  alors  la  même,  le  lluiile 
SC  comportera  comme  s’il  était  incomi)rc.ssiblc  et  l’on  aura  encore  pour 
condition  d'équilibre , 

uPdp  — uP'dp'  — idni  {\dx  -t-  Ydy  7.dz)  — 0, 
le  signe  somniatoire  s’étendant  du  piston  P au  piston  P',  en  suivant 
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une  ligne  arbilraire.  Quand  on  rcniplucc  dp'  par  dp  el  qu'un  observe 
qu’en  prenant  pour  dm  la  masse  du  volume  udp  rcroiilc  par  le  pre- 
mier piston , les  différentielles  dx,  dy,  dz  servent  comme  plus  haut 
à passer  d’un  élément  du  ranal  de  transmission  du  mouvement  ù l’élé- 
ment suivant,  l’équation  des  vitesses  virtuelles  devient 


P — P'=  -t-/p(Xrfi  -I-  Yrfy  -f-  Zdz), 


c’est-à-dire,  que  la  différence  des  deux  pressions  est  égale  à l’inté- 
grale f P {\dx  \dy  ■+-  Zdz)  prise  entre  des  limites  fixées  par  les 
coordonnées  de  ces  deux  points.  La  densité  p ne  peut  plus  sortir  du 
signe  d’intégration  comme  dans  le  cas  du  fluide  incompressible,  parce 
que  ici  celte  densité  est  variable  d’un  point  à l’autre. 

On  démontrerait,  comme  au  numéro  précédent,  que  cette  équation 
ne  peut  exister,  c’csl-à-dirc,  que  l’équilibre  n’est  possible  que  si  l’on  a 


dï>  „ rfP  „ dp 
dy~'^^'  Tz 


pZ, 


d’où  l’on  lire  comme  au  N“  209 , 


(f(pX)  d{p\)  d(pX)  djt'Z) 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 


Il  suit  de  là  que,  pour  que  l’équilibre  soit  possible,  la  fonction 
p(Xdx  -+■  Ydy  -+-  Zdz)  doit  être  une  différentielle  exacte  d’une  fonc- 
tion des  trois  variables  indépciidanlcs  x,  y,  z et  il  vient,  comme 
pour  les  fluides  incompressibles , 

P — P'  = ? (*,  y,  î)  — ? (a,  b,  c). 

L’on  en  conclut,  comme  au  N”  209,  que  la  pression  est  la  même 
dans  tous  les  sens  autour  d’un  point. 

2H.  Équation  de  la  surface  libre  dans  un  fluide  incompressible. 
Surface  d’égale  pression.  Couches  de  niveau.  — S’il  s’agit  d’un  fluide 
incompressible  renfermé  dans  un  vase  ouvert  d’un  cùté , comme  il 
n’exislc  de  ce  côté  aucune  jiaroi  pour  détruire  la  force  de  pression 
intérieure,  il  est  évident  que  dans  toute  l’étendue  de  cette  surface  la 
pression  doit  être  nulle.  Il  suit  de  là  que  si  on  prend  la  différence  des 
pressions  en  deux  points  arbitraires  de  la  surface  libre,  l’intégrale  qui 
la  représente  J'(Xdx  -t-  Ydy  -i-  Zdz)  doit  être  nulle  quelles  que  soient 
les  limites,  ce  qui  exige  que  l’on  ail 

Xdx  -4-  Ydy  -+-  Zdz  = 0 
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Celte  équation  différentielle  caractérise  et  par  conséquent  représente 
la  sui-racc  libre  du  fluide.  Elle  appartient  aussi  à la  surface  le  long 
de  laquelle  les  pressions  sont  égales,  et  en  reprenant  les  raisonnements 
précédents,  il  est  facile  de  reconnaître  que  cela  est  vrai  pour  les  fluides 
élastiques  comme  pour  les  fluides  incompressibles. 

Si  on  la  met  sous  la  forme 

X Y 

dz  = --dx--d,j, 


elle  exprime  que  la  résultante  R de  (X,  Y,  Z),  e’est-à-dire,  la  force 
accélératrice  est  partout  normale  à la  surface  d’égale  pression;  car 
la  résultante  des  forces  (X,  Y’,  Z)  fait  avec  les  axes  des  angles  e,  e',  e" 
donnés  par 


X 

cos  £ = — 

/X*  -r-  Y*  .+-  Z‘ 


Y , Z 

cos  £'=■—»  cos  £''=—) 

R H 


et  une  normale  à la  surface  dont  l’équation  différentielle  est  donnée 
plus  haut,  fait  avec  les  axes  les  mêmes  angles.  Du  reste,  ce  résultat 
est  évident,  car  si  la  force  n’était  pas  normale  à la  surface  libre,  clic 
SC  décomposerait  en  deux  autres,  dont  l’une  serait  tangente  à la  sur- 
face et  ne  serait  détruite  par  rien.  Il  suit  de  là  que  si  les  forces  accélé- 
ratrices se  réduisent  ù la  gravité,  comme  eellc-ci  est  verticale,  la 
surface  libre  et  les  surfaces  d’égale  pression  sont  des  plans  horizontaux. 

On  tire  de  cette  équation  une  autre  conséquence  importante,  qui 
s’applique  aussi  bien  aux  fluides  élastiques  qu’aux  fluides  incompres- 
sibles. On  vient  de  voir  qu’en  posant 

Xdx  -V-  \dy  -t-  Z(/:  = O , 

cette  équation  appartient  non-seulement  à la  surface  libre,  mais  à 
toutes  les  surfaces  dont  tous  les  points  éprouvent  la  même  pression; 
si  donc  on  divise  la  masse  fluide  en  un  nombre  quelconque  de  couches 
telles  que  dans  toute  l’étendue  de  chacune  des  surfaces  de  séparation , 
la  ])rcssion  soit  la  même,  l’équation  différentielle  précédente  appar- 
tiendra à chacune  d’elles.  On  peut  aussi  obtenir  les  équations 
de  ces  surfaces  en  représentant  l’intégrale  générale  de  l’équation  diffé- 
rentielle totale  exacte  par 

(ar,  y,  =)  = c , 

et  en  donnant  à C toutes  les  valeurs  possibles  dans  l’étendue  du  fluide, 
l’une  de  ces  valeurs  conviendra  à la  surface  libre;  les  autres  a|qiar- 

•)4 
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tiendront  ù nne  drs  surfaces  intëricnres  d'égale  pression,  normales 
à la  direction  de  la  force  acccléralrice.  Ces  diverses  surfaces  ont  été 
nommées  surfaces  d’égale  pression  et  les  couches  se  nomment  couches 
d’égale  pression.  Si  la  force  motrice  est  la  pesanteur,  ces  surfaces 
seront  des  plans  horizontaux  et  les  couches  prennent  alors  le  nom  de 
couches  de  niveau. 

212.  Equilibre  de  plusieurs  fluides  incompressibles  dans  un  même 
rase.  — S’il  se  trouve  dans  le  vase  plusieurs  fluides  incompressibles  de 
densité  différente  p,  p’,  etc.  non  mélangés,  ces  licpiidcs  en  équilibre 
se  disposeront  d’une  certaine  manière  et  seront  séparés  par  des 
surfaces  que  l’on  détermine  en  remarquant  que,  si  le  dcuxiènie  liquide 
SC  solidifie  sans  changer  de  forme,  l’équilibre  doit  continuer  à subsister 
et  les  pressions  resteront  les  même.?  ; on  aura  donc  pour  la  différence 
des  pressions  dans  le  premier  liquide,  en  deux  points  quelconques  de 
la  surface  de  séparation, 

p — p'  = ? y^(X(fjc  -I-  \dy  + Zdz). 

Si  c’est  le  premier  liquide  qui  est  supposé  solidifié,  on  aura  dans  le 
deuxième  et  aux  mêmes  points  de  la  surface  de  séparation, 

p — p'  = p'y(X(/x  + 'idy  -I-  Zdz)  ; 

d’où  il  suit  que  l’on  doit  avoir  pour  toutes  limites  de  l’intégrale, 

(p  - p')  -I-  Zdz)  = 0 

et  par  conséquent,  si  les  densités  sont  différentes, 

y (Xrfx  -I-  \dy  -t-  Zdz)  ^ 0 , 

et  comme  les  limites  de  l’intégrale  sont  indifférentes,  qu’on  peut  même 
réduire  celle-ci  ù un  élément  différentiel,  cette  équation  cnlrainc  la 
suivante  : 

Xdx  H-  Ydy  Zdz  = O; 

d'où  il  suit  que  la  surface  de  séparation  est  une  surface  d’égale  pres- 
sion dans  chaque  liquide. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  introduit  dans  nn  vase  des  liquides  de 
différente  densité  qui  ne  se  combinent  pas,  comme  le  mercure,  l’eau, 
l’huile,  etc.  ces  fluides,  à l’étal  d’équilibre,  devront  sc  disposer  par 
couches  de  manière  que  la  pression  soit  la  meme  dans  toute  l’éten- 
due de  chaque  surface  de  séparation  et  que  celle-ci  soit  partout  nor- 
male à la  direction  de  la  force  accélératrice.  Si  la  force  est  la  pesanteur, 
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CCS  surfaces  de  séparation  seront  des  plans  liorizoutaux.  L'ordre 
suivant  lequel  ces  couches  de  fluides  incompressibles  se  succèdent, 
reste  arbitraire;  mais  comme  on  a vu  que  dans  tout  système  mû  par 
la  seule  gravité,  l’équilibre  n’est  stable  que  lorsque  le  centre  de 
gravité  est  placé  le  plus  bas  possible,  on  voit  que  ces  couches  ne  seront 
dans  un  état  d’équilibre  stable  que  lorsque  les  fluides  les  plus  pesants 
seront  placés  le  plus  bas. 

213.  Equilibre  d’une  masse  fluide  élastique  de  température  uni- 
forme ou  variable.  Loi  des  densités.  — On  a vu  que  pour  l’équilibre 
d’une  masse  fluide  élastique,  p (Xdx -i- Ydy -h  Zdi)  doit  être  une 
dilTérentielIc  exacte  d’une  fonction  des  trois  variables  indépendantes 
X,  ÿ,  Z,  et  l’on  sait  que  lorsque  les  forces  sont  des  atlraclions  dirigées 
vers  des  centres  fixes  et  fonctions  des  distances  à ces  points, 
Xdx  -t-  Ydq  -h'/.dz  est  aussi  une  diiïércnticllc  exacte  (voir  114). 
Supposons  que  les  forces  soient  de  cette  nature;  en  représentant  cette 
dilTérentielIc  par  du,  on  a dans  ce  cas 

p — p'  = /l'du, (1) 

et  puisque  pdu  doit  être  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire  (|ue 
P soit  une  fonction  de  m;  l’intégrale  de  pdu  et  par  conséquent  p sont 
donc  alors  fonctions  de  m;  or  l’équation  (N“  211) 

F (x,  y,  z)  — C ou  M = C , 

C étant  une  constante  arbitraire,  représente  une  des  surfaces  d’égale 
pression  traversant  le  fluide  et  puisque  p doit  être  fonction  de  « ou  de 
C,  on  voit  que  la  densité  du  fluide  doit  être  la  même  dans  toute 
l’étendue  de  chacune  de  ces  surfaces  d’égale  pression.  IVi  fluide 
élastique  en  équilibre  et  soumis  à des  forces  attractives  vers  des  points 
fixes,  fonctions  des  distances,  se  dispose  donc  dans  un  vase  par 
couches  d'égale  pression  et  d'égale  densité.  Ce  résultat  est  analogue  à 
celui  que  nous  avons  trouvé  pour  les  fluides  incompressibles  mélangés  ; 
mais  il  y a entre  ces  deux  cas  cette  première  différence  que,  pour  les 
fluides  élastiques,  il  ne  peut  jamais  y avoir  une  surface  libre,  parce  que 
la  pression  n’est  Jamais  nulle,  et  en  second  lieu,  dans  les  fluides  incom- 
pressibles en  équilibre,  les  couches  de  ilifférentc  densité  peuvent  se 
succéder  dans  un  ordre  quelconque,  tandis  que  dans  tous  les  fluides 
élastiques  que  nous  connaissons,  la  densité  des  différentes  couches 
superposées  est  déterminée  et  réglée  par  une  loi;  en  effet,  on  sait 
par  expérience  que  dans  un  fluide  de  température  uniforme 
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10  rapport  - est  constant;  on  a donc-  = k et  comme  on  a en  différen- 

P P 

tiant  l’cquation  (1), 

dp  = P du, 

...  . P , „ . dp  du  . U 

11  vient  dp  = -r  du,  d ou  -i-=-pct  en  intégrant,  log  n = - -i-  log  D 

K P k k 

et  enfin,  à cause  de  p = ka  et  de  u = C pour  une  même  surface  d’égale 
pression, 

P = ’ 


qui  fait  voir  encore  que  p est  constant  pour  une  niêriic  surface  d’égale 
pression  et  en  outre  que  p change  avec  C,  c’est-à-dire,  dans  chaque 
couche,  suivant  une  loi  déterminée,  du  moins  lorsque  les  forces  accé- 
lératrices proviennent  d’attractions  vers  des  points  fixes  et  que  la  tem- 
pérature est  uniforme. 

Si  la  température  n’était  pas  la  nicine  partout,  k ne  serait  plus 
constant.  L’expérience  apprend  que  le  rapport  k est  alors  représenté 
par  A-(l  -I-  0,00.373  0),  0 étant  la  température  exprimée  en  degrés 
centigrades  et  k un  cocflicient  constant  pour  un  inénic  lluidc;  il  vien- 
drait donc 

dp  du  du 

p k A' ( I -H  0,00573  0) 


p devant  être,  comme  on  l’a  vu  au  coinmciiccnicnt  de  ce  numéro,  une 
dp 

fonction  de  «,  — sera  de  la  forme  'Jitdu  et  en  substituant  et  suppri- 
P 

mant  du,  on  voit  que  0 doit  être  une  certaine  fonction  de  u ou  de  la 
constante  arbitraire  C.  Il  doit  donc  exister  une  certaine  relation  eutre 
û et  C,  de  telle  sorte  que  0 varie  ou  reste  constant  avec  C.  Il  suit  de  là 
que  la  température  doit  rester  la  même  dans  toute  l’étendue  de  chaque 
couche  d’égale  pression.  Si  on  connaissait  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  température  d’une  couche  à l’autre,  on  connaitrait  0 en  fonction 
de  H et  en  intégrant,  ou  aurait  p eu  fonction  de  u ou  de  C,  c’est-à-dire, 
qu’on  connaitrait  la  loi  des  pressions  ; d’où  l’on  conclurait  au  moyen  de 

p = L , la  loi  des  densités  des  couches. 

214.  Problèmes  divers.  — Appliquons  les  notions  précédentes  à la 
solution  de  quelques  problèmes  et  commençons  par  chercher  la  forme 
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que  doit  prendre  une  masse  fluide  incompressible  dont  tous  les  points 
sont  attirés  vers  un  centre  fixe  suivant  une  loi  quelconque.  En  prenant 
ce  centre  pour  origine  des  coordonnées  et  en  représentant  pur  > cette 
attraction,  on  a pour  les  composantes  de  X parallèles  aux  axes, 


r 


X,  y,  : étant  les  coordonnées  du  point  et  r sa  distance  au  centre  ; 
l’équation 

Xdx  + \dy  Idz  = 0 

devient  donc 

X U Z 

X - dx  -H  X - (il/  -H  X - di  = 0, 
r r r 


ou  bien 


xdx  -+-  ydy  -h  zdz  = 0 , 


qui  donne 


X*  + ï*  = C. 


eette  équation  nous  apprend  que  cette  masse  fluide  doit  nITcctcr  la 
forme  d’une  spbèrc,  quelle  que  soit  la  loi  d’attraction.  Si  la  masse 
fluide  avait  un  mouvement  de  rotation  autour  d’une  droite  passant  par 
le  centre  d'attraction , en  |)renant  cette  droite  pour  axe  des  Z et  en 
représentant  par  w la  vitesse  angulaire  de  rotation,  il  est  visible 
qu’un  point  placé  à la  distance  i de  cet  axe  aurait  une  force  centri- 


i*ie* 

fuge  égale  à — y— = /te*  dont  les  composantes  suivant  les  axes  des  X 
et  des  Y seraient  xio’  cl  i/ie’  et  celles-ci  devraient  ('-tre  jointes  aux 

X fi 

composantes  — X - cl  — X'-^  provenant  de  l’attraction  ; un  aurait  donc 
pour  équation  de  la  surface , 


. /x(/x  -i-  ydy  + zdz\  , , , , , ^ 

— A / J -H  te*  {xdx  +.ydy)  =»  0. 

Le  facteur X ne  disparait  plus,  comme  dans  le  cas  précédent;  il  est  donc 
nécessaire,  pour  intégrer,  de  connaitre  la  loi  de  l’attraction;  si  on  la 
suppose  dans  le  rapport  direct  de  la  distance,  elle  sera  reprcsenlcc 
par  ar,  a étant  une  coustaiitc  et  l’éiiuation  difrérenticlle  deviendra 


te*  (xdx  -t-  ydy)  — ardr  = 0, 
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parce  que  l’on  n 

r’  = Æ*  y*  + I*. 

En  integraut  on  trouve 

te’  (x’  -t-  y*)  — ar*  = C 

cl  en  rcnicltnnl  pour  r sa  valeur, 

te’  (x’  y*)  — a (x*  + y*  -t-  z’)  = C. 

Celle  équation  appartient  à un  ellipsoïde  ou  à un  liypcrboloïde  de 
révolution,  suivant  les  valeurs  qu'auront  les  constantes  a et  u\  Dans  le 
cas  de  l’ellipsoïde,  cette  solution  conduit  ù la  détcrniinatioii  approchée 
de  la  Figure  de  la  terre  , car  l’attraction  de  la  terre  supposée  homogène 
et  sphérique,  sur  un  point  placé  à la  surface  étant  proportionnelle  à la 
masse  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  nu  centre 
(N“  99),  est  proportionnelle  à la  simple  distance  nu  centre,  puisque 
la  masse  d’une  sphère  est  proportionnelle  au  cube  du  rayon.  Il  est  ù 
remarquer  que  cette  valeur  de  l’attraction  et  par  conséquent  In  solu- 
tion à laquelle  elle  conduit  n’est  qu’approchée,  puisque  la  valeur  de 
l’attraction  est  prise  dans  l’hypothèse  de  In  terre  sphérique. 

Si  l’intensité  de  ratlraction  ).  était  constante,  égale  ù g el  dirigée 
]iarallèlcincnt  à l’axe  des  Z,  on  trouverait 

te’ (x’  >/)  — gz  = C, 

équation  d’un  paraboloïdc  de  révolution  autour  de  l’axe  des  Z.  Telle 
est  la  forme  qu’affecte  la  surface  d’une  masse  Uuide  renfermée  dans 
un  vase  ouvert  auquel  on  donne  un  mouvement  de  rotation  autour 
d’un  axe  vertical. 

215.  Pression  atmosphérique.  Mesures  barométriques.  — Appli- 
quons encore  les  formules  précédentes  à la  recherche  de  la  lui  suivant 
laquelle  varient  la  pression  atmosphérique  et  la  densité  de  l’air  aux 
differentes  hauteurs.  On  a vu  (N“  213)  que  la  densité  dans  toute  l’élen- 
due  d’une  couche  d'égale  pression  pour  un  lluidc  élastique  de  tempé- 
rature uniforme  et  soumis  a l'action  de  forces  centrales , est  donnée 
par  la  formule 


dans  laquelle  C est  une  constante  arbitraire  introduite  par  rintegra- 
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tien,  qui  particularise  In  surface  d’égale  pression  à laquelle  corres- 
pond la  densité  p.  Comme  on  a 

M = /(Xdx  -t-  \dy  ■+■  Zdz)  ~ C, 


si  l’on  prend  l’axe  des  Z vertical  et  dirigé  vers  le  haut  et  qu’on  réduise 
les  forces  accélératrices  à la  pesanteur  qui  est  dirigée  vers  le  centre 
de  la  terre , X et  Y seront  nuis , Z sera  égal  à — ÿ et  il  viendra 


et  par  conséquent 


C = — gz 


P = 


qui  donne  la  densitt;  p de  l'air  h une  hauteur  s au-dessus  de  l’origine  des 
coordonnées,  l’origine  étant  placée  où  l’on  voudra,  par  exemple,  au 


niveau  de  la  mer;  alors qui  correspond  à z égal  à zéro,  représente 


la  densité  à ce  niveau. 

Comme  la  pression  p est  égale  à pA*,  celle-ci  est  donnée  par  la 
formule 


P = pA  = De 


-h 


ou  bien,  en  désignant  par  p’  la  pression  ù l’origine,  laquelle  est 
représentée  par  D, 

_ 9 . 

ps=  p'e  * " • 

Cette  relation  entre  la  pression  atmosphérique  et  la  hauteur  du  lieu 
fournit  un  moyen  de  mesurer  ces  hauteurs  par  l’observation  du  baro- 
mètre; en  effet  on  sait  que  la  pression  atmosphérique  est  propor- 
tionnelle à la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  dans  le  baromètre  ; on 
a donc,  h,  h'  étant  les  deux  hauteurs  observées  de  ces  colonnes,  corres- 
pondantes aux  pressions  p et  p', 

/.'  p’- 

L’équation  précédente  donne  aussi 
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ou  birn  en  employant  les  logarithmes  vulgaires  Log.,  et  représentant 
par  M le  module  0.4342!!, 


Si  la  lempéraliire  était  iiniformc  dans  toute  l’étendue  de  l'atmosphère 
entre  les  deux  points  d’idiservation,  cette  formule  ne  laisserait  rien  à 
désirer;  il  sulfirait  pour  calculer  z de  remj)lacer  k par  sa  valeur 
k (\  -+-  0,00375'))  et  de  prendre  pour  h et  h'  les  hauteurs  haromé- 
lri(|ucs  observées.  L’expérience  a fait  reconnaître  que  celle  uniformité 
est  loin  d’exister;  non  scidement  la  température  est  différente  en  gé- 
néral aux  deux  stations,  mais  elle  varie  entre  ces  deux  endroits  suivant 
une  loi  qui  jusqu’à  présent  n’a  pas  été  observée.  La  formule  précé- 
dente qui  sup|iose  la  température  uniforme,  n’est  donc  pas  rigoiircu- 
seinent  applicable  dans  le  ])lus  grand  nombre  de  cas;  cependant  on  se 
rapproche  beaucoup  de  rexaclitude  en  supposant  la  température  uni- 
forme et  on  prenant  pour  celle-ci  la  moyenne  des  deux  tcmi)ératures 
extrêmes  I et  ('  de  l’atmosphère  aux  deux  stations  ; on  remplacera 
donc  k par 


A -h  0,00375  ^ 


1 -I-  2 •-  — I • 
4000^ 


Les  hauteurs  h et  h'  de  la  colonne  de  mercure , sont  prises  à des  tem- 
pératures différentes  T et  T'  données  par  un  thcriuomèlrc  à mercure 
attaché  au  haroniètrc.  Pour  réaliser  l'hypothèse  d’une  température 
uniforme  et  moyenne,  il  faudra,  après  avoir  observé  h et  A',  calculer 
ce  qu’auraient  été  ces  liaulcurs,  silo  température  du  mercure  avait 
T -+-  T' 

été  la  même  et  égale  à — ^ — -,  sachant  que  ]>onr  chaque  degré  de 


tcnipéralure,  la  colonne  de  mercure  se  dilate  de  -rr::r’  Il  est  visible 

oboO 


que  II  et  h'  auraient  été  h 


T- 


.5550 


et  h'  ■ 


h'  r- 


5550  2 


et 


A’  J . . . 

par  conséquent  le  rapport  — devra  être  remplace  par 


T— T 

TïTôô 


1 


T— T 

ÏÎIÔÔ 
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que  l’on  peut  réduire  ii  y 

'*  1 -t- 


1 

T-— f“ 
5o5() 


en  effectuant  la  division  et 


, . . . T'  — T 

négligeant  les  puissances  snpcriciires  de  •.  La  formule  devient 

ainsi , 


1000  y 


Log 


Le  coefficient  k a été  déterminé  directement  par  expérienoc;  en  sub- 
stituant sa  valeur  ainsi  que  celle  de  g,  il  vient 


r = 18093^1 


La  valeur  que  nous  avons  donnée  à g est  celle  qui  convient  à notre 

climat.  Pour  rendre  la  formule  barométrique  applicable  à toutes  les 

latitudes,  il  faudrait,  comme  on  l’a  vu  au  N"  12C,  remplacer  g par 

T sin*  0 .... 

G — 4ir*  - — et  si  les  deux  observations  étaient  faites  sous  des  lati- 


tudes différentes,  on  prendrait  pour  latitude  commune  0,  la  moyenne 
aritbinétique  des  deux  latitudes  observées.  En  faisant  une  application 
numérique  de  cette  formule  au  cas  où  l'on  a 


/,'==0",763I5,  T'=«'  = 2.’i%3,  0 = 21* 
A = 0'*,fi0095  , T = t = 21»,3, 


on  trouve 

Z = 2314'", 30. 

21  fi.  Applicalioiis  uux  liguides  pesants.  — Reprenons  l’équation 
d’équilibre  des  fluides  incompressibles 

P ==  p'  -V-  aJ'(Xdx  Y(/y  -4-  Zdz) 

et  supposons  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  accélératriee.  En 
prenant  l’axe  des  Z vertical  et  dirigé  vers  le  bas,  il  vient 

X = 0,  Y = 0,  Z=3, 

l'équation  des  surfaces  de  niveau  |N"  21 1)  devient 
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qui  représente  un  plan  horizontal,  et  In  pression  est  donnée  par 

P=P'  -tr.  (Jp{Z  — Z') 

Z cl  z'  étant  les  ordonnées  verticales  des  points  où  les  pressions  sont 
P et  p'.  On  voit  que  la  pressifin  au;<inentc  avec  la  profondeur  cl  si  p' 
est  la  pression  au  point  le  plus  élevé,  en  y plaçant  l'origine,  on  aura 

p = p'  pyz. 

La  pression  p’  peut  jirovenir  d’un  piston  agissant  sur  le  lii|uidc  à l'ori- 
gine des  coordonnées.  Si  le  vase  est  ouvert  n sa  partie  siqiéricure, 
p'  sera  nul  et  p se  réduira  à 

p = pgz, 

tandis  que  si  le  llnidc  est  pressé  ])ar  une  colonne  d’air  atmosphé- 
riqne  p.ir  exemple,  en  appelant  p'  la  pression  exercée  ])ar  l’air  sur 
l’unité  siiperliciclle,  la  pression  à une  profondeur  z sous  le  niveau 
supérieur  sera 

p=p'  + p,jz. 

On  voit  aussi  que  It  étant  la  profondeur  de  l'eau  dans  le  vase  et  m la 
surface  du  fond  du  vase  siipposée  plane  et  horizontale,  la  pression 
totale  P supportée  par  le  fond  est  exprimée  par 

P ==  2)£i)  = pÿ/i . « ; 

or  liM  est  le  volume  d’un  cylindre  qui  a m pour  base  et  h pour  hau- 
teur; rcUc  pression  est  doue  égale  au  poids  tr un  eglindre  du  h<iuide.  qui 
nuruit  pour  base  le  fond  du  case  et  pour  hauteur  celle  du  liquide.  Il 
résulte  de  là  que  ht  pression  totale  exercée  par  un  liquide  sur  le  fond 
plan  d'un  vase  est  indépendante  de  lu  forme  latérale  du  vase. 

Considérons  encore  une  ])ortion  ce  de  la  paroi  du  vase,  que  nous 
supposerons  encore  plane  mais  inclinée  à I horizon;  1 intensité  de  la 
pression  en  un  point  de  celte  surface  placé  à la  profondeur  z sous  le 
niveau  est  pgz  et  un  élément  ds  jdacé  eu  cet  endroit,  éprouvera  une 
pression  pgzds;  la  pression  totale  éprouvée  i>ar  u est  donc 

pgfzds, 

l’intégrale  étant  étendue  à toute  la  surface  eu;  or  si  est  l’ordonnée 
du  centre  de  gravité  de  m,  la  théorie  des  moments  donne 

utz^  = J zds) 
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rcxprcssimi  de  lu  pression  totale  devient  donc 

c’est-à-dire  qu’elle  est  égale  au  poids  d’un  prisme  d’eau  qui  aurait 
pour  base  la  surface  plane  pressée  et  pour  hauteur  la  profondeur  de 
son  centre  de  gravité  sous  le  niveau  de  l’eau. 

217.  Cvntre  de  pressiim  pour  une  paroi  plane.  — Si  on  conçoit  1a 
surface  pressée,  supposée  plane,  divisée  en  un  nombre  iulini  d’élé- 
inculs,  on  jiourra  considérer  la  pression  contre  chaque  clément  coiuine 
une  force  up|)liquéc  en  ce  point  perpendiculairement  au  plan  ; la 
résultante  de  toutes  ces  forces  parallèles  sera  la  pression  totale  que 
l’on  sait  être  égale  à la  somme  des  forces  partielles  et  son  point  d'appli- 
cation s’appelle  r«rt/rc  (/c  pcess(o;i  ; c’est  le  point  où  il  faudrait  appli- 
quer extérienrement  une  force  i‘gale  à la  pression  totale  pour  lui  faire 
é(piilibre.  La  position  de  ce  point  est  facile  à détcriniucr  au  moven 
de  la  théorie  des  moments',  en  effet  AUC  ((ig.  I l'.l)  étant  la  surface 
oblique  pressée,  ,\OY  le  niveau  de  l’eau,  et  XOZ'  le  jilan  de  1a  sur- 
face pressée,  la  pression  éprouvée  par  un  clément  ds  placé  en  M 
sera  fyzds,  z étant  la  profondeur  .Ml’;  or  si  on  désigne  par  (i'  ;')  les 
coordonnées  OQ  et  QM  du  point  M raiiporté  aux  axes  X et  Z',  le 
moment  de  cette  force  nu  de  cctlc  pression  par  rapport  à rinlcrscc- 
tiun  AC  du  plan  oblique  par  le  niveau  de  l’eau  sera 

pgzds.z 

et  en  désignant  par  a l’inclinaison  PQM  on  Z'OY  du  plan  sur  l 'horizon 
et  en  observant  (pic  le  triangle  l’QM  donne 

i sin  « , 

le  moment  deviendra 

sin  a.z'^de , 

et  si  t est  l’ordonnée  GL  du  centre  de  pression  G et  1’  la  |iression 
totale,  on  aura 

/P  = pg  sin  a y z'^ds , d’où  l = > 

l'intégrale  étant  étendue  à toute  la  surface  AUC.  Quand  on  prend  les 
moments  des  pressions  élémenlaires  par  ra|)port  à l’axe  des  Z'  et 
qu'on  désigne  par  f l’abscisse  OL  du  point  G,  on  aura  de  même 

. ...  I shi  a , , , 

(P  =-=  :>g  sin  a/  zxds  , (I  ou  l --  ■ — - Jzx  ds , 
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l’intégrale  étant  aussi  étendue  à tous  les  points  de  ABC.  Les  deux 
intégrales  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  l et  de  l'  sont  visiblement 
de  la  nature  de  celles  auxquelles  on  a été  conduit  en  cherchant  les 
moments  d’inertie  des  corps,  et  leur  valeur  s’obtiendra  de  la  même 
manière.  Quand  la  surface  pressée  est  un  parallélogramme  dont  la  base 
supérieure  est  horizontale  et  placée  au  niveau  du  liquide,  un  trouve 
que  le  centre  de  pression  est  renfermé  dans  la  droite  qui  joiut  les 
milieux  des  deux  bases,  aux  deux  tiers  de  cette  droite  à partir  de  la 
base  supérieure. 

Pour  tenir  compte  d’une  pression  p'  exercée  contre  la  surface  du 
liquide,  il  siiilit  de  remplacer  pg^ds  par  (pgz  h-  p')  ds  dans  l'expres- 
sion précédente  de  la  pression  élémentaire. 

218.  Pression  sur  une  paroi  courbe.  — Lorsque  la  paroi  du  vase 
est  une  surface  courbe,  la  pression  totale  que  supporte  une  portion 
limitée  de  cette  surface,  c’est-à-dire  la  résultante  des  pressions  élé- 
mentaires supportées  par  les  éléments  dont  elle  se  compose,  n’est 
jilus  égale  a la  somme  de  ces  pressions  élémentaires,  puisque  celles-ci 
ne  sont  plus  parallèles.  Pour  la  trouver,  on  décomposera  la  pression 
élémentaire  pg:ds  en  trois  autres,  parallèles  à trois  axes  rectangulaires, 
qui  sont 

pgzds  cos  a,  pgzds  cos  P , pgzds  cos  y, 

(«,  p,  y)  étant  les  angles  formés  par  la  normale  à la  surface  au  point 
(x,  y,  z)  avec  les  axes,  cl  les  sommes  de  ces  composantes,  étendues  à 
toute  la  surface  pressée,  sont  représentées  par 

pgj" zds  cos  a,  pg  f zds  cos  p,  pg  J'zds  cos  y ; 

or  ds  cos  a,  ds  cos  p,  ds  cos  y sont  les  projections  de  la  surface  ds  sur 
les  trois  plans  coordonnés;  pgzds  cos  a et  pgzds  cos  p sont  donc  en 
grandeur  et  en  position  les  pressions  qui  seraient  exercées  sur  ces 
deux  projections  si  le  liquide  était  en  contact  avec  les  plans  des  XZ 
et  des  XZ,  et  pg  f zds  cosa,  pg  J"  zds  cos  p sont  en  grandeur  cl  en 
position  les  pressions  qui  seraient  exercées  sur  des  surfaces  planes 
rcpi'éscntnul  les  projections  du  contour  de  lu  surface  courbe,  sur  les 
deux  plans  des  YZ  et  des  XZ.  Quant  à la  troisième  composante 
/pgzds  cos  7,  comme  ds  cos  y est  la  projection  horizontale  de  l'élé- 
ment ds,  il  est  visible  que  zds  cos  y est  le  volume,  et  pgzds  cos  y le 
poids  du  cylindre  vertical  de  liquide  qui  s’appuie  sur  ds  et  par  consé- 
quent p y y zds  cos  y est  en  grandeur  cl  en  position  le  poids  du  volume 
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de  liquide  renferme  dans  un  cylindre  vertical  passant  par  le  contour  de 
la  surface  pressée  et  limité  d’une  part,  jiar  la  surface  pressée  et  d'autre 
part,  par  la  surface  de  niveau  du  liquide.  Cette  troisième  compusaute 
passe  donc  par  le  centre  de  gravité  de  ce  cylindre  cl  les  deux  autres, 
par  les  centres  de  pression  des  deux  projections  verticales. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  la  surface  pressée  doit  être,  ton- 
sidérée  comme  soumise  à l’action  de  trois  forces  parallèles  aux  aies 
des  ( X , Y , Z ) , les  deux  premières  représentées  en  grandeur  et  en 
position  pur  les  pressions  que  le  liquide  exercerait  contre  les  projec- 
tions du  contour  de  la  surface  sur  les  plans  des  XZ  et  YZ  si  le  fluide 
était  en  contact  avec  eux,  la  troisième  représentée  en  grandeur  et  en 
position  par  le  poids  du  volume  de  liquide  contenu  dans  un  cylindre 
vertical  limité  supérieurement  par  le  niveau  du  liquide  et  inférieure- 
ment par  la  surface  pressée.  La  résultante  de  ces  trois  forces,  s’il  y 
en  a une,  sera  la  pression  totale  cherebée.  Eu  général  celte  résultante 
n’existera  pas  et  la  pression  ne  pourra  dans  ce  cas  être  remplacée  par 
une  force  unique,  mais  par  deux  forces  ou  une  force  et  un  couple. 

219.  Pression  contre  un  corps  plongé.  — La  pression  que  sup]K>rtc 
une  certaine  portion  limitée  de  la  surface  d’un  corps  plongé  dans  un 
liquide,  se  détermine  comme  dans  le  numéro  précédent;  mais  lorsqu’il 
s’agit  de  la  pression  totale  supportée  par  le  corps  entier,  on  y parvient 
fort  simplement  par  les  considérations  physiques  suivantes  : concevons 
que  dans  une  masse  liquide  en  équilibre,  une  porlion  quelconque  de 
ce  liquide  vienne  tout  à coup  à se  solidifier  sans  changer  de  volume  ni 
de  densité;  l’équilibre  ne  sera  pas  troublé  et  cc  noyau  solide  restera 
suspendu  en  équilibre  au  milieu  du  Iluidc.  Or,  ce  noyau  est  soumis  à 
l’action  de  son  poids  qui  tend  à le  faire  descendre;  cc  poids  est  donc 
égal  et  directement  opposé  à la  résultante  de  toutes  les  pressions  élé- 
mentaires exercées  sur  sa  surface.  Il  suit  de  là  que  les  composantes 
horizontales  de  ees  pressions  s'entredélruisent  cl  que  la  composante 
verticale  est  égale  et  opposée  au  poids  du  noyau  solide,  c’est-à-dire 
qu’elle  passe  par  son  centre  de  gravité.  Le  théorème  de  la  lin  du  numéro 
précédent  conduit  visiblement  au  même  résultat.  Si  un  remplace  le 
noyau  par  un  autre  corps  de  même  forme  mais  d’une  densité  quel- 
conque, 1a  pression  totale  restera  évidemment  la  même;  d’où  il  suit 
qu’un  corps  plongé  dans  un  liquide  éprouve  une  pression  dirigée  de 
bas  en  haut,  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  et  pa.ssant  par  son 
centre  de  gravité.  Il  est  donc  soumis  à l’action  de  deux  forces  verticales, 
savoir  son  poids  qui  passe  pur  le  centre  de  gravité  du  corps  plongé 
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et  In  pression  exercée  par  le  fliiiilc , ijui  passe  par  le  centre  de  ligure 
du  volume  ircaii  déplacée.  Quand  le  corps  plongé  est  homogène,  ecs 
doux  centres  se  conlondent  et  les  deux  forces  sont  opjiosées;  la  résul- 
tante est  donc  appliquée  en  ce  point  et  égale  à leur  dilfércnec.  Si  le 
corps  n’est  pas  homogène,  les  deux  centres  de  gravité  sont  en  général 
disliiicts  et  la  résultante,  égale  encore  a la  diirércncc  des  deux  poids, 
est  appliquée  en  un  point  qu’il  faudra  délennincr  pur  la  théorie  des 
forces  jiamllèlcs.  Dans  les  deux  cas,  on  voit  que  reffort  nécessaire  pour 
soutenir  vcrtiralcment  le  corps  plongé  ilans  le  liquide,  est  égal  à son 
poids  diminué  du  poids  du  liquide  qu’il  déplace,  cc  qu’on  exprime  en 
disant  (|u’i(«  corps  filongé  dans  un  liquide  y perd  une  partie  de  son 
poids  égale  au  poids  du  fluide  déplacé. 

220.  EriuiUhre  d'un  corps  flottanl.  — Quand  le  corps  est  plus  léger 
qu’un  égal  volume  <lii  liquide,  la  pression  agissant  de  lias  en  haut  est 
snpérienre  au  poids  du  corps,  qui  est  repoussé  en  partie  hors  du 
li(|uide  jnsqu’i'i  ce  que  le  poids  du  liquide  déplacé  soit  réduit  au 
jioids  du  corps.  Dans  cette  position,  ecini-ei  sera  soumis  à l'action  de 
deux  forces  verticales  égales,  passant  rnne  par  le  centre  de  gravité  du 
corps  et  ranlrc  par  le  centre  de  gravité  ilu  llnidc  déplacé,  c’esl-à- 
dirc  qu’il  sera  soumis  à l’aclion  d’un  couple  qui  aura  pour  effet  de 
le  faire  tourner  ou  chavirer,  et  l’équililirc  ii’mini  lieu  que  lorsque  les 
deux  forces  égales  seront  direclemeut  opposées,  on  bien,  lors(|ue  le 
centre  de  gravité  du  corps  et  le  centre  de  figure  du  volume,  d’eau 
déplacée  seront  renfermés  dans  une  même  verticale.  Telles  sont  donc 
les  conditions  d’équilibre  d’un  corps  flottanl  à la  surface  d’un  liquide 
pesant.  Lu  partie  du  corps  qui  est  plongée  dans  le  liquide  se  nomme 
carène,  le  plan  horizontal  qui  sépare  la  carène  du  reste  du  corps  sc 
nomme  plan  de  flottaison,  et  lu  verticale  passant  par  les  deux  centres 
de  gravité,  axe  primitif'. 

221.  Positions  d'éijuilihre  d’un  corps  flottant,  .ipplication  au 
prisme  triangulaire.  — Puisqu’il  est  nécessaire  et  qu'il  suffit  pour 
l’équilibre  d’un  corps  lloltaul,  que  le  poids  du  Iluide  déplacé  par 
la  carène  soit  égal  au  poids  du  corps  entier  et  que  les  centres  de 
gravité  du  corps  cl  du  fluide  (pi’il  déplace  soient  renfermés  dans 
une  même  verticale , il  est  visible  que  la  rccliercbe  des  positions 
d’équilibre  d’un  corps  llottanl  donné  dépend  dans  chaque  cas  de  lu 
résolution  de  ce  problème  de  géométrie  : diviser  pur  un  plan  un 
corps  donné  en  deux  parties  dont  l'une  ait  un  volume  donné , de 
manière  que  la  droite  menée  d'un  point  donné  du  corps  au  centre  de 
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fiyiire  de  ce  rxdume,  soit  perpeodiculaire  au  plan  coupant.  Le  jilnii 
coii|innl  ro|)rcsPnlc  ici  le  plan  de  lloltaison,  le  voliinio  donne  est  celui 
d'une  masse  li(]iiide  d'un  poids  écpiivalcnl  à celui  du  corps  et  le  point 
donné  est  le  centre  de  gravité  du  cor]>s  llottnnt. 

Appliipions  cette  remarque  an  prisme  triangulaire  droit  et  homogène, 
placé  en  é(|uilihrc  sur  un  liquide,  de  manière  que  les  arêtes  parallèles 
soient  horizontales.  Comme  toutes  les  sections  perpendiculaires  aux 
arêtes  sont  identiques , les  conditions  d’équilihre  sont  indépendantes 
de  la  longueur  du  prisme;  il  sudira  donc  de  résoudi-e  ce  jirohlèinc  : 
diviser  un  triangle  AlîC  (fig.  liiO)  en  deux  parties,  telles  que  le  rapport 
de  DCE  à AllC  soit  égal  à un  rapport  donné  et  que  lu  droite  CG'  qui 
joint  les  centres  de  gravité  de  ces  triangles  soit  perpendiculaire  à DE. 
Désignons  par  p et  f les  densités  de  l’eau  et  du  prisme,  par  a,  b,  c 
les  trois  angles  du  triangle,  par  /,  m,  n les  trois  côtés  op|)osés,  par 
a:,  y les  longueurs  inconnues  DC  et  CE.  Soient  F et  F'  les  milieux 
des  rôles  .Ml  cl  DE,  G et  G'  les  centres  de  gravité  des  deux  triangles 
ACE  cl  DCE.  Connue  les  aires  de  ces  triangles  sont  dans  le  rapport  des 
produits  AC. CB  et  DC.CE,  on  a pour  première  équation  de  condition 

xy  = - /m. 

D’un  autre  côté,  les  droites  (îG'  et  FF'  étant  parallèles,  celle  der- 
nière doit  être  perpendiculaire  au  milieu  F'  <le  DE  et  par  consécpient 
les  deux  ohliqucs  Fl)  et  FE  doivent  être  égales;  or  les  triangles  AEF 
et  DBF  donnent 

DF*  = (/  — x)*  ^ — x)  « eos  b 

EF*  = (»/  — yY  — {'"  — y)  » ‘■'is  a ; 

on  a donc  pour  seconde  rondilion 

(/  — x)*  — (/  — x)  n eos  b — (iii  — y)*  — (wi  — y)  « eos  a. 

Cette  équation  , jointe  à la  première,  servira  à déterminer  x et  y. 

Si  le  triangle  ABC  avait  deux  de  scs  sommets  jilongés  dans  le  liquide, 
en  considérant  .AEDB  comme  étant  la  carène,  il  faudrait  pour  l’équi- 

libre  que  le  ra|qiort  de  ABC  à AEDB  fût  égal  à —,  et  que  leurs  centres 

0 

de  gravité  fussent  places  dans  une  droite  perpendiculaire  à DE.  La 
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première  condition  exige  que  les  triangles  ACB  et  DCE  soient  dans 
le  riqiport  de  p à p — p',  c'estrà-dire  que  l’on  doit  avoir,  en  conservant 
les  memes  désignations  que  précédemment, 


Quant  à In  seconde  eondition,  eomme  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  gravité  des  deux  parties  AEDB  et  DCE  contient  nécessairement  le 
centre  de  gravité  de  la  figure  entière  ACB,  il  est  visible  qu’il  faut 
enrore  que  la  droite  GG'  qui  joint  les  centres  de  gravité  de  ACB  et 
DCE  soit  perpendiculaire  sur  DE;  la  seconde  des  deux  équations  pour 
le  cas  précédent  subsiste  donc  pour  celui-ci  et  doit  être  combinée  avec 
celle  (]u’on  vient  de  trouver. 

Si  la  base  du  prisme  était  un  poUgone  quelconque  ACBD  (fig.  121), 
ayant  son  centre  de  gravité  placé  en  G,  les  aires  EE'C  et  ACBD  devraient 
encore  être  dans  le  rapport  des  densités  du  liquide  et  du  prisme, 
c’est-à-dire  que  l'on  aurait 

^ ^ p'- 

- XV  sin  C = -.S, 

2 P ’ 

S étant  l'aire  du  polygone  et  ^xij  sin  C étant  l’aire  du  triangle  CEE'. 

On  obtiendrait  la  seconde  équation  en  observant  que  si  on  prolonge 
CG , cil  faisant  GF  égal  à la  moitié  de  CG  et  qu’on  mène  par  le  point  F 
la  droite  A'B'  de  manière  qu’elle  soit  divisée  en  F en  deux  parties 
égales,  le  point  G pourra  être  considéré  comme  le  centre  de  gravité 
d’un  triangle  fictif  A'CB'  dont  il  faudra  assurer  l’équilibre  en  posant 
la  seconde  des  deux  équations  précédentes.  On  trouvera  ainsi  les 
valcni-s  de  x,  y ou  CE,  CE',  pourvu  qu’elles  ne  dépassent  pas  les  lon- 
gueurs CA  et  CB.  Ainsi  si  le  corps  ilottant  est  un  prisme  boniogènc, 
ayant  pour  base  le  parallélogramme  ADBC,  les  distances  FE  et  FE' 
devront  être  égales,  ce  qui  conduit  à l’équation 


FA'*  E'A'*  — 2FA'.  E'A'  cos  A'  = FB  * -t-  EB'*  — 2FB'.  EB'  cos  B’ 

c’est-à-dire,  eu  observant  que  AA',  BB',  GF,  AG  .sont  les  moitiés  de 
AC,  CB,  CG,  AP,  et  en  désignant  AC,  PC,  AB,  l'angle  CAB,  l’angle  CBA 
par  6,  a,  e,  a,  p. 
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et  la  première  ccpiation  devient 

a' 

xij  = 2 - al). 

P 

Cherchons  encore  les  condilions  d’cqnilihrc  d’un  prisme  droit  ayant 
pour  hase  une  portion  de  parabole  I5AC  (lig.  122).  Supposons  le  prisme 
homogène  ou,  pour  plus  de  généralité,  supposons-lc  rempli  symé- 
triquement, de  manière  que  son  centre  de  gravité  soit  placé  dans  l’axe 
en  G et  au  milieu  de  la  longueur  du  prisme.  Par  le  point  le  plus  bas 
de  la  carène  EMC',  menons  une  bingcnle  horizontale  M.\  à la  section 
BMC,  une  verticale  MNY  et  une  parallèle  ME  à l’axe  AD.  Désignons 
par  0 l'inclinaison  A'ND  de  Taxe  sur  la  verticale,  par  a la  hauteur  AD, 
par  2p  le  paramètre  de  la  courbe,  par  b la  distance  AG,  et  par  a'  la 
longueur  MF.  On  sait  que  le  centre  de  gravité  G'  de  EME'  est  situé  sur 

le  diamètre  oblique  ME’,  de  manière  que  MG'  = - MF,  et  on  trouve 

b 

pour  les  deux  coordonnées  x',  »/'  du  point  G', 


x'  = 4u'sin0,  i/==ru'cosO. 
5 -'b 


Quant  aux  coordonnées  x,  y du  point  G,  si  on  désigne  par  n la  nor- 
male MiN  b la  parabole  au  point  M,  on  trouve  sans  peine 

;»*  -V-  n* 


A.N: 


2p 


et  par  conséquent 


X = NG  sin  0=^0  — 

y JIN  -I-  NG  cos  0 = n -h  ^6  — ^ 


ou  bien,  en  rcmaniuant  que  dans  la  paralude  la  projection  >i  cos  0 de 


la  normale  sur  l’axe  AD  est  éealc  à 


a p. 


X = 


(‘ 


cos*  0 -V-  1 '\  . 
2 cos*  0 y 


cos*  0 -+-  1 

a = n h cos  0 — I)  — 

' 2 cos  0 


Pour  qu'il  y ait  équilibre,  les  ccnti’cs  G et  G'  doivent  se  trouver  dans 
une  même  verticale;  x et  x'  doivent  donc  être  égaux  et  l’on  trouve 
pour  première  condition 


,)  , . 

- a sin  0 
b 


V 


cos*0  1\ 
2 cos*  6 ) 


sin  0. 


Sli 
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D’un  autre  cùtc,  le  volume  de  la  carène  multiplié  par  la  densité  p de 
l’eau  devant  être  égal  ù la  masse  M du  corps  flottant,  et  l’aire  EME' 
4 ^ 

étant  exprimée  par  - y "Ipa^,  on  doit  avoir,  en  désignant  par  l la  lon- 
gueur du  ])risnic, 

4 , / " /i»  M* 

-p/^/2;.n-.=  M d’ou  — 

H ré(]ualion  de  condition  précédente  dexient 

5 " /l)  . /,  i + cos*  0\  . , 

d’où  l’on  tire 

/ V 

sin  6 = 0 et  eos  6 = ± 


y/  P iG'ipç, 


i 


Il  y a donc,  en  général,  trois  positions  d’équilibre.  Comme  cos  0 doit 
loujoui-s  être  moindre  que  l’unité,  l’équilibre  dans  une  position  incli- 
née n’est  possible  que  si  l’on  a 


-îh 


li 

~^‘~iy  l(i  27ip*/‘ 


il’où 


hy  P + 


5 y 9 M* 

By  ic2pp*/*‘ 


(Juand  le  prisme  a une  densité  uniforme  p',  comme  l’aire  paraboliipic 
4 


BAC  csl;(/2pa’  et  que  AG  est  alors  égal  à -AD,  M sera  é{. 

O ^ 


ni 


4 

à - /o' j/2/ïrt^j  l'nri^lc  0 srra  donne  jiar 


ros  0 =s= 
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Cl  lu  condition  pour  la  poüsihilitc  de  llotter  dans  une  position  incliiicc 
devient 


3 


La  distance  GG'  entre  les  deux  centres  de  gravite  ou  y — y'  est 


et  <]uand  le  prisme  est  lioinogènc,  elle  devient 


GG' 


— V 


222.  Stabilité  des  corps  pottants.  Métacentre.  — Après  avoir  cluldi 
les  conditions  d’équilibre  d'un  corps  flotLuit,  il  importe  de  pouvoir 
reconnailrc  si  cet  équilibre  est  stable  ou  instable,  c’csl-à-dirc  si  le 
corps,  dérangé  inlinimcnt  peu  de  sa  position  d'équilibre,  tendra  à y 
revenir  ou  s’en  écartera  indéliuiment.  .Soit  AFB  (fig.  123)  une  section 
verticale  de  la  carène  passant  par  les  centres  de  gravité  G et  O du  corps 
flottant  et  du  liquide  déplace,  .\B  le  plan  de  flottaison  et  (iOF  l’axe 
primitir.  Goncevons  ce  corps  dérange  inlinimcnt  peu  de  sa  position 
d’équilibre  an  moyen  d’impulsions  très  petites  cl  sup|)osons  qu’à  une 
é[ioque  quelconque,  le  niveau  du  liquide  devienne  ab  (fig.  124), 
la  figure  représentant  une  section  du  cori)s  par  un  plan  perpendiculaire 
il  l’intersection  D des  deux  plans  AB  et  ab.  Désignons  jiar  '^mv^  la  (|uan- 
tilé  de  forces  vives  qui  animera  le  corps  au  bout  d’un  temps  t aprt'is  le 
dérangement,  et  par  ïmn*  la  quantité  de  forces  vives  très  petite  qu’on 
lui  a communiquée  priniiliveinent  pour  le  déranger.  Un  sait  ipie  l’on  a 


linv-  =■  Imu*  2 y ï (Xdx  h-  \(ly  -t-  7.dz) , 


(X,  Y,  Z)  étant  les  forces  motrices,  cl  l’intégrale  devant  être  prise 
depuis  l’instant  du  dérangement  jusqu’à  ré|ioquc  t.  Les  forces  motrices 
sont  la  gravité  et  la  pression  du  liquide.  La  première  agit  sur  toutes 
les  parties  du  corps  flottant , tandis  que  la  seconde  n’agit  que  sur  la 
surface  mouillée  oF6;  mais  eomme  celle  dernière  force  a (N“  2ii»)  une 
résultante  passant  par  le  centre  de  figure  de  la  carène  et  égale  au 
poids  du  liquide  déplacé,  il  est  visible  qu’on  peut  coneevoir  celle  der- 
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nière  comme  étant  le  poids  même  du  volume  d’eau  déplacé,  la  pesan- 
teur agissant  ici  de  bas  en  haut.  De  cctlc  manière,  chaque  élément  dm 
de  la  masse  du  corps  entier  sera  animé  d’une  force  verticale  et  dirigée 
vers  le  bas  égale  fi  gdni  et  chaque  élément  (/a  du  volume  d’eau  déplace 
sera  pousse  par  une  force  également  verticale , mais  dirigée  vers  le 
haut  et  égale  à {‘tjdu.  Cela  jiosé,  si  on  pi-end  [lonr  plan  des  XY  le 
niveau  <ib  du  liquide,  l’axe  des  Z dirigé  vers  le  bas  sera  vertical  et 
l’équation  des  forces  vives  se  réduira  à 

1 1 

- Sino*  = - -mn*  — sÿ  J'ul'j-dz  -i-  y /'  -dmdz^ 

dans  laquelle  le  signe  1 indique  une  somme  de  produits  étendue  au 
corps  entier  pour  la  seconde  intégrale  et  au  vidunie  déplacé  seulement 
pour  la  première,  et  le  signe  y indique  des  intégrales  de  ces  sommes, 
prises  entre  les  époques  tl  et  t,  c’est-à-<lire  que  le  signe  sommatoire  S 
se  rapjtorte  aux  dilféicntielles  dji  et  dm  et  les  intégrales  y,  à la  diffé- 
rentielle dz.  L’intégrale  fldadz,  qu’on  peut  écrire  ainsi  : l/dadz 
ou  ldy.fdz  est  égale  à 'uU  [z  — z),  z'  et  z étant  les  ordonnées 
verticales  de  l’élément  d^  du  volume  déplacé  avant  le  dérangement 
et  à l’époque  I.  En  l’érrivant  ainsi  : 

ïrffiZ  — 


on  voit  qu’elle  représente  la  différence  des  moments  de  ces  volumes 
pour  ces  deux  instants,  par  rapport  au  niveau  du  liijuide.  Si  donc  on 
désigne  par  V le  volume  AFIl,  le  moment  ïdaz'  sera  égal  à \ multi- 
plié par  OC  ou  Vn.  Quant  au  moment  srfaz,  comme  le  v(domc  de  la 
carène  à l’époque  t est  oF6,  celle-ci  se  composera  de  AFB  augmenté 
de  «AHb  et  le  moment  de  oFb  sera  égal  à 1a  somme  des  momeuts  de 
ces  deux  parties.  Le  moment  de  .VFB  est  V multiplié  par  OC'  ou  Va; 
pour  axoir  le  moment  de  uABfi,  considérons  ce  volume  comme  en- 
gendré i>ar  la  rotation  de  Faire  de  la  section  AB  autour  de  l’inter- 
section U.  .Si  on  divise  cette  aire  en  éléments  inlinimcnt  petits  ai  et 
qu’on  représente  jiur  r la  distance  oïD  de  l’un  de  ces  éléments  à l’inter- 
section 1),  l’arc  de  cercle  aw'  décrit  par  u (arc  qui  se  confond  avec  la 


pcrpendiculaii-e  oioi' abaissée  sur  ub)  sera  r>j,  vf  étant  l’angle  iiiriiii- 
menl  petit  D;  on  aura  donc  oirt)  jiour  le  vidume  cylindrique  ojoi'  en- 

WW 

gcnilrc  |tnr  O),  air»î  wr>î  • — pour  le  moment  <lc  ce  volume  par 
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rapiiorl  à ah  cl  1 ou  -yflcûr*  pour  le  moniciil  de  tiWli. 

lur*  esl  le  niDiiiciil  d'inertie  de  l’aire  AB  par  ruppurl  à rinlerscc- 
tion  D.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  l’oii  a 

1 

J'zdjidz  = Va  — V’o 

Pour  ce  qui  est  de  l’intégrale  J'idmdz  ou  Hdm  J'dz  s=  'idm  {z  — c”), 
en  désignant  i>ar  M la  masse  du  corps  flottant  et  par  />  et  p le  Z du 

centre  de  gravité  G de  ce  corps  dans  l’état  priiuitil'  et  à l’époque  t, 

c’est-à-dire  GC  et  GC",  on  a ])ar  la  théorie  des  moments, 

ïdm  . î'  = M . i,  idiit . Z = Mp, 

et  par  conséquent 

idm  (z  — z')  = M (P  — b). 

L’équation  des  forces  vives  devient,  en  substituant, 

1 I 1 

- ïme*  = -v-  pÿVu  — |>yVa  -t-  y.M  (p  — b), 

qu’on  peut  réduire  à la  suivante,  en  désignant  GO  par  d, 

ïwe*  = ïm«*  — pÿtf-^üir^  -v- 

parce  que  oV  est  égal  à M et  que  la  dilTérencc  a — ■ b — («  — P)  n’est 
autre  chose  que 

GO  — /iO  = GO  (1  — cos  GO/i)  = GO  (1  — cos  *))  ==  ^ 


Si  par  le  centre  de  gravité  r/  de  la  section  de  flottaison  AB,  on  mène 
une  parallèle  à l’intcrscclion  D,  uti  sait  <pi’cn  désignant  par  u/c-  le 
moment  d’inertie  cIc  cette  aire  û par  rapport  à celle  ]>arallèlc  et  par  / 
la  distance  j/I),  on  a (N”  1 47) 

ï oir*  = -V-  al*  ; 

il  vient  donc 

imv*  = lurii*  — ypij*  (ak*  -t-  u/-  — \d). 


En  désignant  j)ar  Ç l’ordonnée  ijfj'  du  centre  de  gravité  ij  et  remar- 
quant que 


{ = / sin  v\  = b^, 
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un  trouve  enfin 

ï mr*  = ï;m«*  — yo  j -t-  n*  [ak^  — Vd)  j. 

Quand  le  centre  O est  placë  au-dessus  du  point  G,  la  distance  d de  ces 
points  change  de  signe;  cette  forniulc  sera  donc  applicable  au  deux 
cas,  en  l’écrivant  ainsi  : 

ï MIC*  = ï mil*  — jip  j a;®  -I-  >)*  ( ük-  ± ) j • 

Pour  interpréter  cctle  équation,  il  faut  distinguer  le  cas  où  ûA‘*  dz  \d 
est  |)ositif  et  celui  où  ce  biuùnie  est  négatif.  Dans  le  premier,  les 
deux  termes  compris  dans  les  accolades  seront  positifs;  le  second 
terme  du  second  membre  conservera  donc  son  signe  négatif,  et  par 
conséquent  ïme*  sera  toujours  moindre  que  Xmir;  la  (juantitc  de 
force  vive  initiale  im)>rimée  lorsque  le  système  était  en  éipiililire  sera 
donc  un  maximum  ; d’où  l’on  conclut  (>'“  I4(i)  que  cet  équilibre  est 
stable.  De  ce  que  ïiiir*  reste  très  petit,  ou  ronclut  que  le  corps  ne 
s’écarte  que  très  peu  de  la  position  d’équilibre  (voir  la  théorie  de  l'équi- 
libre stable  ou  instable  (N“9S).  Dans  le  second  cas,  la  iiuautité  comprise 
entre  les  accolades  pourra  devenir  négative,  le  second  terme  du  second 
membre  de  réipiation  deviendra  alors  positif  et  rien  ne  limitera  jilus 
la  valeur  de  ï mr®,  ce  qui  caractérise  une  position  d’équilibre  instan- 
tanée. Il  suit  de  lit  que  l’équilibre  sera  stable  ou  instable  suivant  que 
üA®  ± Vd  sera  positif  ou  négatif.  Gettc  quantité  sera  toujours  positive 
si  le  centre  de  gravité  G est  placé  au-dessous  du  centre  O.  üaus  le  cas 
contraire  la  stabilité  exige  que  u/;*  soit  supérieur  à Vd. 

Pour  que  la  stabilité  du  cori>s  llottaiit  soit  certaine,  il  ne  suflit  pas 
de  s’èlre  assuré  de  la  stabilité  relativement  à un  dérangement  iulini- 
meut  petit  elTcctué  dans  un  certain  sens;  il  faut  vérilicr  les  conditions 
précédentes  pour  un  dérangement  i|uclcouque;  or  quand  on  change 
le  sens  de  l’inclinaison  donnée  au  corps  llottant,  la  parallèle  à l’inter- 
section  D menée  par  le  centre  de  gravité  du  plan  de  llottaison  i>rcnd 
une  direction  «lilférente  et  par  conséquent  le  moment  d’inertie  ak*  n’a 
])lus  lu  même  valeur.  Si  l’on  détermine  celle  de  toutes  les  droites 
]>assaut  par  le  centre  de  gravité  du  |)lan  de  flottaison , [lour  laquelle 
le  moment  d’inertie  a^®  est  le  plus  petit  possible,  il  faudra  vérifier 
la  condition  de  stabilité  iik-  > \d  pour  cette  valeur  de  Â*. 

La  théorie  de  la  stabilité  des  corps  flottants,  telle  qu’elle  a été  pré- 
sentée depuis  ZfüHÿKcr  jusque  dans  ces  derniers  temps,  était  fondée 
sur  la  détciTuinaliun  de  la  position  d’un  certain  point  du  corps  appelé 
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métacentre.  On  uppolait  ainsi  le  point  d'intersection  m (fig.  125j  de 
l’axe  primitif  Gm  par  la  verticale  O'm  passant  par  le  centre  de  figure  O' 
de  la  carène,  telle  qu’elle  se  trouve  après  que  le  cor])s  a été  dérange 
très  peu  de  sa  position  d’équilibre  et  on  faisait  dépendre  la  stabilité 
de  la  situation  de  ce  point  au-dessus  ou  au-dessous  du  point  G.  Quoicpic 
la  considération  du  métacentre  ait  conduit  aux  mêmes  conditions 
d’équilibre  que  l’emploi  de  l’équation  des  forces  vives,  on  a reconnu 
depuis  que  l’aiiciennc  tbéoric  était  inexacte  et  qu’elle  devait  être 
abandonnée. 

Ajqiliquons  les  conditions  de  stabilité  à un  prisme  isocèle  homogène, 
droit,  à hase  triangulaire  (fig.  123),  placé  en  équilibre  sur  un  liquide 
dans  lequel  plonge  l'angle  G.  11  est  visible  que  si  on  désigne  par  II 
et  li  les  hauteurs  CF  et  CF'  des  deux  triangles  ACB  cl  ECD,  on  aura 

GO  ou  (/  = GC  — OC=|(II  — A). 


D’un  autre  coté,  le  plan  de  flottaison  F.D  étant  un  rectangle,  si  on 
désigne  ]>ar  l la  longueur  du  prisme  et  par  b la  largeur  ED,  le  moment 

d inertie  minimum  de  ee  rectangle  est  — ou  — suivant  que  l est  plus 

petit  ou  plus  grand  que  b.  Dans  le  premier  cas,  comme  le  volume 

de  la  carène  DCE  esl^j  la  condition  de  stabilité  est 
2 

Ib^  2 ,,lbli  , . I*'  IV 

> = (H  — -^  >l‘  (»  — /')’ 


cl  en  désignant  par  a l’angle  ACF, 

h > H cos‘  a. 

On  a vu  que  si  p et  p'  sont  les  densités  du  liquide  et  du  prisme,  on 
iloit  avoir  pour  l’équilibre, 

p:p'==AC.CB:EC.CD, 

cl  par  conséquent 

p;p'  = AC-:CEi  = Il»:/i*; 
l’inégalité  précédente  prend  donc  la  forme 

p'  )>  P cos‘  9 eos  a < 


Digilized  by  Google 


ciiai>iti;k  XXII. 


'M 

i|iii  fixe  In  liitiile  (le  la  densité  du  |)rismc,  au-dessous  de  laquelle  la 
slnhiliUi  cesserait  dY'Ire  assurée  pour  un  angle  donné  et.  ou,  si  les 
densités  sont  données,  la  limite  inférieure  de  la  valeur  de  l'angle  *. 

Dans  le  second  cas,  c’csl-à-dirc  si  l est  plus  grand  que  h,  on  aura 
à la  fois 

I < 2/i  tang  * et  ^ (Il  — It) 

cl  l’on  trouve  en  iiiulli|dinnl,  que  la  eoiiditioii  siiflisanlc  de  stabilité 
.se  réduit  encore  à 

/ 

ù 

— > COS*  a. 

P 

223.  Oscillations  des  corps  flottants.  Oscillations  du  centre  de  gra- 
vité. — Lorsipi’un  corps  flottant  est  dérangé  inliniinciit  peu  de  sa 
position  d’équilibre  stable,  il  efTeetiie  autour  de  cette  position  une 
suite  indéfinie  d’oscillations  dont  nous  nous  proposons  de  reeonnailrc 
les  lois.  On  sait  que  lorsque  des  forces  agissent  sur  un  corps  libre, 
celui-ci  prend  deux  inouvenicnts  indépendants,  savoir  le  inouvcincnt 
du  centre  de  gravité  et  le  niouvcuienl  de  rotation  autour  de  ce  centre. 
Le  premier  se  détermine  en  lrans|)orlant  toutes  les  forces  ainsi  que 
la  masse  du  corps  flottant  à son  centre  de  gravité;  le  second,  en  con- 
sidérant le  centre  de  gravité  comme  fixe. 

Occupons-nous  d’abord  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Soit 
An  (fig.  120)  le  plan  de  flottaison  dans  la  position  d’équilibre;  suppo- 
sons que  la  ligure  représente  la  position  du  corps  à une  éjioque  quel- 
conque t,  ah  étant  le  niveau  du  liquide  et  a'I/  une  parallèle  ù ah 
menée  de  manière  que  le  volume  a'Fh'  soit  ('(piivalcnl  à AFIl,  ou  que 
le  volume  «Alîb  soit  équivalent  au  volume  aa'h'h.  I.’intersection  g con- 
tiendra le  centre  de  gravité  de  AU,  puisque  le  volume  a.Mlli  <pii  est  équi- 
valent à aa'h’h,  sera  représenté  |)ar  surf,  ah.gg'  et  que  l’on  sait  (N"  (iô) 
que  le  volume  oAIlb  considéré  comme  un  prisme  tronqué  est  aussi 
donné  par  le  produit  de  surf,  ah  par  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  gravité  de  la  base  supérieure  AB  sur  la  base  inférieure  ah. 
En  désignant  jrar  z la  profondeur  LG  du  centre  de  gravité  G du 
corps  flottant  au-dessous  vlu  niveau  du  liquide  et  en  conservant  les  dé- 
nominations précédentes,  Vp  sera  la  masse  du  liquide  déjjlacé  dans 
l’état  d’équilibre  et  par  conséquent  celle  du  cori)s  flottant,  et  si  l’on 
rcmaniuc  que  la  force  motrice  est  l’excès  de  la  pression  du  liquide 
sur  le  poids  du  corps,  c’est-à-dire  une  force  égale  au  poids  p du 
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liquide  aa’b'b  et  agissant  de  bus  en  haut,  l'équation  dilTéreatiellc  du 
mouvement  du  point  G sera 

Comme  cette  tranche  est  infiniment  mince,  son  volume  est  repré- 
senté par  le  produit  de  l’aire  a'b'  par  l’épaisseur  cL  ou  gg'  et  a'b'  ne 
différant  que  très  peu  de  AB,  ec  volume  sera  donné  par  ai,  e étant 
l’épaisseur  gg'  et  a l’aire  du  plan  de  flottaison  ; l’équation  du  mouve- 
ment devient  donc 


— Qifg, 


^it  V 


II  est  visible  que  l’on  a 

Z ou  LG  = e -t-  Gc  = s -I-  Gd  cos  11  = e GC  eos  I)  = £ -4-  GC  , 

parce  que  l’angle  ^ ou  cGC  est  infiniment  petit  et  que  Gd  ne  diffère 
que  très  peu  de  GC,  du  moins  quand  Cg  est  très  petit  comme  cela  a lieu 
le  plus  souvent.  GC  étant  une  quantité  constante  que  nous  avons  dé- 
signée par  6,  l’équation  du  mouvement  prend  la  forme 


qui  a pour  intégrale 


£ = A cos  t 


et  si  on  détermine  les  deux  constantes  par  la  condition  que  la  valeur 
initiale  de  £ ou  gg'  soit  égale  è e et  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle, 
on  trouve 


d’où  l’on  conclut,  comme  à la  page  174,  que  le  centre  de  gravité  G 
effectue  une  suite  indéfinie  d’oscillations  isochrones  verticales  dont 

l'amplitude  est  2e  et  dont  la  durée  est  n \ • 

V ag 

224.  Oscillations  autour  du  centre  de  gravité.  — Passons  au  mou- 
vement du  corps  flottant  autour  de  son  centre  de  gravité  considéré 

Îi7 
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comme  fixe  et  supposons  d'abord  sa  forme  telle  que  l'un  des  trois  axes 
d’inertie  principaux  relatifs  au  centre  de  gravite  soit  dirigé  suivant 
l’axe  primitif  GC  et  que  le  plan  vertical  AFB  passant  par  l’axe  primitif 
divise  le  corps  en  deux  parties  symétriques.  Alors  une  perpendiculaire 
à AFB  élevée  au  centre  de  gravité  G (fig.  lîli)  sera  un  axe  d’inertie 
principal.  Admettons  encore  que  le  corps  ne  prenne  nn  mouvement  de 
rotation  qii’autonr  dccct  axe,  ou  en  d’autres  termes,  admettons  que  le 
corps  flottant  ait  un  mouvement  de  tangage  sans  roulis.  En  représen- 
tant par  P la  vitesse  angulaire  autour  de  eet  axe  et  par  A le  moment 
d’inertie,  l’équation  du  mouvement  de  rotation  sera 


= s(!/Z-=Y) 


dans  laquelle  le  second  membre  représente  la  somme  des  moments  des 
forces  motrices  par  rapport  à cet  axe  principal.  Les  forces  qui  agissent 
sur  le  corps  sontverticalcs  et  elle  se  réduisent  à la  pression  du  liquide, 
puisque  le  poids  du  corps  étant  appliqué  au  centre  de  gravité  fixe  G 
(fig.  124)  n’a  pas  d’influence  sur  la  rotation.  Cette  ])rcssion  est  égale 
et  opposée  au  poids  de  oF6,  c’est-à-dire  au  poids  de  AFB  et  au  jioids 
de  nABfc;  si  donc  on  suppose  que  la  figure  124  représente  la  section 
symétrique  du  corps  flottant  à une  époque  quelconque  I,  le  moment 
de  la  force  par  rapport  à cet  axe  sera  égal  et  de  signe  contraire  au 
moment  du  poids  de  AFB  augmenté  du  moment  de  aABà.  Le  moment 
de  AFB  est  Vpg  multiplié  par  G/i.  Pour  avoir  le  moment  de  n.ABb,  on 
le  décomposera , comme  au  N"  222,  en  éléments  aw'  dont  le  volume 
est  wni,  le  poids  pgunu  cl  le  moment  par  rapport  à l’axe  A,  pgurtf 
(1'  — r),  en  désignant  par  l'  la  distance  DC.  Le  moment  de  «ABb  est 
donc 

fgpuryi  (/'  — r)  = pgnl'fru  — pgüfr^u, 

les  deux  intégrales  étant  prises  dans  toute  l’étendue  de  AB.  Le  mo- 
ment de  al'b  est  par  conséquent  rc|»rcscnlé  par 

Vpg.Gli  -4-  pg'M’J' 

mais  on  a 

G/l  = GO  siu  GO/i  = d.  sin  ii  = t)(/; 


ce  moment  est  donc 

\gpy,d  + pgyj'fru  - pg-yifr^u. 
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La  première  intégrale  est  le  moment  de  l’aire  AB  par  rapport  à D, 
e’est-à-dire  al;  la  seconde  est  le  moment  d’inertie  de  AB  par  rap- 
port à l’inlerseclion  D,  que  nous  avons  trouvé  (N“  147)  égal  à 
ûk*  al*.  Le  moment  de  a¥h  devient  ainsi 

(Vd  — ak-  aW  — a^*) 

qui  se  réduit  à 

ÿpii  (Vd  — ut*) , 

si  on  supjKise  égales  les  distances  en  général  peu  différentes  DC  et 
D^.  Si  le  point  0 était  placé  au-dessus  du  point  G,  le  signe  de  d chan- 
gerait et  le  moment  deviendrait 

y [‘'A  ( — Vd  — ak-)  : 

le  moment  de  la  pression  sur  oF6  est  donc  en  général  représenté  par 
ijavi  {ak*  q^Vd) 

et  l’équation  de  rotation  prend  la  forme 
ou  plutôt 

A ^ ==  — {ak*  q:  Vd), 

, . . . . , 

parce  que  p est  égal  a ce  signe  nwtns  provenant  de  ce  que  la 

vitesse  de  rotation  est  prise  positivement  quand  GF  se  rapproche  de 
la  verticale,  ce  qui  correspond  ù une  diminution  de  l’angle  n. 

En  représentant  par  p la  valeur  initiale  de  <1,  c’est-à-dire  en  suppo- 
sant la  droite  GO  primitivement  écartée  de  la  verticale  d’une  quantité 
angulaire  p autour  de  l’axe  A , si  le  corps  est  ensuite  abandonné  à 
lui-méme  sans  vitesse  initiale,  l’intégrale  obtenue  coniinc  au  N"  223, 
sera 

qui  apprend  que  le  mouvement  de  rotation  du  corps  ilotlant  autour 
de  l’axe  d’inertie  principal  A est  oscillatoire  et  que  la  durée  des 

/ Â 

oscillations  est  w % / - — 7—.-^ 77-77- 
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Si  le  bindme  ûJt*  ;:f:  Vd  était  négatif,  l’intégrale  au  lieu  d’étre  circu- 
laire, aurait  une  forme  exponentielle,  qui  n’indiquerait  plus  un 
mouvement  oseillatoire,  mais  avertirait  que  le  corps  s’écarte  indéfini- 
ment de  la  position  d’équilibre.  La  condition  de  stabilité  trouvée  plus 
haut  SC  trouve  ainsi  vérifiée. 

22b.  Théorie  générale  des  oscillations  d’un  corps  flottant.  — Nous 
venons  de  supposer  que  le  corps  flottant  ne  prend  un  mouvement  de 
rotation  qu'autour  d'un  seul  des  trois  axes  d’inertie  principaux  du 
centre  de  gravité.  Reprenons  maintenant  le  même  problème  en  lui 
laissant  une  plus  grande  généralité  et  bornons  nous  à supposer  que 
l’axe  primitif  est  un  axe  d’inertie  principal  pour  le  centre  de  gravité. 
La  figure  124  représentant  encore  le  corps  flottant  à un  instant  quel- 
conque (,  par  le  centre  de  gravité  G faisons  passer  deux  systèmes 
d’axes  rectangulaires,  l’un  (X,  Y,  Z)  représenté  par  les  axes  d’inertie 
principaux  dans  leur  position  actuelle,  l’autre  (.V,  Y',  Z')  représenté 
par  les  mêmes  droites  dans  la  position  d’équilibre  du  corps  flottant; 
l’équation  du  plan  ab  nipporté  aux  premiers  axes  est  de  la  forme 

z = ai  hy  -f-  c 

et  si  on  désigne  par  £ et  b les  distances  CE  et  GC,  par  v)'  et  ^ les  inclinai- 
sons des  traces  du  plan  ab  sur  X et  Y dans  les  plans  .XZ  et  YZ,  cette 
équation  deviendra 

: = X tang  >)'  -v-  y tang  *1  + s -t-  b 
ou  plutét,  les  angles  ri  et  ri  restant  très  petits  , 

Z = »î'x  yjy  -I-  £ -H  b. 

Le  volume  du  cylindre  élémentaire  ««’  est  (o  (z  — b)  ; le  volume  de 
aABb=  0 est  donc  f — b)  ou  v[  f an  n f tay  at , les  inté- 
grales étant  étendues  au  plan  de  flottaison  AB  entier.  Les  moments 
du  prisme  élémentaire  fW  par  rapport  aux  trois  axes  (X,  Y,  Z)  sont 

« (z  — b)  X,  <i)  (z  — b)  y.  Cl)  (z  — b)  ~ et  les  sommes  des  moments 
de  tous  les  prismes  qui  composent  aABb  sont  données  par 
f U (z  — b)X’=ri  f MX*  nf  tùxy  -t-  £ y mx  , 

/m(z  — b)y  = n'/Mxy  + r,  f My*  -*•  e/a>y  , 

i/M  (I*  — b*)  = i >î'*  /MX*  + û«*  + nn'/MXy 

-(-£»)’/ MX  £»)  / My  -H  bri  /mx  -+-  br,  f My  abe. 
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Il  suit  de  là  que  les  valeurs  des  cuordonnées  du  ceiilrc  de 

gravité  de  ce  volume  sont 

ri  f MX*  )Q  y o)xy  -(-  £ y MX 
' »)'y  MX  -I-  >)  y uÿ  -f-  £û  ’ 

, _ f ‘/“y 

ïj'  y MX  -i-  r;  y M^/  -4-  £ü  ’ 

»:'*y MX*-4-  ri*y My’-t-  a£*-t-  2n»i'y Mxy  2(£  -4-  6)>)'y MX-4-  2{£  + b)rif  My -4-  2q6£ 

2 (»j'y  MI  -4-  ri  f My  -4-  fü) 

11  résulte  aussi  de  la  forme  de  l’éqiialion  du  plan  ab,  que  l’axe  des  Z' 
qui  lui  est  perpendiculaire  fait  avec  les  axes  (XYZ)  des  angles  qui 
ont  pour  cosinus 

>1'  ri  4 

-4-  /)’  -4-  ï)'*  j/ 1 -4-  Yi*  -4-  y,'* 

expressions  qui  se  réduisent  à 1^’,  >i  et  1,  à cause  des  valeurs  très  petites 
de  >1  et  >]'.  Eu  coiisidénint  doue  le  poids  de  uAB6  comme  une  force 
verticale  appliquée  au  centre  de  gravité,  les  composantes  de  cette 
force  suivant  les  axes  (XYZ)  seront  — gpv/i’,  — gfvri,  — ypv  et  par 
conséquent  les  moments  de  ce  poids  par  rapport  aux  axes  seront, 
d’après  une  formule  de  la  page  40, 

c’est-à-dire 

(1  1 1 

->;/l'*y Mx*-4-  -ii*yMy*-4-  - ü£*/i  -4-  r?r!  ftùxij  -4-  [e  -4-  b)r,r]' / <>ix 

-4-  (s  -4-  b)r^  J' WJ  -4-  ubriB  — i{  ftnxij  — r,J  My*  — , 

(1  I 1 

»;'yMX*-4-  r,/a>xy  -i-if(ùx  ■—  - W^/oix*  — Z)’'i*r,‘ f wj- U£*r;' 

— r,rf^J'(ùxij  — («  -4-  b)r,'*f  mx  — (e  -4-  b)r,r,'  /" wj  — aber,' 

yP  (’’î’*y“*.y  -*~rjf  / WJ*  -t-fr,'  J'tùy  — nTt  f mx*  — r,*  J'wiy  — ir,/"  mx). 

On  reeonnait  de  la  même  manière  1°  que  les  trois  composantes  du  poids 
Vpy  de  la  carène,  applique  en  O sont  — Vpyii',  — Vpy<),  — Vpy,  2"  que 
les  coordonnées  du  point  O sont  0,  o,  — ■ d et  3°  que  les  moments  de  ce 
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poids  par  rapport  aux  axes  (XYZ)  sont  — Vpjfiid,  Vpgij'd,  zéro;  si  donc 
on  représente  par  A,  B,  C les  trois  moments  d’inertie  principaux  du 
centre  de  gravité  et  par  (/,  r les  vitesses  de  rotation  autour  de  ces 
axes  h une  époque  quelconque,  les  équations  du  mouvement  du  corps 
autour  du  centre  de  gravité  seront  (i\“  165),  en  obser\ant  que  les 
forces  motrices  sont  ici  le  poids  de  la  carène  et  le  poids  de  aAB6  pris 
tous  deux  en  sens  inverse, 

— (B  — C)  rr/=  - ÿp  >!»!'*/“•'*  -+■  Vpÿnd, 

« 7/<  — (C  — A)  pr  = — (j?  {r!fwx*  etc.)  — Vpgn'd, 

C ^ - (A  — B)  pq  = — ÿp  + etc.). 


11  est  à observer  que  le  second  membre  de  la  ô"‘'  équation  est  sensi- 
blement nul,  puisqu’il  ne  contient  que  des  termes  très  petits  du  sc- 
eond  ordre  en  r,'  et  e.  Le  produit  pq  est  aussi  négligeable  ordinai- 
reuieut,  parce  que  les  vitesses  de  roUition  p et  q sont  généralement 

très  petites.  U suit  de  là  que  ^ est  nul  et  que  r est  constant  ; si  donc 

on  n’imprime  au  corps  aucune  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  ver- 
tical, cette  vitesse  r sera  constamment  nulle.  D’un  autre  cèté  les  vites- 

, , dr,  dr'  . , drt 

scs  P et  q sont  représentées  par  — "Jl  moins  de  pro- 

venant de  ce  que  la  valeur  positive  de  p répond  à une  rotation  dans 
le  sens  ZX,  ce  qui  correspond  à une  diminution  de  rangle  r,.  En  né- 
gligeant dans  les  seconds  membres  les  tenues  très  petits  du  et  du 
ô"""  ordre,  et  mettant  pour  embrasser  le  cas  où  le  point  O serait 
au-dessus  de  G,  les  deux  premières  équations  deviennent 


d-r, 

A — ‘ — gp  (/i'/toxy  + riftùf  e/wg  =f\r,d), 

B — = — qp  {nfwxy  -+-  + s/wx  np  \n’d). 


A ces  équations  du  mouvement  de  rotation  il  faut  joindre  celle  du 
inouvcnicnt  vertical  du  centre  de  gravite  G , qui  est  en  désignant  GC" 
par  s'. 
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OU  bien,  en  reiuplaçanl  la  masse  M du  eorps  lloUanl  par  Vp  et  en  re- 
niartpiunl  que  l’on  a 

Z*  = GE  cos  ZGZ’  = GE  = « -+-  b, 


V—  = — ÿ(n’/Mi  r,  fay  + Qj). 

Telles  sont  les  trois  ëquations  d’où  dépendent  toutes  les  eirconstances 
du  inouveiiient.  Quand  le  point  d’intersection  C de  l’axe  primitif  et  du 
plan  de  flottaison  est  le  centre  de  gravité  de  AB  et  que  des  (uirallclcs 
à X et  Y menées  par  C forment  les  axes  d’inertie  principaux  de  ce 
plan,  les  intégrales y’c.xr,  ,/’wy,  f axy  que  nous  désignons  par  aa,  ab,  Qc 
sont  milles,  et  si  le  corps  ne  prend  un  inouvcincnt  de  rotation  qu’autour 
de  l’axe  A,  les  équations  se  réduisent  aux  suivantes,  en  désignant  par 
et  ak'*  les  luomcnts  d’inertie  y' tox*  et  du  plan  AB, 

A ^ = — Om  ^ 

d*s  _ ga 

(ÏF  Y* 


qui  sont  celles  qui  ont  été  trouvées  plus  haut.  Quand  ces  conditions  ne 
sont  pas  remplies,  il  faut  intégrer  les  équations  (1)  et  (2)  qui  forment 
visiblement  un  système  d'équations  linéaires  simultanées  à cocfliciens 
constants.  Un  les  mettra  pour  cela  sous  la  forme 

( ak'^  qr  V(f)  VI  ao)'  ube  j = — </  (/q  + mq'  ns) , 
aA*  ::p  Vd)  q'  acq  4-  ûas  | = — ÿ (f'q  -v-  m'q'  -1-  n's) ...  .(3) 


(f’q  go  ( 

dî*  A ( 

dl‘  b|' 


==  — Y I 6q  + aq'  ^ j = — 9 (<>  + , 

puis  on  multipliera  les  deux  dernières  par  des  facteurs  indéterminés 
X et  en  additionnant  ensuite,  il  vient 


ÎÜÜ  5^ 

dt»  ’ d<»  ■ 


,d*e 


,1  •/■  /m  -¥-yin  , 


(H  ■+■  /«’  -I-  i 

l X/'  -V-  X’/  ' J ^ I 
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Si  i’on  dôteniiinc  les  facteurs  X et  V par  les  conditions 
m -t-  ) m’  i'm"  ^ n -*-)»'  -t-  i'n" 

I + w + yr  - ^ >/'  H-Tr  = * 

l'équation  dilTcrenticllc  devient,  en  représentant  par  y le  trinôme 

ï!  À>i'  -H  '/(, 

tl*9 

_ = _ 3 (1  + V/  ")  7 

que  l’on  intégrera  comme  au  N°  223  et  qui  donnera 

O ou  >î  -t-).>î'-»-À'ï  = Acos  )/'  ).7'^+Bsiu  t |/j  (/  -t-  //'-t-iT'J, 

ou  plutôt,  s’il  n’y  a pas  de  vitesses  primitives, 

r,  >.r/  Vs  ==  A cos  < y' g {I  + '»l'  Vl").  ..(3). 

Les  équations  qui  servent  à déterminer  les  valeurs  de  X et  X'  donnent 
pour  CCS  facteurs  trois  valeurs;  l’équation  précédente  est  donc  triple 
et  en  résohant  celles-ci  par  rapport  à >),  r,\  s,  on  trouvera  des  valeurs 
de  la  forme 

>î  = P cos  t |/a^  -i-  V COS  t f/pÿ  -4-  r cas  t {/  -/g , 

~ p'  eos  < |/agr  -+-  y'  cos  t |/,Sÿ  -t-  jr'  COS  t (/yÿ (6) 

£ = *'  — l>  = p"  cos  t -f-  y"  cos  < cos  t j/ÿq 

qui  donnent  la  solution  complète  de  la  question. 

22f).  Oscillnliotis  des  différents  points  d'un  système  de  forme  va- 
riable. Principe  de  la  superposition  des  petites  oscillations.  — Les 
valeurs  qu’on  vient  de  trouver  pour  r,,  r,’,  e font  connaitre  une  pro- 
priété remarquable  du  triple  mouvement  oscillatoire  des  corps  flot- 
tants. Désignons  par  (>,  XJ,  (X',  X/,  XJ  les  trois  valeurs  de  X et  X' 
tirées  des  équations  (4)  et  par  r„,  -4',  les  valeurs  initiales  de  t;,  rf,  e. 
Les  trois  équations  (5)  qui  correspondent  aux  trois  racines  de  (4)  seront 

if  -r-  X(j'  -t-  y'c  - A eos  < j/ÿ(/  X/'  X’/") , 

P -4-  X,ti'  X/f  = A'  cos  t f/ÿ  (/  -4-  \l'  -4-  X/f") (7) 

»)  -4-  X,,ij'  -4-  X[,  £ = A"  cos  t j/ g(l  -4-  s J'  -4-  yj") , 

et  en  faisant  t = 0,  on  trouve  pour  les  constantes  arbitraires  A,  A',  A", 

A = 4 -4- X4' -4- A'=>;„-4-X,4'-4-  X'£„  A’'  = 4-4-X„4'-4-X'„£.....(8) 
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D’un  autre  c6lé,  si  ou  suppose  qu’à  l’époque  initiale,  la  variable  a 
seule  une  valeur  les  deux  autres  étant  milles,  il  est  visible  que 
pour  t = 0 on  aura 


ou  bien 


11 

< 

A — ïîo) 

A''  = r;.. 

si  'A'  mi  £ ont  seuls 

une  valeur  initiale  q'.  ou  £.,  il  faudra  faire 

A • — • Aï)  oj 

A — O) 

A"  = 

A = 

A'  = Vf», 

A"  = X'„£,. 

Les  sommes  de  ces  trois  dernières  valeurs  de  A,  A',  A''  étant  égales  à la 
première  (8),  on  en  conclut  qu’a  chaque  instant  les  valeurs  de  q,  q',  e, 
dans  l’hypotlièsc  d’un  triple  ébranlement  initial,  sont  égales  aux  som- 
mes des  trois  valeurs  des  mômes  variables  correspondant  chacune  à un 
ébranlement  unique.  Cela  résulte  de  ce  que,  si  l’on  pose  les  trois  équa- 
tions (7)  pour  chacune  des  quatre  hypothèses  précédentes,  en  addition- 
nant ces  neuf  équations  trois  à trois,  on  sera  conduit  à trois  équations 
en  tout  point  semblables  aux  trois  équations  (7) , si  ce  n’est  que 
q,  vf,  £ se  trouveront  remplacées  par  les  sommes  trois  à trois  des 
mômes  variables  correspondant  aux  trois  derniers  modes  d’ébranle- 
ment. Cette  coexistence  sans  aucune  altération  de  chacun  des  trois 
mouvements  oscillatoires  distincts,  dus  aux  trois  déplacements  primitifs, 
n’est  pas  particulière  aux  corps  flottants;  elle  n’est  qu’un  cas  particu- 
lier d’un  principe  général  de  mécanique  connu  sous  le  nom  de  prin- 
cipe de  la  superposition  des  petites  oscillations  et  qui  consiste  en  ce 
que  SI  un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une  manière  (jnelconc/ue 
est  écarté  très  peu,  de.  plusieurs  manières  et  simultanément  de  ses  po- 
sitions d’équilibre  stable , le  mouvement  oscillatoire  que  prendra 
chaque  point  du  système  sera  à chaque  instant  la  résultante  des 
mouvements  particuliers  qui  seraient  dits  à chaque  mode  d'ébranle- 
ment appliqué  isolément.  Avant  de  le  démontrer,  proposons-nous  de 
déterminer  les  circonstances  du  mouvement  inriniinent  petit  des  difTé- 
rcnls  points  d’un  système  de  forme  variable  en  équilibre,  que  l’on  a 
dérangés  infiniment  peu  en  leur  imprimant  des  vitesses  très  petites. 
Rapportons  chaque  |)oint  du  système,  par  des  coordonnées  tou- 
jours très  petites  (xyz),  {x'y'z')...  , à des  axes  rectangulaires  fixes  et 
parallèles,  passant  par  chaque  point  dans  sa  position  d’équilibre. 
Les  n conditions  de  liaisons,  que  nous  supposerons  indépendantes  du 
temps,  sont  exprimées  par  des  équations  entre  les  coordonnées  des 

58 
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(lifTércnts  points  dans  leur  position  d’équilibre  cl  les  coordonnées  va- 
riables {xyz),  {xy’z) Concevons  ces  fonctions  développées  suivant 

les  puissances  croissantes  des  variables,  on  aura  en  s’arrêtant  aux 
termes  de  première  puissance  et  en  désignant  par  o,  (5,  y,  a' cer- 

taines constantes, 


aX  -I-  Î5I/  -t-  (Z  -I-  Sx  + ■■■■  0 

a'x  -A-  p'y  + v'î  + o'x'  ■+  ••  ••  = 0 (9) 

a"x  -f-  P" y -+-  y" Z -P  S"x'  ■+■  ■•••  = 0. 

D’un  autre  côté,  en  désignant  par  (XYZ),  (X'Y'Z') les  forces  accélé- 

ratrices qui  agissent  sur  chaque  point,  les  mouvements  de  ceux-ci  ré- 
sulteront des  équations 


Y _ 7 


X',  etc. 


Ces  forces  que  nous  supposons  aussi  indépendantes  du  temps  et  qui 
sont  milles  dans  la  position  d’équilibre,  ou  quand  (xyz),  (x'y'z).... 
s’évanouissent,  sont  des  fonctions  de  (xyz),  (x'y'z') si  donc  on  les 
conçoit  développées  suivant  les  puissances  croissantes  de  ecs  variables 
et  qu’on  s’arrête  aux  premières  puissances,  il  viendra 

d*x  (l*y  , 

■J-  = ax  by  + cz ex  -s-  • ••  , — = ax  b,y  es  + e,x  -t 


dt^ 


= o„x  ■+■  b,, y ■+■  c^z  + f ,_x’  -4- 


d‘x' 

Tt* 


= o'x  -4-  b'y  -+-  c'z  -4-  e'x'  -4-  • 


etc.,  etc.,  etc.,  dans  lesquelles  a,  b,  r sont  des  constantes  connues. 

.Si  l’on  tire  des  n équations  (9)  toutes  du  premier  degré,  les  valeurs 
de  « variables  en  fonction  des  autres,  pour  les  substituer  dans  les 
équations  précédentes  du  mouvement,  celles-ci  ne  contiendront  plus 
que  des  variables  linéaires,  indépendantes  entre  elles,  en  nombre  p, 
et  en  les  intégrant  comme  au  numéro  précédent,  au  mayen  de  fac- 
teurs >,  V,  V'....  constants  indéterminés,  on  sera  conduit  à p intégrales 
de  la  forme 

X -4-  ly  -4-  i':  -4-  Â"x'  H — = A cos  / 1/  — (o  -4-  la,  -4-  >.'o,,  -4-  >"o'  -4 — ) ^ 

-4-  R siii  t j/  — (o  -4-  >a,  -4-  >'o_,  -4-  V'o'-4 — ) 
dans  lesquelles  A et  B,  A'  et  B'....  sont  des  constantes  arbitraires  qui 
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dépendent  du  mode  d’éiiranlcmcnl  initial.  Ces  p intégrales,  qui  s’ob- 
tiennent en  substituant  dans  la  précédente  pour  X,  V'....  les  p 
systèmes  de  valeurs  tirées  îles  p — 1 équations  de  eonditioii 


6 -+-  -t-  >'6„  -H  y'b'  H — 

a -t-  -A-  y a'  -*-••• 


c -t-  -A-  >'c,,  -A-  y'c'  H — 

a -A-  la,  -A-  Vo„  -A-  V'a'-A-  • • • 


etc... (H) 


sont  visiblement  de  la  forme  suivante,  dans  lesquelles  C,  r,  C',  r'.... 
sont  les  constantes  arbitraires , 


X -A-  lÿ  + l'2  -A-  X"x'  -A — = c siu  [r  -A-  l j/ — (a  -A-  Itt'H — ) ], 
x-t-X^y-h  X[z  -A- X/'x'  -i — =C'sin  [r  -a-,  I — (a  -A-  l,tt' ) ] 


...(12) 


ce  que  l’on  reconnaît  en  développant  le  sinus  du  binème  >'  -a-  t ^ . 

Si  on  résout  les  p équations  linéaires  précédentes  par  rapport  aux  p 
variables,  on  est  conduit  à des  valeurs  de  1a  forme 

x = psin(r-A-  tj/T)  -a- v sin (r' -a-  t^l?)  -A-7rsin(r"-A-  Ip^')  -A-etc. 

_ -(lô 

y = fi'  sin  (r-A- 1 |/fc)  -A-  »'  sin  (r'  -A-t  f/ï")  -a-  n-'  sin  (r"  -a-  t j/ k")  -a-  etc. 

Z — etc. 

dans  lesquelles  p,  r,  p',  r'...  sont  des  constantes  qui  dépendent  du 
mode  d’ébranlement  initial  et  qu’on  détermine  en  résolvant  les  équa- 
tions suivantes  : 

I,  = p sin  r -A-  » sin  r'  -a-  n-  sin  r''  -a 

ijo  = p'  sin  r -A-  v'  sin  r'  -a-  tt'  sin  r"  -a 


U,  = p cos  r + v\/k'  cos  »•'  4-  w p/  k''  cos  r"  q 

Vo’  = ^l'  p^k  cos  r 4-  -i'  (/ k'  cos  r'  -i-  a-'  (/ k"  e.os  r''  -A 


dans  lesquelles  Xc,  y»,...  sont  les  valeurs  connues  de  x,  y....  eorres- 

. . „ # . • iIj:  fly  . . , 

pondant  a f = 0 clfo,  u. ...  les  vitesses—,  imprimées  aux 

dilTércnts  points  suivant  les  axes  quand  le  temps  ( est  nul. 

Pour  démontrer  le  principe  de  la  superposition  ou  de  la  coexistence 
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des  pclilcs  oscillations , reprenons  les  p intégrales  (10)  cl  leurs 
dérivées  par  rapport  au  temps.  En  y faisant  ( = ü et  rcniplaeanl 
, dx  du 

X,  y,  X par  x„,  y„,  t)„,  v„ on  trouve  pour  les 

constantes  A et  B,  A'  et  B'...  les  valeurs 

A = i„  +-  )j/„  -(-  X'z„  + X"x„’  -I , B {/a  = i'„  + ïvj  -I-  X'e„"  h- 

A'=x„  J B'i/Â'i^fo 


Quand  on  les  aura  substituées  dans  (10),  celles-ci  donneront  à chaque 
instant  la  position  des  dilTércnls  points  du  système,  à la  suite  d’un 
ébranlement  primitif  déterminé  par  les  valeurs  de  x„,  ly,,  z„,  x'„.... 
t;„,  Or  si  l’on  y fait  successivement  milles  toutes  ces  quantités 

moins  une,  on  aura  les  valeurs  dex,  y,  z,  x'...  à l’époque  l,  quand  le 
système  n’éprouve  qu’une  seule  perturbation  primitive  cl  on  recon- 
naîtra, comme  on  l’a  fait  pour  les  corps  flottants , que  les  valeurs, 
pour  le  cas  d’une  perturbation  primitive  multiple,  sont  égales  aux 
sommes  des  x,  y,  z....  dûs  à chaque  perturbation  isolée.  On  peut  donc 
aflirmcr  qu’ti  un  instant  quelconque,  les  écarts  x,  y,  z...  de  chaque 
jmnt  de  sa  position  d'équilibre,  à la  suite  de  plusieurs  ébranlements 
primitifs  simultanés , sont  égaux  aux  sommes  des  écarts  qui  seraient 
dits  à chaque  mode  d'ébranlement  existant  isolément  et  que  les  vitesses 
des  différents  points  sont  les  résultantes  des  vitesses  particulières. 

227.  Applications  au  prisme  triangulaire,  au  parallélipipède  et  au 
prisme  ü base  parabolique.  — Pour  appliquer  les  formules  du  N"  22’i 
au  prisme  triangulaire  à hase  isocèle,  pour  lequel  les  conditions 
de  stabilité  ont  été  trouvées  au  .\“  222,  on  remarquera  que  le  plan 
mené  par  le  centre  de  gravite  du  prisme  perpendiculairement  aux 
arêtes  latérales  et  le  plan  mené  par  le  centre  de  gravité  et  par  l’arètc 
plongée  dans  le  liquide,  divisent  le  prisme  en  deux  jiarties  symé- 
triques; d’où  on  conclut  que  la  verticale,  intersection  de  ces  deux 
]>lans,  est  un  axe  d’inertie  principal  ainsi  que  la  parallèle  aux  arêtes 
latérales  menée  par  le  centre  de  gravité  de  la  base  et  la  droite  hori- 
zontale perpendiculaire  à celte  parallèle.  En  conservant  les  désigna- 
tions du  N°  221  cl  en  représentant  en  outre  par  b la  base  du  triangle 
isocèle  et  par  h sa  hauteur,  on  trouve  pour  les  moments  d’inertie  du 
prisme  par  rapport  à ces  deux  derniers  axes. 
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Ou  a aussi 


et  après  avoir  fait  dans  les  formules  generales  de  la  page  4'il, 
0 = 0,  6 = 0,  c = 0. 


l’on  trouve  pour  les  durées  des  oscillations  verticales  du  centre  de 
gravité  cl  des  oscillations  transversales  cl  longitudinales  autour  de  ce 
point  ; 


h (4/i*  «/•) 


S’il  s’agit  d’un  parallélipipède  rectangle  ayant  a et  6 jiour  arêtes  hori- 
zontales et  c pour  arête  verticale , il  faudra  faire  dans  les  formules 
générales  précédentes, 


0 = 0,  6 = 0,  c = 0,  </ 

B 


(o*  -H  C*)  , V = u6c  “ 

1a  0 


uk*  = 


o6’ 

la' 


a fc'*  : 


a’6 

'Ta’ 


et  les  durées  des  oscillatious  verticales , transversales  cl  longitudinales 
seront 


’vlv/?’  V 


"\/ 


pp'c  (6*  -I-  c’) 
g (6*p*  -f-  tic*pp'  — 6c*p’*) 

“<■*1 


pp'e  (a* 
g (o*p*  -f-  Cc*pp'  — Gc*p  *) 


Quand  l’épaisseur  verticale  du  parallélipipède  est  très  petite  relative- 
ment aux  deux  autres  dimensions,  comme  cela  a lieu  pour  une  planche. 
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les  durées  des  trois  oscillations  sont  sensiblement  égales  entre  elles  et 
représentées  parjr*  / -%/t.,  c’est-à-dire  que  ces  oscillations  se 

y y V ? 

font  dans  le  même  temps  qu’une  oseillation  d'un  pendule  d’une  lon- 


gueur égale  à r-  • Enfin  s’il  s’agit  du  prisme  à base  parabolique  dont 
P 

on  s’est  occupé  à 1»  fin  du  N"  221 , en  supposant  vertical  l'axe  de  la 
jiarabole , on  trouve 

A = ? P'/  (-1  P -H  I a)  B = ip'l  -h  ± «*)  /2K, 

V = ^ / 1/ 2/>a’  = t L ; j/ üfe*  = {'‘ipu)*  = * - /p  j/ 2pa’, 

t>  do  ô O P 

et  les  durées  des  oscillations  des  trois  espèces  ont  pour  valeurs 


a 

~^V 


/c7 

V 


/ 

/ 2 a /o' 


Ut 

173* 


à<j\p 

La  condition  de  stabilité  est 


r>l“['-(7)'  ■ 

Si  ou  considère  le  même  corps  flottant  dans  la  position  d'équilibre 
inclinée,  on  trouve 

M.-v.i-jW-v/ r|î.[. 


Cette  valeur  étant  négative,  on  en  conclut  que  cette  position  d’équi- 
libre n’est  ]ias  stable  et  que  par  conséquent  les  oscillations  sont  impos- 
sibles, du  moins  autour  de  l’axe  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 
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Equation  géncrnlo  du  moiivcmcnl  d’une  masse  fluide.  Prcs.sion  en  un  point.  — 
Hypothèse  du  parallélisme  des  tranches.  — Loi  de  l'écotilcmcnt  par  un  orifice, 
quand  le  réservoir  est  constamment  plein.  — Pression  contre  lu  paroi  du  réser- 
voir. — Vitesse  d’écoulement  hors  d’un  réservoir  qui  commence  à couler.  — 
Écoulement  hors  d’un  ré.servoir  qui  se  vide.  — Cas  où  le  réservoir  n’est  pas 
évasé.  — Ecoulement  hors  d’un  vase  cy  lindrique  qui  se  vide.  — Contraction 
de  la  veine  fluide.  — Ecoulement  d’un  fluide  élastique  par  un  orifice.  — Hypo- 
thèse du  parallélisme  des  tranches.  Cas  où  le  réservoir  est  dans  un  état  perma- 
nent. — Cas  où  l’état  du  vase  varie  à chaque  instant.  — Résistance  des  fluides. 
Action  d’une  veine  fluide  sur  un  plan.  — Résistance  d’un  fluide  indéfini.  — 
Résistance  opposée  par  un  corps  de  révolution.  — Autre  théorie  de  la  résistance 
des  fluides. 


228.  Equation  générale  du  mouvement  d’une  masse  fluide.  Pression 
en  un  point.  — On  a vu  (N"  209)  que  dans  une  masse  fluide  incompressi- 
ble en  équilibre,  dont  toutes  les  molécules  sont  animées  des  forces  accé- 
lératrices (X\Z),la  différence  de  pression  en  deux  points  est  donne'-c  par 
l’intégrale  pyÇidx+Ydg  hZ.dz)  prise  entre  ces  deux  points.  Considérons 
maintenant  la  même  masse  fluide  en  mouvement;  l'inertie  de  la  matière 
fait  naître  une  force  nouvelle  dont  les  composantes  sont  pour  l'unité 

d*x  d*u  d*z  ...... 

de  masse, r-i  — r-ri  et  comme  d apres  le  principe 

dp  dP  dP 

de  Dalembcrt  il  y a,  à chaque  instant,  équilibre  entre  les  forces  mo- 
trices et  les  forces  d’inertie,  les  liens  devant  être  considérés  comme 
inextensibles  à cause  de  rincompressibilité  du  fluide,  la  différence 
de  pression  p et  p'  en  deux  points  de  la  masse  dans  l’état  de 
mouvement  sera  donnée  par  la  formule  précédente,  en  y rcmpla- 
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</*x 

rfï*  ’ 


V •»  I 

' "Tjî’  "" 


• p'  = p/  ' '/y  - — P \ ( -:77, 


KS' 


</(* 


/y 


f/»; 

rfT»' 


'=> 


les  deux  intégrales  ayant  pour  limites  les  deux  points  de  la  inas.se 
Ihiide  et  dx,  dy,  dz  représentant  les  aceroisscincnts  des  coordonnées 
X,  y,  : d'une  même  molécule  pendant  le  temps  dt. 

Supposons  le  fluide  soumis  à 1a  seule  action  de  la  pesanteur  ; en 
prenant  l’axe  des  Z vertical  et  dirigé  vers  le  bas,  les  forces  X et  Y seront 
nullcs,  Z sera  égal  à y et  l’on  aura,  h étant  la  düTércnce  de  niveau  des 
deux  points. 


I f / I '^*1/  J I \ 

P = P -K  y,/,  - P J dx  ^ dy  H-  _ d. J , 


ou  bien 


Si  l’on  désigne  par  r la  vitesse  de  la  molécule  qui,  à l’époque  I,  a pour 
coordonnées  (xyc),  on  sait  qu’on  a 

. ^ dy»  dz* 

— dp  dP  dp’ 

et  en  désignant  par  (de)  ou  par  l’accroissement  de  vitesse 

d'une  même  molécule  pendant  le  temps  dt,  il  viendra 


et  par  conséquent. 


p — p-  = f,gh 


dans  la  quelle 


S<^) 


dt 


dt  est  la  somme  des  produils  des  vitesses  de 


ebaque  molécule  par  la  vitesse  dv  ou 


dt  qu’elle  gagne  dans 


rintcrvallc  dt,  cette  intégrale  étant  prise  depuis  le  point  p jusqu'au 
point  p'. 


Digitized  by  Google 


DYMAMIQDE. 


461 


Il  importe  de  remarquer  que  ce  que  nous  avons  désigné  par 


diffère  csscntiellcincnt  de  la  dérivée  partielle  de  v par  rapport  à t, 
que  nous  représentons  par  —•  Dans  cette  dernière,  le  de  qui  ne  se 


rapporte  qu'au  temps  et  pour  lequel  les  coordonnées  ne  changent  pas, 
est  raccroissemcnl  de  vitesse  en  un  même  point  de  la  masse  fluide, 
ou  la  différence  de  vitesse  des  deux  molécules  qui  passent  successive- 


ment par  un  même  point,  tandis  que  dans 


le  de  est  l’accrois- 


scmenl  de  vitesse  d'une  même  molécule  pendant  le  temps  dt  et  con- 
sidérée dans  scs  deux  positions  successives. 

22!).  Ifijpollièse  du  parallélisme  des  tranches.  — Cette  équation  fait 
eunnaitrcla  différence  de  pression  en  deux  points  d'un  fluide  en  mou- 
vement et  par  suite , comme  on  va  le  voir,  toutes  les  circonstances  de 


son  mouvement,  pourvu  que  e 


soit  une  différentielle  exacte  et 


ce  cas  est  jusqu’aujourd’hui  le  seul  qui  ait  été  traité  d’une  manière  com- 
plète et  générale.  Cette  circonslance  se  présente  sensiblement  quand  on 
SC  propose  de  déterminer  les  lois  de  récouleinenl  d’un  liquide  pesant 
par  un  orifice  pratiqué  dans  la  paroi  d’un  vase;  en  effet,  adoptons  pour 
abréger  les  calculs,  l’hypothèse  suivante  sur  la  manière  dont  les  molé*- 
eulcs  fluides  se  déplacent  dans  un  réservdir  qui  se  vide  : tandis  que  le 
fluide  s’écoule  du  vase , toutes  les  molécules  composant  une  même 
tranche  horizontale  ont  une  même  vitesse  verticale,  ce  qui  suppose 
qu’à  chaque  instant  ces  couches  horizontales  sont  formées  des  mêmes 
molécules.  Cette  hypothèse  est  connue  sous  le  nom  d'hypothèse  du 
parallélisme  des  tranches.  Comme  le  fluide  est  incompressible  et  que 
par  conséquent  les  quantités  de  fluide  qui  passent  dans  un  même 
temps  par  différentes  sections  horizontales  faites  dans  le  vase,  doivent 
être  égales , il  est  visible  que  les  vitesses  avec  lesquelles  le  fluide 
traverse  deux  sections , sont  dans  le  rapport  inverse  des  aires  de 
CCS  sections,  et  l’on  aura  en  comparant  une  section  d’une  étendues 
pour  laquelle  la  vitesse  est  u,  à la  section  a de  l’oriflcc  d’écoulement 
pour  laquelle  la  vitesse  est  u , 


u;t!  = .s:«,  d’où  su  = <zw. 


D’un  autre  côté , s étant  la  profondeur  de  la  section  s sous  l’origine 

59 
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des  coordonnées , ^ sera  la  vitesse  v des  molécules  qui  y sont  con- 
tenues, e’est-à-dire  que 


=0  ou  dz  = vdt, 
dt  ’ ’ 


\dt  prendra  la  forme  suivante  : 


et  l’intégrale  J v 

du  I dz  I f 

dt)  S J , 


'ds 

I dz. 


Les  facteurs  — et  u sortent  du  signe  d’inU'gration  parce  qu’ils  se 

rapportent  à une  tranche  particulière  et  qu'ils  sont  par  conséquent  des 
facteurs  communs  à tous  les  termes  représentés  par  les  intégrales.  Or 

^ ^ représente  la  somme  des  épaisseurs  dz  de  chaque  tranche  divisée 

par  sa  surface  s prise  depuis  le  point  p'  jusqu'au  point  p.  Comme  s 
est  une  fonction  de  z,  cette  intégrale,  que  nous  désignerons  par  ji , est 
connue  dès  que  l’on  connaît  la  forme  du  vase.  Pour  ce  qui  est  de 


ds  , 

dï^^ 

S*  ’ 


remarquons  que  s n’est  pas  connu  en  fonction  de  t,  mais  bien  en  fonc- 
lion  de  Z,  lequel  est  fonction  de  t;  la  dérivée  ^ est  donc  donnée  par 

^ Il  vient  alors  en  désignant  par  s'  la  section  du  vase  placée  au 
dz  dt 

niveau  du  point  p'  et  par  v'  la  vitesse  dons  celle  section , 
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|)urcc  que  l'intégrale  doit  être  prise  depuis  la  tranche  correspondant 
à p’  jusqu'à  celle  qui  correspond  à p.  L'équation  générale  devient  en 
substituant, 


P -P'  = 9pl‘  — (».“ 


du 

dl 


P 


/I  1 

2 V*  «*/ 


230.  Loi  de  l’écoulement  liom  d'un  vase  constamment  plein.  — Pour 
interpréter  cette  équation,  nous  distinguerons  deux  cas;  1°  celui  où  le 
vase  est  entretenu  constamment  plein  et  est  arrivé  à un  état  per- 
manent; 2”  celui  où  le  vase  n’étant  pas  alimenté,  se  vide  par  l’orifice. 
Dans  le  premier  cas,  la  vitesse  d’écoulement  u est  uniforme  et  con- 
stante, le  eoefiieient  dilTércntiel  est  nul  et  l’équation  du  numéro 
précédent  devient 


p— P'  = P<//' 


Cette  équation  va  nous  servir  d’abord  à déterminer  la  vitesse  d’écou- 
lement du  Iluidc  par  un  orifice  placé  au  fond  du  vase;  en  effet,  en 
plaçant  les  deux  points  auxquels  correspondent  les  pressions  ;)  et  p', 
savoir,  l’un  à l’orificc  d’écoulement  et  l’autre  à la  surface  libre  du 
fluide  et  en  désignant  par  u cette  surface  libre  et  par  h la  hauteur 
totale  du  lluide  dans  le  vase,  ces  pressions  p et  p’  représenteront 
les  pressions  dans  ees  deux  points,  pressions  qui  sont  égales  à celles 
de  ratmosphcrc,  si  récoulcmcnt  a lieu  dans  l’air;  elles  seront  par 
eonséquent  sensiblement  égales  et  l’équation  donnera  pour  la  vitesse  u 
d’écoulciiicnt , 


y/'2gh 
— , 


valeur  qui  se  réduit  à 

H = l/ûijh , 

si  l’orifice  a d’écoulement  est  fort  petit  relativement  à la  surface 
libre  (O  du  fluide.  On  voit  que  la  vitesse  d’écoulement  est  alors  égale 
à celle  qui  serait  acquise  par  un  corps  pesant,  tombant  librement 
d’une  hauteur  égale  à celle  du  niveau  du  fluide  audessus  de  l’orifice. 
Comme  ut  est  la  longueur  de  la  veine  fluide  qui  s’est  écoulée  dans 
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le  temps  I,  aul  est  le  volume  de  celle  veine  ou  le  volume  d’eau 
écoule;  on  trouve  donc 

= ■— 


ou,  si  « est  très  petit, 

ual  = at  2gh. 

Quand  rorilice  a est  pratiqué  dans  la  paroi  latérale  du  réservoir,  on 
peut  sans  erreur  sensible  considérer  rorilice  comme  placé  au  fond  d’un 
vase  limité  inférieurement  par  le  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre 
de  l’ouverture,  pourvu  que  celle-ci  soit  très  petite,  attendu  que  le 
liquide  au-dessous  de  ce  plan  reste  immobile  malgré  l’écoulement.  La 
formule  précédente  est  donc  applicable  Ji  ce  cas  et  h est  la  profondeur 
du  centre  de  l’orifice  sous  le  niveau  supérieur  du  liquide. 

Quand  l’orifice  de  la  paroi  latérale  a une  grandeur  finie , cette  for- 
mule a besoin  d’être  modifiée.  Ou  considère  alors  le  grand  orifice 
comme  composé  de  petits  orifices  du  placés  à des  profondeurs  h dilTé- 
rentes,  et  le  volume  d’eau  écoulé  dans  le  temps  t,  composé  de  la 
somme  des  volumes  auxquels  chaque  orifice  d*  livre  passage , est 
donné  par 

I J'  |/2qA  f/a  = I |/^  ,/’  Irddt.. 

.Si  retic  ouverture  est  une  fente  horizontale  d’une  longueur  l et  d’une 
largeur  très  petite  £,  h sera  constant  pour  tous  les  orifices  élémen- 
taires et  le  volume  écoulé  sera 

V ==  I . h. 

.Si  l’ouverture  a une  forme  plane  quelconque,  il  faudra  décomposer 
sa  section  en  tranches  horizontales  / d’une  largeur  dx  et  chercher 
d’après  la  forme  de  la  courbe  qui  la  termine,  la  relation  entre  / et  x 
nu  / = fx.  En  représentant  par  ri  l’inclinaison  du  plan  de  l’orifice  sur 
l’horizon,  par  k la  plus  grande  hauteur  de  l’ouverture  dans  le  sens 
oblique,  ou  l’intervalle  entre  la  tranche  horizontale  la  plus  haute  cl 
la  tranche  la  plus  basse,  par  x la  distance  entre  la  tranche  la  plus 
basse  et  une  tranche  quelconque  correspondant  à h cl  par  h'  et  h"  les 
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profondeurs  sous  le  niveau  de  l’eau  de  la  dernière  et  de  la  première 
tranche,  on  aura  visiblement 

h = h'  — ï sin  r; , h'  = h"  -+-  k sin  n 


cl  l'intégrale  deviendra 

rk  i 

V — tf/âÿV  (/t’  — xsxur,)*  fxdx. 

Jo 


Quand  l’orilice  est  un  rectangle  dont  la  base  / est  horizunlalc,  cette 
valeur  devient 


V 


5 sin  yj  ( 


2 tl  ÿ^2q  I 

3 sin  >1  ' 


Pour  un  orifice  circulaire,  on  trouve  — =x(fc  — x)  et  le  volume 

4 

écoulé  est  représenté  par 

çk 

V = 2t  i)  dx. 

•'0 


Celte  intégrale  dépend  des  fonctions  elliptiques;  mais  si  le  liquide 
effleure  le  bord  supérieur  de  l’orifiec,  h"  sera  nul,  h'  sera  égal  à 
k sin  ïj  cl  cette  valeur  deviendra,  en  désignant  par  r le  rayon  du  cercle. 


Sk  I g 

(k  — x)  X*  dx  — sinr)  — — t 


r->sinïi. 


On  trouve  aussi,  quand  l’orifice  est  triangulaire  avec  une  base  h liori 
zontnic,  l’une  ou  l’autre  de  ces  valeurs 


V 


V 


(*  » s s\ 


= ikb\/^\  t h’ 


(i 


h-'  — h"* 

(h' -h",'' 


2/»'’' 

5(A'- 


T/’ 


suivant  que  cette  base  b est  placée  an  point  le  plus  bas  ou  au  point  le 
|dus  élevé  du  triangle. 

23i.  Pression  contre  /n  paroi  du  réservoir.  — On  déduit  de  l’cx- 
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pression  générale  de  p — p',  la  valeur  de  la  pression  exercée  par  le 
li(|uidc  en  un  point  quelconque  de  la  paroi  du  réservoir;  en  effet,  en 
prenant  pourp'  la  pression  à la  surface  codu  liquide  et  pour  la  pres- 
sion en  un  point  placé  à une  profondeur  h'  au-dessous  de  ee  niveau 
et  correspondant  à une  section  s,  l'équation  générale  du  numéro  pré- 
cédent devient 

cl  si  l’on  remplace  la  vitesse  u d'écoulement  par  sa  valeur  trouvée 
plus  haut,  on  trouve 

^ 

**  w’ 

p=p'  + pgh'  -4-  (,gh-^ 

M*  a* 

dans  laquelle  p'  est  la  pression  atmosphérique  et  pÿ/i'  la  pression  hy- 
drostutique  duc  à la  profondeur  h'  du  point  p audessous  du  niveau 
du  liquide. 

Si  le  vase  éprouve  la  pression  de  l'air  à l’intérieur  et  à l’extérieur, 
cette  pression  sc  détruit,  tout  se  |>assc  comme  si  l’air  atmosphérique 
■l’existait  pas  et  il  faut  sup])rimcr  p'. 

2Ô2.  Vitesse  d'écoulement  hors  d’un  réservoir  qui  commence  à cou- 
ler. — Si  le  réservoir  est  entretenu  conslaniincnt  plein,  sans  que  la 
vitesse  d’ccoulemcnt  ail  atteint  ruiiiformité,  comme  cela  a lieu  pen- 
dant quelques  instants  après  qu’on  a ouvert  l’orifice,  en  comparant 
dans  l’équation  générale  du  229,  les  pressions  p'  et  p au  niveau 
du  liquide  et  à l’orifice  du  réservoir,  s et  s'  deviendront  a et  os,  la 
différence  du  niveau  h sera  constante  ainsi  que  la  section  supé- 
rieure 0)  cl  l’intégrale  p,  puisque  le  niveau  supérieur  est  constant  et 
que  celle  intégrale  devra  s’étendre  au  vase  entier:  les  piessions  p et  p' 
seront  égales  comme  représentant  la  pression  duc  à l’air  almosphé- 
l'ique  et  on  déterminera  la  vitesse  d’écoulement  u à une  éjioquc  quel- 
conque I,  en  intégrant  l’équation  différentielle  de  la  fin  du  N“  229 
depuis  le  eommeneement  de  l’écoulcmcnt  nu  depuis  I = 0.  On  trouve, 

a* 

en  représentant  I par 

0)^ 

'i^tiidu 

= 2,//i  ’ 
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(roù  l'on  tire 


nylÿh  \iy-2gii 


y ‘ e ^ e 

Cette  valeur  nous  apprend  que  la  vitesse  d'écouleineiit  ne  sera  jamais 
rigoureusement  uniforme.  Cependant  oomme  au  bout  d'un  temps 

VVîÿi‘ 

très  court,  l’exponentielle  e est  négligeable  devant  e , 

la  valeur  de  m converge  rapidement  vers  la  suivante 




v/-5 


(|ui  est,  comme  on  sait,  la  vitesse  dans  l'état  permanent.  La  quantité 
de  fluide  écoulée  à lu  lin  du  temps  t est  évidemment 

/-...J,*.  VP  f'  -<  *•“  ,, 


a*  I ttV'jjjh  V\/2gh 

• • 9<»fi 


f widt  — a 


et  en  prenant  l’intégrale  depuis  t = 0,  on  trouve  pour  la  déjiense, 


I * { “2oë: 

— ^log-(^c 


Au  bout  d’un  certain  temps  très  court,  on  pourra  encore  négliger  la 
seconde  exponentielle,  et  la  dépense  devient 


a l/'iuh 

/ U* 


Le  premier  terme  proportionnel  au  temps,  est  la  dépense  qui  aurait  lieu 
si,  dès  le  premier  instant,  la  vitesse  était  uniforme. 
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233.  Ecoulement  hors  d’un  réservoir  qui  se  vide.  — Si  le  niveau  su- 
périeur est  variable,  ou  si  le  vase  se  vide,  h cessera  d’élrc  cuiislant 
ainsi  que  (■>  et  p;  l’équation  à intégrer  contiendra  dune  cinq  variables 
U,  t,  h,  li,  CO.  Or  si  on  transporte  l’origine  des  coordonnées  à l’orilice 

d’écoulcmenl,  la  vitesse  de  la  tranche  supérieure  sera  — ^ coranie 

rincoinpressibililé  du  liquide  exige  que  les  vitesses  dans  les  dilTércntes 
sections  soient  réciproquement  proportionnelles  aux  aires  de  ces  sec- 
tions, on  a 

dh 

dt  ’ 


d'où 

. ’ùdh 

dt= 

au 


En  éliminant  dt  de  l’équation  générale  (à  la  fin  du  N°  229)  et  plaçant 
les  points  p et  p’  ’a  la  surface  libre  et  à l’oriCcc,  celle  équation  devient, 
attendu  que  p cl  p'  se  réduisent  à la  pression  atmosphérique. 


</* 


a*audu 

■ —-77- ir  = 0. 

wd/i  2 


Comme  on  connail  la  forme  du  réservoir,  s est  donné  en  fone- 

rhj. 

tion  de  z cl  par  suite  on  connaît  u et  p ou  l — en  fonction  de  h.  Si  on 

Jo  * 

substitue  ces  valeurs  dans  celte  équation,  celle-ci  ne  contiendra  plus 
que  les  variables  u et  /i. 

Quand  l’orilicc  a est  très  petit,  cette  équation  se  réduit  sensiblement 
à la  suivante 


comme  pour  le  cas  où  le  vase  est  entretenu  constamment  plein,  et  il 
vient 


qui  étant  intégrée,  après  qu’on  aura  remplacé  &)  par  su  valeur  en  /i. 
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donnera  A en  fonetion  de  t.  Si  l’orifice  a u’esl  pas  très  petit,  l’équa- 
tion différentielle  précédente  devra  être  intégrée  dans  toute  sa  géné- 
ralité. Qu’il  s’agisse , par  exemple , de  déterminer  la  vitesse  de 
l’écoulement  par  l’orifice  EF  (fig.  127)  ou  a d’un  entonnoir  conique 
qui  se  vide;  en  supposant  que  BC  soit  le  niveau  du  iluidc  à l’époque  (, 
on  fera 

a*  r^‘flz 

AD  = h,  aircBC  = w,  aire  EF  = a,  À’  = l ^=1 

to»  Jo  a 


Comme  le  rayon  de  la  section  circulaire  a est  donne  par  % / -»  si  ou 
désigne  par  a la  tangente  de  Tanglc  BGD,  la  hauteur  GA  de  la  partie 

du  cône  enlevée  est  égale  a - % / - » et  l*on  trouve 


. ^ /~^ 

a - \ / - » 

O y n 

I = rBD*  = TT  ^«/i  -H  y/î  ^ , y*  = I — 


* 


aA  j/o 


l’équation  différentielle  à intégrer  est  donc 

I A du  /, 

(aA/ï-H|/ï)*  \ (aA|/jr-t- (/a)*/ 

L’intégrale  fera  connaître  la  vitesse  d’écoulement  u en  fonction  de  la 
hauteur  A.  En  remplaçant  ensuite  m par  sa  valeur  dans 

udA 

dt  = 

au 

trouvée  plus  haut,  et  effectuant  une  nouvelle  intégration,  on  con- 
naîtra ( en  fonction  de  A et  par  suite  A en  fonction  de  (,  c’est-à-dire 
qu’on  connaîtra  h chaque  instant  la  hauteur  du  fluide  dans  le  vase. 

60 
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Pour  1 très  petit,  on  a,  comme  on  l’a  a’u  plus  liant. 


et  par  conséquent, 


ou  plutôt,  parce  que  a est  très  petit, 

«(/2^ 

et  en  désignant  par  H la  valeur  initiale  de  h , 


2 wa*  / ^ 


Le  temps  nécessaire  pour  vider  l’entonnoir  ou  pour  rendre  h nul 
est  donc 


T 


234.  Pression  tonlre  la  paroi  du  réservoir  qui  se  vide.  — La  valeur 
générale  de  p — p'  fait  aussi  connaître  la  pression  exercée  en  un 
point  de  la  paroi  placé  à une  profondeur  h'  au-dessous  du  niveau;  en 
cfTct,  p étant  celte  pression,  s la  section  placée  à son  niveau,  p l’in- 


tégrale j -—  prise  depuis  la  surface  lilirc  «o  du  liquide  jusqu’à  la  sec- 
tion s,  p'  la  pression  à la  surface  libre,  on  a (fin  du  N"  229), 


, du 

p = p — 


et  comme  on  connaît  les  valeurs  de  u et  de  — en  fonction  du  temps,  la 

valeur  dep  sera  déterminée  pour  cliaqiic  instant.  Il  est  visible  que  p' 
est  la  pression  atmosphérique.  Si  l’orilice  a est  fort  petit,  la  valeur 


Digitized  by  Google 


DYNAMIQUE. 


471 


de  U ne  varie  que  par  degrés  insensibles  et  est  nul  comme  pour 

le  cas  où  récouicnient  est  dans  un  état  permanent;  la  valeur  prece- 
dente SC  réduit  alors  à la  suivante 


ou  bien,  en  remplaeunt  t<  par  sa  valeur, 

, , , , s*  w 

p = p 

(j>*  a* 


255.  Cas  où  le  réservoir  nest  pas  évasé.  — Nous  avons  supposé  dans 
ce  qui  précède,  que  chaque  Irauclie  horizontale  ne  différait  de  la  précé- 
dente que  d’une  différentielle,  c’est-à-dire  qu’il  n’y  avait  pas  de  change- 
ment brusque  de  grandeur  dans  l’étendue  des  tranches  horizontales 
successives  et  par  conséquent  dans  les  vitesses  qui  leur  correspondent, 
puisque  jusqu’ici  les  accroissements  de  vitesse  ont  été  représentés  par  la 
différentielle  dv.  Cette  circonstance  s’exprime  en  disant  que  le  réservoir 
était  évasé;  cela  n’aurait  plus  lieu  s’il  était  terminé  par  une  surface 
plane  et  horizontale  AB  (fig.  128)  percée  d’une  petite  ouverture  oo'; 
la  différence  de  vitesse  entre  la  tranche  AB  et  la  tranche  suivante  oo’ 
qui  sort  du  vase,  ne  serait  plus  alors  une  différentielle;  cependant 
comme  la  valeur  générale 

p—p'  = pgft  — p^v(^£^  dt, 

de  la  différence  de  pression  en  oo'  et  en  CD  contient  la  somme  des  vdo 
pour  toutes  les  tranches,  il  faudra  prendre  la  somme  des  vdv  au 
moyen  du  calcul  intégral  depuis  la  tranche  supérieure  Jusqu’à  la 
tranche  AB  et  pour  compléter  la  somme  des  vdv , on  ajoutera  à cette 
intégrale  le  vdv  qui  correspond  à la  tranche  oo',  c’cst-à-<lire  le  pro- 
duit de  sa  vitesse  par  l’accroissement  de  vitesse  qu’elle  a pris  dans  le 
temps  dl.  En  représentant  par  o la  section  AB  et  par  v'  la  vitesse 
dans  cette  section , il  suffira  pour  avoir  l’intégrale  prise  depuis  CD 
jusqu’à  AB,  de  changer  a en  o et  » en  v'  dans  la  valeur  de  l’intégrale 
du  N°  229 , qui  deviendra 
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que  l’on  peut  transformer  en 


tl»  1 , J / 1 1 N 


en  observant  que  l’incomprcssibiliU^  du  fluide  donne 
au  = ov', 


,,  , (/« 

d ou  a -T-  = O -r-  ' 

dt  dt 


Quant  au  vdv  correspondant  à la  dernière  tranche  oo',  remarquons 
que  comme  v est  la  vitesse  de  la  tranche  AB  et  u celle  de  la  même 
tranche  quand  elle  s’écoule  en  oo',  l’accroissement  de  vitesse  est 
U — e'  et  le  terme  à ajouter  est  u (u  — e')  ou  bien , comme  v'o  est 

égal 


sgal  à au,  au’ f-  — c’est-à^lire  qu’il  faut  prendre  pour 
\“  V 

\ t’ l — ) dt  la  valeur  suivante 

3 \dlj 

du  a’u’  n j_  £ _ 

dt  2 \0*  ta’  a’  ao J 

du  a*H*ri  1 /I  lyi 

et  l’équation  générale  devient 

- P'  = pgh  - paa  ^ - 1 pu’  1^1  _ L,  -H  (l  - ! J 

dont  on  fera  usage  comme  au  N"  230,  pour  déterminer  la  vitesse  d'écou- 
Icincnt  quand  le  vase  reste  constauiincnt  plein.  Un  trouve  ainsi  que, 
lorsque  la  vitesse  est  devenue  constante,  elle  est  égale  à 

j/  2f//i 


En  remplaçant  dt  par  sa  valeur  — — — donnée  au  N®  23o,  il  vient 

au 

p-p’^  pgh  p.V^-  ['  - 5 -îj] 

qui  devra  être  employée  lorsque  le  réservoir  se  vide. 

L’orifice  a été  supposé  placé  au  fond  du  vase;  mais  ici  comme  au 
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N°  250,  on  pourrail  le  supposer  placé  latéralement  dans  une  position 
quelconque,  pourvu  qu’il  fût  très  petit  et  considérer  alors  le  plan 
horizontal  passant  par  cet  orifice  ou  plulèt  par  le  centre  de  cet  orifice 
comme  étant  le  fond  du  vase.  L’expérience  prouve  en  clTct  que  le  reste 
du  fluide  demeure  sensiblement  immobile. 

236.  Ecoulement  hors  d’un  vase  cylindrique  qui  se  vide.  — Si  le 
vase  CABD  est  cylindrique  et  que  récoulemcnt  ait  lieu  dans  l’air,  les 
pressions  p et  p',  représentant  les  jiressions  atmosphériques  sur  la 
surface  supérieure  du  fluide  et  à l’orifice  d’écoulement,  seront  sensi- 
blement égales  et  u étant  l’aire  de  la  base  du  cylindre,  on  fera 


L’équation  précédente  devient  en  substituant,  et  en  représentant  par 
n le  rapport  — , 


, h udu 


et  l’on  trouve  en  intégrant  et  en  représentant  par  H la  hauteur  pri- 
mitive du  fluide  dans  le  vase,  correspondant  à l’instant  où  la  vitesse 
était  nulle. 


Cette  équation  fait  connaître  la  vitesse  d’écoulement  correspondant  à 
une  hauteur  h du  fluide.  Pour  avoir  la  A’aleur  de  h en  fonction  du 
temps,  on  fera  usage  de  l’équation 

. M dh 

dt= 

a U 


et  il  viendra 


dt  = — p^2«*  — 2«  — 1 


Cette  dilTércntielic  n’est  pas  intégrable  sous  forme  finie  pour  une  va- 
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leur  quelconque  du  rapport -ou  n.  Si  on  suppose  l’orifice  a très  petit 


relativement  à (o , 1 exposant  de  — sera  un  très  grand  nombre  et  comme 

— est  inférieur  à l’unité  , ce  terme  sera  négligeable  devant  l’unité;  on 
pourra  donc  poser 

. / ^ dA 


dt=  — j/  — 2n  — 1 


d’où  l’on  tire 


V — 2«  — 1/ 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  intégrale  réduite  ù 

n 

= -jr — - |/2ÿA , 

l/2«*  — 2«  — 1 


on  trouve 


(/  ‘in*  — 2»  — 1 ( 2 (/ 2/1*  — 2/i  — 1 


qu’on  peut  réduire  ù la  valeur  suivante 


2/1 

parce  que  n éUint  très  grand  , 2/»*  — 2/i  — 1 diffère  peu  de  2/i*. 

Le  temps  <’  nécessaire  pour  vider  le  vase  est  donné  par 

Jaudt  = 11(0 
0 

qui  exprime  que  le  volume  du  liquide  écoulé  est  égal  à la  capacité  du 
vase.  On  tire  de  IA  en  remplaçant  u parla  valeur  précédente  et  intégrant, 


237.  CoiUraclion  de  la  veine  fluide.  — Les  formules  fournies  par 
cette  lliéoric  ne  donnent  pas  toujours  des  résultats  conformes  à l’cxpc- 
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riencc.  On  a reconnu  que  si  l’ouverture  est  évasée  vers  l’intérieur, 
c'est-à-dire  si  le  vase  se  trouve  dans  le  cas  prévu  aux  N°‘  229  à 234, 
la  théorie  s’accorde  assez  exactement  avec  l’expérience;  mais  si, 
comme  dans  le  N“  23.’>,  l’orifice  oo'  est  percé  dans  une  surface  plane 
AB,  la  quantité  d’eau  écoulée  ou  la  dépense  pratique  ne  forme  plus 
qu’une  fraction  de  celle  que  donne  la  théorie;  la  première  n’est  sou- 
vent que  les  0,62  de  celle-ci.  Cette  différence  s’explique  par  la  cir- 
constance que  dans  ce  qui  précède  l’on  a supposé  parallèles  les  vitesses 
des  molécules  au  sortir  du  vase,  tandis  que  l’expérience,  d’accord  en 
cela  avec  le  raisonnement,  fait  voir  qu’elles  sont  convergentes  vers 
l’orifice,  et  cette  convergence  fait  que  la  veine  fluide  ne  forme  pas 
comme  dans  le  premier  cas,  un  jet  cylindrique  d’une  section  égale  à celle 
de  l’orifice  d’écoulement,  mais  un  jet  contracté  et  conique  dont  la  section 
n’est  qu’une  fraction  n de  l’orifice.  Ce  phénomène  est  connu  sous  le 
nom  de  contraction  de  la  veine  fluide.  En  remplaçant  dans  les  formu- 
les, l’orilice  d’écoulement  a par  la  section  de  la  veine  contractée  «a, 
la  dépense  théorique  se  rapproche  beaucoup  de  la  dépense  pratique. 
Le  facteur  n se  nomme  coefficient  de  la  contraction  de  la  veine  et  doit 
être  déterminé  par  expérience. 

258.  Ecoulement  d’un  fluide  élastique  par  un  orifice.  — Lorsque 
le  fluide  est  élastique,  on  a vu  (N°  210)  que  si  les  forces  accélératrices 
qui  agissent  sur  lui  se  font  équilibre,  la  différence  de  pression  en  deux 
points  du  vase  est  donnée  par 

P — p’  = J"  f (Xdx  -4-  Zdz)  , 

la  somme  étant  prise  entre  les  deux  points.  Or,  si  on  suppose  le  fluide 
en  mouvement,  on  sait  qu’aux  forces  accélératrices  X,  Y,  Z il  faut 
ajouter  les  forces  d’inertie;  la  pression  est  donc  alors  encore  donnée 
par  la  formule  précédente,  pourvu  qu’on  remplace  X,  Y,  Z par 
d*i  d'y  d'z 

^-dT'' 

p—p=  + fp(Xdx  + Ydy+  Zdz)  — ^ 0 ^ ^ ’ 

les  intégrales  étant  prises  depuis  le  point  p’  jusqu’au  point  p. 

Si  la  gravité  est  la  seule  force  qui  agisse  sur  le  fluide,  on  pourra, 
comme  on  l’a  fait  pour  les  fluides  incompressibles,  donner  à cette 
expression  générale  la  forme  suivante 

p~p’  = gff’dz  — ^ pv  dt , 


Digitized  by  Google 


I7(i 


CtlAPITllK  VXlll. 


OU  l)icii,  en  remarquant  que  d’après  la  loi  de  Marioltc , la  densité  p 
peut  être  remplacée  par^  ;>,  k étant  un  cocITicient  qui  dépend  de  la 
nature  du  fluide  et  de  la  température , 

’ SI Si 


En  dilTérentiant  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  p,  p'  reste 
constant  et  comme  les  deux  intégrales  se  rapportent  à ces  coordon- 
nées, il  vient 


= gdz  — V 


dl. 


Si  on  suppose  la  température  uniforme,  k sera  constant  et  on  aura 
en  intégrant  depuis  le  point  où  la  pression  est  p jusqu’à  celui  où  la 
pression  est  p',  h étant  la  différence  de  niveau , 


ou  bien 


= —fv(dv). 


où  (dv)  est  l’accroissement  de  vitesse  de  chaque  molécule  dans  le  temps 

dl,  c’est-à-dire  raccroissement  (juc  prend  v quand  t augmente  de  dt  et 

que  X,  y,  Z qui  entrent  dans  f,  croissent  de  dx,  dy,  dz  ou  plutùl  de 

dx  , dy  , dz  , , „ . . 

— (/t,  -~dt,-^dt,  attendu  que  x,  y,  z sont  fonctions  du  temps. 

259.  Hypothèse  du  parallélisme  des  tranehes.  Cas  où  le  réservoir 
est  dans  un  état  permanent.  — Si  l’on  adopte  l'hypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches,  r sera  la  vitesse  d’une  certaine  tranche  et  comme 
ccllc-ci  change  avec  le  temps  et  avec  la  position , {dv)  est  la  différen- 
tielle de  e prise  par  rapport  au  temps  et  par  rapport  à sa  distance  x 
à l’origine,  tandis  que  l’intégrale  se  rapporte  à l’ordonnée  seulement; 

o’ 

on  ne  peut  donc  ici  comme  nu  N“  228,  prendre  en  général  — pour 


l’intégrale  de  v {dv),  à moins  que  le  fluide  ne  soit  arrivé  dans  le  vase 
à un  étal  permanent , c’est-à-dire  à moins  que  les  vitesses  ne  restent 
constamment  les  mêmes  dans  chaque  endroit  ; car  dans  ce  cas  o 
ne  changera  plus  avec  le  temps  et  ne  sera  fonction  que  de  x.  En 
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rcjjrcsenlaiit  par  u i-t  u'  les  vitesses  des  tranches  passant  par  les 
points  où  les  pressions  sont  p et  p',  et  en  supposant  le  réservoir  et  le 
tuyau  évases,  (dr)  sera  une  dillérenticlle  prise  par  rapport  aux  dimen- 
sions du  vase,  et  il  viendra 

^ p'  ~ ^ 

Comme  par  hypothèse,  le  réservoir  est  arrivé  à un  étal  permanent,  la 
quantité  de  fluide  qui  passe  par  une  section  quelconque  dans  un  même 
temps  doit  être  partout  la  niéiiie.  Or  « et  étant  les  aires  des  sections 
placées  aux  points  où  les  vitesses  sont  n et  u',  les  volumes  de  fluide 
qui  s’écoulent  pendant  l’unité  de  temps  sont  mh,  m'u'  et  les  masses 
sont  p<ou,  p’tü’u'  ; on  a donc  partout 

B'jiu  = p'w'ti' 

ou  hicii , attendu  que  les  densités  sont  proportionnelles  aux  pressions, 

pr,tii  = p'w'i/'. 

Kn  reiuplaçaiit  ti'  par  sa  valeur  dans  l'intégrale  trouvée  plus  haut, 
celle-ci  devient 


Cette  équation  fait  connaitre  la  vitesse  d’écoulement  w d’un  fluide 
élasli(iuc  qui  sort  d'un  réservoir  K (fig.  l^Ü)  par  un  orifice  A dont  la 
section  est  w ; car  si  on  [ilacc  p'  en  BC  et  p en  A et  qu'on  représente 
pur  fo'  la  surface  du  piston  BC,  p'  sera  sa  charge  pour  l’unité  de  sur- 
face y compris  la  pression  de  l’air,  p la  pression  en  A qui  ordinaire- 
ment se  réduit  à celle  de  l’air  atmosphérique  et  A lu  dilférencc  de 
niveau  entre  BC  et  A.  On  trouve  pour  la  vitesse  d’écoulement 

, iqh  — 2A  log  - 

' _ t 

* r*  t* 

p ’m  * 

valeur  qu’on  peut  réduire  à 
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log  ^7  = » 

1 r du 

h — \ r -p  </(  - 

' dt 

-('a''* 

II 

'‘“SdT^^- 

5(C-r-), 

parce  que  Ügh  csl  le  plus  souvent  très  petit  relativement  au  seeoiul 
terme. 

240.  Cas  où  l'i'tat  du  réservoir  varie  à chaque  instant.  — Si  le  ré- 
servoir n’était  pas  dans  un  état  permanent,  la  vitesse  v d’une  même 
tranche  changerait  avec  le  temps  et  avec  l’ordonnée  i,  de  sorte  que  le 

(de)  se  composerait  des  <ieux  dilTérenticlles  partielles  dt  -4-  dx  et 
l’équation  qui  termine  le  N“  2ô8  deviendrait 


ou  bien 


parce  que  vdt  est  l’espace  dx  parcouru  par  la  tranche  et  que 

f , 1 

r --  dx  est  la  diiïérenlicllc  dc-(e*  — »'*)  prise  par  rapport  à x.  X cette 

équation  doit  eu  être  jointe  une  seconde  dite  de  continuité  du  fluide 
et  qui  s’obtient  de  cette  manière  : o)  étant  l’aire  d’une  seetion  du  ré- 
servoir placée  à une  prorondeur  x,  la  masse  de  fluide  qui  y passe  dans 
le  temps  dt  est  pvcodl.  La  section  placée  a une  distance  dx  de  la  pre- 
mière livre  passage  à la  même  masse  augmentée  de  sa  dilTérenticlle 

par  rapport  à x ou  pvcudl  ■+■  dx . dt-,  on  voit  donc  que  la  tranche 

de  l’épaisseur  dx  perd  en  passant  par  ces  deux  sections,  c’est-à-dire 

d (pr<o) 

dans  le  temps  dt,  une  musse  égale  ù — ^ — - dxdt,  ou  en  divisant  par 

le  volume  wdx,  une  densité  égale  à mais  cet  aecroisscinent 

<â)dx 

dû  , 

de  densité  est  aussi  exprimé  par -^dt;  on  a donc  à cha(|ue  instant 
et  dans  toutes  les  tranches 


dp 

lit" 

ou,  eu  remplaçant  ko  |>ar  p, 
dp  d (pi'iii)  dp 

dl  wlx  dl 


d (prw) 
wlx 


dv  dp 


10  dx 
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Celle  équation  jointe  à la  iirécédciite,  après  qu’on  a dérivé  celle-ci 
par  rapport  à i,  en  négligeant  le  poids  du  gaz,  qui  est  en  effet  sans 
iniluence,  c’est-à-dire  ajirès  qu'on  lui  a donné  la  forme 


suffit  pour  déterminer  p et  t’  en  fonction  de  x et  de  t,  quand  on 

({(ti 

connaîtra  w et—  en  fonction  de  x;  la  solution  complète  de  la  question 
ax 

dépend  donc  de  l’intégrution  d’un  système  de  deux  équations  linéaires 
simultanées,  aux  dérivées  partielles,  ün  pourra  séparer  les  variables/) 
et  V en  les  éliminant  entre  ces  équations  et  leurs  équations  dérivées; 
il  restera  alors  à intégrer  deux  équations  aux  dérivée.s  partielles  d’une 
seule  variable  dépendante  cbaeunc.  Si  le  réservoir  est  dans  un  état 
permanent,  ou  si  la  pression,  la  vitesse  et  la  densité  restent  constam- 
ment les  mêmes  dans  chaque  section , les  dérivées  par  rapport  au 

dp  f/v  ,,  , , , . , , . 

temps  et  — sont  milles  et  les  deux  équations  se  réduisent  aux 

suivan  tes 


/,'  log  ^ = o/i 


r'*),  'jipf  = cüiist. 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu’on  a vu  plus  haut. 

241.  Résislunce  den  fluides.  Action  d'une  veine  fluide  sur  un 
plan.  — On  appelle  résistance  d'un  fluide,  l'effort  nécessaire  pour 
mettre  un  corps  en  mouvement  dans  un  fluide  en  repus  ou,  ce  qui 
est  1a  niéine  chose,  l’effort  nécessaire  pour  maintenir  en  repos  un 
corps  cx|iosé  a l’action  d’un  fluide  eu  mouvement.  Supposons  le  fluide 
incompressible  et  réduit  d’abord  à une  veine  fluide  .4BCD  (lig.  150) 
qui  s’écoule  par  un  orifice  .411  et  à laquelle  on  oppose  un  plan 
indéfini  en  tout  sens  EF,  incliné  d’une  manière  quelconque  sur 
Taxe  de  la  veine.  Considérons  la  masse  fluide  inconijiressibic  qui 
dans  l’unité  de  temps  est  venue  à une  époque  quelconque  frapper 
la  surface.  On  sait  qu’il  doit  à chaque  instant  y avoir  équilibre 
dans  cette  niasse  entre  les  forces  motrices  cxléricnrcs,  les  forces 
d’inertie  cl  les  forces  intérieures.  Ces  dernières  disparaissent  de 
l’équation  quand  le  fluide  est  incompressible  et  si  on  le  suppose 
.sans  pesanteur,  les  forces  nioirices  extérieures  se  réduisent  à la 
résistance  du  plan  incliné  et  la  force  d’inertie  est  égale  (N"  104) 


Digitized  by  Google 


480 


r.llAPlTRK  XXlll. 


à lu  qnanlité  de  inoàvcmciil  perdue  ou  gagnée  pendant  runité  de 
teiups.  Puisque  res  forces  se  font  éqiiililire,  les  cmnposuiiles  esti- 
mées suivant  une  même  droite suivant  la  normale  au  plan,  par 
cxemple,  doivent  être  égales.  .Soit  R la  résistance  du  plan,  e la 
vitesse  d’éeonlement,  « la  section  de  la  veine,  n le  coclficicnt  de  la 
contraction  et  e l’inclinaison  de  lu  veine  sur  le  plan  ; la  masse  liquide 
qui  vient  frapper  la  surface  pendant  l’unité  de  temps  est  sa 

quantité  de  mouvement  quand  elle  atteint  le  plan,  est  iimv^  ou  plutdt 
ni>av(v  -H  r'),  en  désignant  par  e'  la  vitesse  acquise  par  une  molécule 
de  la  veine  depuis  sa  sortie  de  rorilice  jusqu’au  moment  où  elle  frappe 
le  plan.  En  désignant  ]>ar  /i  la  hauteur  du  liquide  dans  le  vase  et  par 
h'  la  difTércnce  de  niveau  de  l’orifice  et  du  point  du  plan  où  s’opère 
le  choc,  cette  quantité  de  mouvement  est  aussi  représentée  par 
‘2ng  6a(A  -f-  (//lA')  et  sa  composante  normale  nu  plan  est  «Me(iM-r')  sin  £ 
ou  "2ngça  (A  -4-  |/ÂA')  sin  £.  Pour  avoir  la  force  d'inertie  ou  la  quantité 
de  mouvement  perdue  normalement  au  plan,  il  faut  retrancher  de 
cette  dernière  quantité  la  composante  suivant  In  normale,  de  la  quan- 
tité de  mouvement  qui  reste  à cette  même  niasse  après  que  la  veine  a 
frappé  le  plan,  composante  qui  ici  est  nulle,  parce  qu'on  suppose  le 
plan  sunisuminent  grand  pour  que  la  veine  après  l’avoir  atteint,  se  dis- 
perse tangcntiellemcnt  en  tout  sens  en  formant  une  nappe  d’eau 
(ih  qui  ne  consene  aucune  vitesse  norniaie  au  plan;  un  a donc 

R = npaf  (o  r')  sin  £ = 2»ije,9.  (A  -i-  [/TP)  sin  £. 

Comme  le  liquide  est  pesant,  il  faut  aux  composantes  des  forces  mo- 
trices ou  R,  joindre  la  composante  normale  du  poids  /<  de  la  nap|ic 
liquide  ab  qui  presse  le  plan  et  qui  déjiend  de  son  étendue  et  de  sa 
forme.  Cette  composante  est  ;>  cos  s,  o'  étant  l'inclinaison  du  plan  sur 
l'horizon  ; la  résistance  est  donc 

R ^ n<MV  [v  e')  sin  s + p cos 

C>uand  le  plan  est  placé  normalement  à la  direction  de  la  veine  lliiide, 
cette  force  se  réduit  à «oar  (c  ■+■  r’),  notv  (r  -t-  v')  -t-  p,  tionv  (r-t-  t’’j  — p 

suivant  que  l’on  a <f= — a- , <î  = 0 , J = c’cslii-dire  suivant  que  la 

direction  de  la  veine  est  horizontale  , verticale  cl  dirigée  vers  le  has 
ou  verticale  et  dirigée  vers  le  haut.  Si  la  distance  entre  le  jilan  et 
roiifice  est  peu  considérable , ces  valeurs  se  réduisent  sensiblement  à 
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iiMii’-  -1-  J),  iip'jcv* — p.  Ces  iliiréi"cuts  résultats  sont  coiilirmcs 
[»ar  rexpérience. 

24!2.  néiiistuitce  d'un  lùiuide  indéfini.  — Cherclioiis  inaiiiteiiuiit  lu 
résistance  qu’oppose  une  surface  de  forme  et  de  grandeur  doimccs, 
au  déplaretiieul  d'un  liquide  indérmi  dont  toutes  les  molécules  sc 
meuveul  parallcicincnt  à une  droite  donnée  que  nous  su|)poseroiis 
horizontule.  Pour  cela  on  considérera  la  masse  liquide  comme  com- 
* posée  de  filets  iuriniment  minces,  parallèles  entre  eux.  Chacun  pro- 
duira son  action  sur  la  surface,  et  la  rcsistanec  cherchée  sera  égale  à 
la  résultante  de  toutes  ces  actions.  Or  si  l’on  prend  l'axe  des  Z parallèle 
au  courant  de  l'eau,  un  des  lilelsauru  pour  section  le  rectangle  dxdy, 
et  ■/  étant  l'angle  formé  par  sa  direction  avec  la  normale  à la  surface 
au  point  où  le  filet  lu  rencontre,  lu  résistance  normale  opposée  par 
rélément  superficiel  eorrespondunl  sera , en  faisant  « ==  1 parce 
qu’ici  il  n’y  a pus  de  contraction  , 

odxdyv"^  sin  (!'*  — '/)  = r.dxdyv*  cos  7 , 

dont  les  trois  composantes  suivant  les  axes  sont 

odxdyv*  eos  a cos  7,  r>dxdyv‘‘  cos  7 cos  S,  pdxdyv*  cos*  7, 

«,  p,  7 étant  les  angles  formés  par  la  normale  à la  surface  avec  les 
axes;  les  trois  composantes  de  la  résistance  totale  de  lu  surface  sont 
donc 


* cos  ydxdy,  cos  7 cos  pdxd y , eos*  ydxdy 

ou  plutôt,  en  rcinplucant  cos  *,  cos  p et  eus  7 par  leurs  valeurs  connues 
(N“  127  du  traité  de  calcul  dilfércntiel), 


pdxd  y 


rplxdy 

1 -V-  p'-  7*  ’ 


dxdy 


1 -t-p» 


Les  valeurs  de  p et  q,  ou  -7-  et sont  tirées  de  l'équation  donnée 
dx  dy 

de  la  surface  et  les  intégrales  doivent  être  étendues  à la  surface  entière 
qui  o|)pose  la  résistance,  surface  qui  évidcmincnl  est  limitée  par  un 
cylindre  enveloppe  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  courant.  La 
résultante  de  ces  trois  forces,  donnée  par  la  théorie  des  moments,  sera 
la  résistance  cherchée. 

243.  Uésisliuice  opposée  pur  un  corps  de  révultilion,  — .Si  la  surface 
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est  de  révolution  autour  d'une  droite  parallèle  au  courant  ou  à l’axe 
des  Z,  les  deux  premières  intégrales  devront  évideiiiuient  être  iiulles  r 

à cause  de  la  symétrie  de  la  surface  autour  de  l’axe  des  Z et  la  résis- 
tance totale  sera  parallèle  à ecl  axe  et  se  réduira  à la  troisième  inté- 
grale. On  donne  à ccllc-ei  une  forme  plus  simple  en  remarquant  que  si 

z = fr 

est  l’équation  de  la  courbe  génératrice,  le  cosinus  de  l’angle  formé 

i 

par  une  normale  avec  l’axe  des  Z est  représenté  par  — — 

c'est-à-dire  que  l’on  a 

I _ _j 

d’un  autre  cèlé,  au  lien  de  prendre  ilrdy  pour  la  section  d’une  veine 

fluide,  on  peut  prendre  dsdr,  ds  étant  un  arc  infiniment  petit  du  ^ 

cercle  décrit  autour  de  l'axe  par  le  point  de  la  courbe  génératrice 

sur  lequel  agit  la  veine,  et  dr  étant  raccroissement  du  rayon  r de  ce 

cercle.  La  résistance  du  corps  de  révolution  devient  alors 


puisque  l’intégrale  par  rapport  à s doit  être  étendue  à la  circonférence 
entière  qui  a pour  rayon  r et  que  par  conséquent  l’intégrale  de  du  est 
5!sr.  « l’intégrale  par  rapport  à r,  elle  doit  être  prise  depuis 

r = 0 jusqu’à  la  plus  grande  valeur  de  r.  Si  le  corps  de  révolution 
est  un  cylindre  horizontal  terminé  par  un  cercle  de  ravon  o,  l’équa- 
lion  de  la  limite  génératrice  sera 

r const., 

d’où  l’on  lire 


It  = 07zirv\ 
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Si  lii  surface  est  une  sphère  du  rayon  a,  on  aura  pour  c<|uatiun  du 
cercle  générateur, 


V» 


r 


|/««  — 


cl  la  résistance  totale  devient 


— pau^V'. 


On  voit  qu’elle  est  la  moitié  de  celle  (|u’opposcrait  un  grand  cercle  de 
cette  sphère,  c’est-à-dire  une  surface  plane  égale  à tth*.  Si  la  surface 
résistante  est  un  cône  de  révolution  ayant  pour  hase  un  cercle  de 
rayon  a,  l’équation  de  la  droite  génératrice  sera 

Z = r lang  « 

dans  laquelle  oc  est  l’angle  au  sommet  du  cône  et  il  viendra 
R = p7re*u*  cos*  ot. 

244.  Autre  théorie  lie  la  résistance  des  liiiuides.  — Cette  théorie 
de  la  résistance  des  liquides  indéfinis,  duc  à Newton,  conduit  à des  va- 
leurs numériques  essentiellement  dilTércntcs  de  celles  que  donne  l’cxpc- 
rience.  Le  setd  résultat  que  celle-ci  confirme  est  lu  proportionnalité  de 
lu  résistance  au  carré  de  la  vitesse.  Ces  divergences  qui  vont  quelijucfois 
jusqu'à  la  moitié  de  la  valeur,  doivent  provenir  de  ce  qu’on  a supjtosé 
que  chaque  filet  liquide  produit  son  action  indépendamment  des  filets 
voisins  et  comme  s’il  était  isolé,  hypothèse  qui  en  effet  est  inadmissi- 
ble. Pour  établir  cette  théorie  d’une  manière  plus  rigoureuse,  il  fau- 
drait connaitre  toutes  les  modifications  que  snhit  le  mouvement  des 
différents  filets  au  moment  de  leur  rencontre  avec  le  corps  et  tenir 
compte  du  frottement  qu’ils  exercent  contre  sa  surface  et  du  choc  qui 
s’exerce  entre  eux  ; mais  ces  modifications  sont  trop  compliquées  pour 
qu’on  puisse  les  analyser  et  les  soumettre  au  calcul  ; ou  préfère  se 
fonder  sur  une  autre  hypothèse  qui  paraît  plus  conforme  à la  réalité 
que  la  première  et  qui  consiste  en  ce  que,  si  un  corps  de  révolution 
CABA'C'  (fig.  131)  est  frappé  par  un  liquide  se  mouvant  dans  le  sens 
de  l’axe  Bü,  le  cylindre  de  liquide  DED'E',  après  avoir  agi  sur  la 
surface  ABA',  continue  son  mouvement  avec  la  même  vitesse  et  en 
formant  une  nappe  conique  EFE'F'  dont  l'inclinaison  sur  l’axe  BO 
change  avec  la  nature  de  la  courbe  génératrice  BA.  Soit  J cet  angle 
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corrcNpomIaiit  à une  cüiirbf  donnée  HA  et  H la  résislaiiee  du  eorps  di- 
rigée évideramenl  dans  le  ]irnlongemenl  de  OH.  Isolons  par  la  pensée 
la  niasse  liquide  DED'E'  qui  vient  frapper  le  corps  pendant  riiiiité  de 
temps.  Puisqu’il  y a équilibre  à chaque  instant  entre  la  résistance  R 
et  la  force  d’inertie  de  ce  liquide  mesurée  par  la  quantité  de  inome- 
ment  perdue  par  elle  |iendant  l’unité  de  temps,  il  faudra  égaler  R à 
cette  quantité  de  moiivcnient  estimée  dans  le  sens  OH.  Or,  la  vitesse 
étant  i’  et  la  section  AA'  du  cylindre  étant  m,  la  niasse  qui  atteint  le 
corps  pendant  riinité  de  temps  est  o'ov  et  la  quantité  de  inoiivenient, 
f/or*.  Ea  vitesse  et  par  conséquent  la  quantité  de  moiivenient  reste  la 
même  par  bvpotlièse  après  le  choc;  mais  comme  la  direction  des  filets 
est  inclinée  de  l’angle  f sur  OR , sa  composante  dans  le  sens  OH  est 
cos  ^ et  la  perte  de  quantité  de  mouvement  dans  ce  sens  est 
— pfoi;*  eus  O ; on  a par  eoiiscqucnt 

R = (I  — eos  o)  «p'.ir*, 

ce  qui  apjirciid  que  cette  résistance  est  représentée  par  «ar*  multiplie 
par  un  certain  facteur  incoiinu  1 — eos  J = « dont  la  valeur  dépend 
de  la  nature  de  la  surface  de  ré\olutioii  et  qu’il  faudra  déterminer  par 
des  expériences  directes. 

Si  le  corps  n’était  pas  de  révolution,  les  dilférents  filets  dont  se 
eoni|)osc  le  cylindre  liquide  EFE’F'  foriucraicnt  encore  une  iiapiie 
colloïdale,  mais  elle  ne  serait  plus  de  révolution  et  )iar  conséquent 
Finclinaison  o ne  serait  plus  la  même  jmur  chaque  filet.  On  conçoit 
qu'il  faudra  dans  ce  cas  rem]daecr  o'  par  une  certaine  inclinaison  y 
comprise  entre  la  |)lus  grande  et  la  plus  jietile  et  l’on  aura  encore 

R = pou'*  (I  — eos  y)  ^ /ipou'*, 

« étant  un  eoelficicnt  inconnu  dont  la  valeur  devra  être  donnée  par 
expéricnee. 


FIN. 
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KHUATA. 


Piign.  I.igiir.  Usez  : 

7 |iroi>osilioii  un  lieu  île  |)ro|i(irtioii. 

7 :2!l  ~t-c{uky  nu  lieu  lie  -J- r (/(/,•)'. 

20  5 (lu  au  lien  île  de. 

50  22  le  syslèine  triangulaire  P,  P',  P''  est  rciniilae('-. 

50  5(1  aient  au  lieu  île  ayent. 

52  20  suppléinent  au  lieu  de  roinpli'-inenl. 

71  2 entre  au  lieu  de  contre. 

!)7  14  iilenliquenicnt  au  lien  de  in(lenli(iuenienl. 

105  d(>  (fig.  55)  au  lieu  de  (fig.  .’i4). 

105  1!)  point  au  lieu  de  poids. 

154  2‘i  le  point  C n«  lieu  de  le  point  O. 

207  II  croissent  au  lieu  de  dtVroissenl. 

217  5 dont  les  cosinus  au  lieu  de  lestpiels. 

. ..  '"f*  I-  I '"f* 

22->  Kl  rp nu  lieu  de 

? P 

255  Ifi  de  Pniiité  à a au  lieu  de  de  a à rniiiti;. 

241  1S  Z et  h au  heu  de  Z et  h. 

247  14  et  elles  ne  laissent  un  lieu  de  (pii  ne  laissent. 
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Wr.V  • r / • 

— 1 sin  r,  an  lien  de  I - - | siii  r,. 
lit)  \dt*/ 


m 1111  lieu  de  dm. 


w— w , \v— \v 

Il  = an  lien  de  n ==  — 

1 I 


à la  suite  an  lien  de  à lui  suite. 


N®  Hü  au  tien  de  N“  113. 


N”  113  an  tien  de  N“  113. 


ip an  tien  de  P 


r«, 

.'o 


an  lien  de  /'Tdi/. 


v'  cl  V'  nuis  et  ni'  infini  an  lien  de  ni'  iiilini. 


fig.  126  an  lien  de  fig.  123. 
l ^ 2/i  lang  a au  lieu  de  l < 2/i  lang  a. 
plans  YZ,  .\Z,  XY  an  lien  de  axes  .\,  Y,  Z. 
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